
Chern　classes　and　Thom　polynomials
　　Enumerative　Ge◎nletry　of　Si1璃ularities

大本　亨　北海道大学大学院理学研究科

　　　2◎05年欝月於城崎

　ここでは「数え上げ幾何」として，古典的射影幾何における数多ある「特異点の数え上げ公

式」（Pl｛泳er公式など）を特性類理論として定式化したもの（Th◎m多項式）および種々の

数え上げ母関数の類いを念頭に置いている．Thom多項式とは，写像・関数の特異点分類に現

れる型η（、4，1λ瓦＿など）に対して定まる普遍Chem多項式εp〈η）（∋であり，たとえば，

“ 良い”写像∫に現れるη一型特異点の個数は，Chern特性数τp（η）（c（∫））で表される．

　Chem類といえば普通は（ベクトル東の）Chem“コホモロジー特性類”を指すであろうが，

一方で，一般の特異点を許す代数多様体Xに対してChern“ホモロジー特性類”がある．このホ

モロジー特性類には，Ful⑩n標準類0烈X），　Mather類0㌧（X），　Chern－Schwartz－MacPl雄s◎n

類C，（X）等，出所の異なる種類が存在するが，Xが非特異ならば，これらはすべて接束の

全Chern類c（τX）のPoincar6双対に一致する．つまり，これらのChernホモロジー類達

の差異は，Xの特異点集合X。、。gに台をもち，特異点の特徴的な性質を反映する量となって

現れる．特に，Chern－Schwartz－MacPherson類は（共変関手の間の）Grothendieck自然変換

C，：∫（X）→ん（X）として定式化でき（ぴ巨x）＝：C、｛X）），ホモロジー特性類達を総括的に

記述するのに適している．

　本稿の内容は上記2つの話題を統合する話であって，以下について述べる：

●　「Thom多項式」および「代数多様体のChernホモロジー特性類」の紹介；

●G！一作用1を伴う代数多様体Xに対する「同変自然変換0ξ：アG（X）→．49（X）」あるい

　は「商スタック［X／G］への0、の拡張」；

●Cξの応用：対称積に対するオービフォルドEuler標数の母関数の“全Chern版”等．

複素数体上で話を進めるが，標数0の体ん上でよい．以下，原則として，M，N，　M…は非特

異多様体，X，｝㍗弘…は非特異と限らないものに用いることにする．

0．1　写像の特異点型に関するThorn多項式：

　はじめに，複素解析的特異点の文脈でThom多項式についてに解説する（cf．　Def．0．12）．

　∫：斑m一パ▽を（非特異）複素多様体間の解析的写像とし，整数／＝m一鴛を∫の次元差

と呼ぶ2，∫の特異点とは，rankガ．＜mil1（m，γ↓）なる点証1∈M，あるいはその点での写像芽

∫：M，エ→N、∫（z）を指す．この写像芽を原点中心の局所座標で表して，∫：Cτn，0→◎，0

1有限群とは限らない．

2慣例ではη一mのほうをよく使う．
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を考える．写像芽の分類としては，（スキームとしての）ファイパー (f1(0), 0）の分類，つま

り局所環 Q(f):= Om,o/ f*mn,Oの分類を考える. l三0ならば， l-dim. complete intersection 

germの分類に他ならない．これを κ．同値（による分類）という 3.

簡単な線形代数から， κー同値は次の群作用と同じ意味をもつことが分かる：

£(m, n) （竺（mm,o)n）：写像芽 cm,o→ cn,o全体が成す Om,o－加群

κm.n := { （σぅ三）｜同型芽 σ：cmぅO→ cmぅO，写像芽三： cm,o→ GLn(C)}

αction : ( （σ，三）.f)(x)：＝三（x)f（σ一1(x)): Cペ0→ cn,o.

つまり， fヲ9εε（m，η，）が κ－同値七＝争 9εκmn・f.あるいはスムース射の basechangeを

取って， fεε（mぅn),gεε（m-s、η－s）が κー同値仁＝今 g×idsεκm.n・f.
（次元差 lの）写像芽の κ－特異点型 ηとは， κ．同値類あるいはそのパラメータ族を指す4.

次元差 lの写像 f:M→ Nに対して， zεMが ηー型特異点とは zにおける写像芽が（適当

な座標において） ηに属するときにいう． ηー型特異点全体を η(f)(cM）で記す．

Definition-Theorem 0.1次元差 lの写像芽の κ－特異点型 ηに対して， ηのみに依存する

重み付き同次多項式 tp（η）（c)( C1，匂？・・・は不定元）で次の ＂universαlity”を満たすものが唯

一存在し，これを特異点型 ηに対する Thom多項式と呼ぶ：次元差 lの（ある種の横断性を

満たす）任意の正則写像 M → N に対して，閉包ワ(f）の基本類がか（η）( c）に C;= C;(j)(:= 

c;(f*TN -TM））を代入したもので表示される．すなわち， t：η(f）→ M を包含写像として，

ん［カ（！）］ = tp（η）（c(f))"' [M］εH.(M). ）
 

4
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／
l

、、

この定理は R.Thom (1955？）に遡るが，体系的に整備され出したのは 90年代後半以降で

ある（e.gヲ［16],[18］）ーたとえば，“単純特異点型” ηに対する tp（η）の計算方法（restriction

methodと呼ばれる： Rimanyi[33], [llJ)など．

“横断性条件”とは，ラフに言えば， fのjetextensionと閉包句（の Whitneystratification) 

との横断性を指す：たとえば，閉包ワ（！）の各点 zにおいて写像芽 f:MヲZ → Nぅf(x）が

complete intersection germ u-1 f(x), x）の versa!deformationを与えているのあれば，上記

の横断性条件は満たされる．また，横断性条件を外して，代わりに（1）式左辺を適当な意味

での“局所化類”に変更できる場合もある（例えば， Fultonの degeneracyloci class, Example 

0.4) . 

以降， c(f）・＝ c(f*TN TM), c(f) = c(TM f*TN）とする．

3双有理幾何で言うところの K－同値とは関係ない． κはcontact同値の略 （fのグラフとレベル
cm×｛O｝との原点における接触度を計っているから）であって，「写像の特異点論」の慣例に従ってこ
の記号を用いることにする（cf.[22], [3]) .他に，原点を保存する sourceとtargetの同型芽で移り合

うものを A－同値（あるいは R.C－同値）という. K－同値と A－同値とは密接な関係がある．
4正確には，適当な有限ジェット空間 （Jr(m,n) ＝ε（m, n)/m:;,+1£(m守口））のある κm,n－不変な部分

代数多様体（あるいは構成的集合）を考える．
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Example 0.2 (1¥forse特異点）コンパクト複素多様体から機素曲線への正則関数 f:Mm吋

N1 に対して，各点での lVlilnornumber μ(f, x）を M 上で“穣分”すると（構成的関数の襲分，

0.2節），

ん州＝（一円，（TM-f*T N) ~ [M] (2) 

が成り立つ. fが有限抱一つまり孤立特典点のみ持つならば，左辺は孤立特典点の Milnor

数の和を意味する．ちなみに， m 之エ 1の場合は Riemann-

degf ・χ（N）一χ（λ！）（＝ c1(f*TN 一 TM）~ [M]). f: A,m→ N1が“損断性条件”を満たして

いるならば，（2）式の左辺はんー特典点の個数を涙す．一方で，右沼にある Chern類が「Ai削

特異点型5＇こ対する Thom多壌式j である： tp(A1)= ( ireふ横顕性の条＃を課さなけれ

ば，（2）式は， tp(A1）の「局所化公式」と見なし得る．

Example 0.3 (Isolated complete intersection curve germsの分類）次元差 1の写像穿の分

類は，次の隣接関鍔冨式のように始まる（記号 γ← ηは， ι軌道 γ の関告に軌道 ηが含ま

れることを意味する）：

codim 0 2 3 4 5 6 7 

Ao - A1 A ←－  A3 2 A6 ... 

ミ4 D5・・・＼＼口4 ミ~ 刀s5 En 

ノ1μ ：げ刊十y2,Dμ: x2y十yμ i, Sμ: (x2十y2十Z戸一3,yz), E6 : x3十y4、・・・

対搭する tpiま次のようになる6: 

5正確には， f次元差 m-1の Ai・特異点霊J （その絡所環がOm/(z}＋・・・＋ z~） である特異点霊）．
690年代以前では，所謂 desingularizationmethod （ワ(f）の特奥点解消i:flag束等の中に具体的に

犠成して tpを求めるやり方〉が準法で、あった．しかし，このやり方では，例えばA4,A5, D5のかで
さえ求められない（とても困難）．一方で， restrictionmethodのアイデアは以下のようなものである：

たとえば tp(Ds）を求めようとする．まずTheorem0.1より， tp(D5) =Ac~ ＋ Bcic2十・・・＋ Cc1c2c3 
と置く．これらの係数を決定すればよい• T を余次元が6以下の特異点聖とする（T=Ai, A2，・・ ・, 85). 
今の場合， Tの標準形は quasi-homogenousだから Tの固定部分群（cK:)はC取を含み，標準形写像
の定義域・綴域にこの C＊の作用がある．この作用から分類宅題 BC*（の有課次元近似）上にベクト

ル束 E1(T),E2(T）が得られ，さらに，写像 fr:E1(T）→E2(T）で各ファイパー上への制限が Tの棟
準形写像に対応するものが構成できる．この fγ にTheorem0.1を適用する： TヂD5ならば， Jrの
D5－型特異点集合は空集合であるから， tpの universalityより， tp(D5)(c(fr）） ごと o.T = D5ならば，
f D5のD5－特異点集合はベクトル束 E1(T）の零切断に他ならないから， tp(D5)(c(fo5））ニ Ct0p(E1( T)) 
(top Chern cl拙 s）を得る．一方， c(fァ） = c(E2(T) -E1(T)) EH＊（βCつ＝ Z［αj iま，生成元 αの多環
式としてすぐに求められるので，これを tp(D5）等に代入すれば，米知係数 A,B，・..,cに関する線形
方程式を得る• T を動かして方程式系が得られ，これを解いて係数が決定される．一般に単純軌道
（その軌道の近傍で，有限側の軌道としか交わらないようなものがある）に関しでは，この方程式系は
必ず唯一解を持つ（大抵の場合， overdeterminedである上

3 

-118嶋



tp(A1) = ci -c2、 tp(A2)= 2c1(ci -c2）ぅ tp(A3)= 5cf -4cic2 -c向、

tp(A4) = 12c~ -4cic2 + 4cic3 4c1c4 -8c1c~ ， tp(D4) = c~ cic2 4cic3 + 3c1c~ + C1C4, 

tp( A5) = 30c~ 十 10cfc2 + 50cic3 -6cic4 -52cic~ う

tp(D5) = 4c~ -2cfc2一l8cic3 6cic4 + 12cic~ 

tp(S5) = c~ + c~ cぬ ＋ cic4 -2c1c2c3, 

Example 0.4 (Schubert Calculus）アファイン空間 Hom(Cm, en) (1・ジェット空間）への座

標変換群GLm(C)×GLn(C）の作用 （（A,B).H= BHA 1）について，軌道は rankで決まる．

η＝ Ek (dim ker = k）に対する tpは次の型の Schur多項式で与えられる： tp(Ek)＝ム~~z(c)
（ここで l= m n) これが所謂 Thom-Porteous公式（ラ60？ぅ cf.[32］）である．つまり， M

上の 2つのベクトル束（次元差 l）の聞の写像 f:E→ F （つまり切断 f:M→ Hom(E,F)) 

に対して，退化集合 Dk(J)= {xεMヲdimkerん三 k｝は次の特性類で表される：

ん［Dk(!)]= det[ck-1一色村（F E）］凶J封

（横断性条件を課さないならば，左辺を局所化類（degenracyloci classぅ［12］）に置き換える）．

Feher-Rimanyi ([11], [9], [10] ）は，一般線形群の代わりに上（下）三角行列のなす群を取

るなどして， Thom-Porteous公式の variantを考察している：（doubleSchur, double Schubert 

など）表現論で意味ある多項式をある軌道のかとして表す，あるいは quiver表現に関する

tpを求める，など．

Example 0.5 （多重点公式） immersion M → N の2重点・ 3重点公式などの「多重点公

式」を，より一般に「多重特異点芽の分類に対する Thom多項式」として定式化しようとす

る試みがある（Kazarian[17], [18] ) .ここで多重写像芽とは，有限個の点の周りの写像芽

f :M矢｛x1,・ ・～xk｝→ NnぅU（υ＝ f(x1) ＝・・・＝ f(xk）） を指す（ただし， m三nの場合，

各 X；は fの特異点であるものする； m < nの場合，各 X；で fは非特異であってもかまわ

ない）．

[17］によれば，（有理係数コホモロジ一において）多重特異点型 T}ηm

式 tp(T/multi）は， Chern類 C;＝α(f）と Landweber-Novikov類 sI(f):=fγ＊(CI (j)) (CI (j) = 

c1(f）川2(J)i2・ー）の多項式として与えられる1.

7Kazarian [17］において，この「存在定理」の“証明”はトポロジーの文脈でなされている（交差
理論による代数幾何的な証明はまだない） . key ideaは，次元差 l(=m n）の正則写像に関する
「多重特異点芽の分類空間」として複素コボルデ、イズムの分類空間の類似，すなわち無限ループ空間

s~~ f!28 MU(s l）を考える点である．
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Remark 0.6 （次元差 lの）写像芽の κ附分類は，“集合（あるいは商位相空間）として”軌

道空間ε／κ（＝ limm→oo £(m, m l）／κm,m-l）を考えることに対応する．たとえば，軌道の隣

接関係は商位相の開集合に対応する． しかし，これでは軌道の固定部分群（“automorphism

groupづ会どの鰭報は失われるから，そうした4時報を攻り込なこと，す主わち，“露スタック”

として「写像芽の分類空間」［£／κlを考えるというのが， Thom多項式の結に相当する8：つま

り， tp（引とは部分スタック［η／叫が代表するコホモロジー類であって，これを霞定蔀分群の情

報から計算しようというのが restrictionmethodの方針である．次元差 lの写像 f:M→N

が与えられれば， fを“M をパラメータ空間とした（年像芽 M‘x－→N,f(x）の） ι向値類

の族”と見なして，分類写像（圏の間の射）M ー→［ε／叫が定まる一これが Theorem0.1での

“universality”を導く．

トポロジーの立場では，商スタック［£／料よりも，ホモトピー鶏（Borel構成） £×κEAこ

のほうを考える．ここで， Eκ → BAごは位相群 κの分類型開 Bκ 上の普遍主束であって，

ファイバーを εとする持拝束が上のホモトピー鶏である．あとの節で，この代数幾荷的アナ

ロジーである代数的 Borel構成（Totaro-Edidin-Graham）に触れる．

0.2 特異多様体の Chern京モロジー類

代数多様体 X が非特異であれば，接束 TXの Chern類がある： c(TX)~ [X］εム（X).

特異点を有する Xに対して似たものを構成するには，まず（N加 h)blowing-upや smoothing

などの己主変操作で Xを適当に“良い空語”に霊き換えて，その空題色町連盟なベクトル束〈“

接束 TXの代換物”）を取ってきて，その Chern類を pushforwardあるいは specializationず

ることで X に還元する．改変操f乍に応とて異なった議類の（Chow）＊モロジー特性類が導か

れる（［12],[21], [13］；さらに最近の話題は Schiirmann-Yokura[35］が詳しい）．以下， X は非

特異多様体への埋め込みを持っとする（embeddable). 

• Fulton標準類 CF(X)(Example 4.2.6 [12]) : X C M とし， X に沿った blowing棚 upP : 

必→ Mの例外因子を Dとおく．よく知られているように， S湾問顛は Dの自己交差を用い

て定載される：

s(X、M)＝乞（－1）ト1p.(c1(Ov(l））ト川（［ρ］） E A.(X). 

X の Fulton標準額は， M が非特異であるとして，

CF (X) = c(T Mix) ~ s(Xうん1)

8荷スタック［X/G]iま次の雷として与えられるのであった：その対象は，主 G幡東 P叫 B とG－間

変射 r.p:P→ X の組；その射は，主束の聞の射 f:P＇→ Pでvof＝ザを満たすもの．別の見方
〈“男伴東の窃慌に詩毒する分類空艶づもある：：対象を掲伴束 E=P×GX の弱断 s:B…→ E （つまり
s(B）コロ（graphψ）／G）；射を，同伴束の聞の射 f:E＇→Eで切断を可換とするもの（fo s' = s) .こ
こですま後者の見方に立っている．
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のように定義される（これは ambientspace M の取り方に依らない；［12]).特に， X が

complete intersectionの場合， X上の（局所自明な）法接層を用いて“仮想接束” TAilx-Nx

が考えられて，次が成り立つ： CF(X)= c(TMlx Nx) ~ [X] （右辺を Fulton-Johnson類と

もいう）．

• Chern-Mather 類 C~(X) ([21]; Example 4.2.9 [12]): XのNashblowing-up v：支→ X を

取り， X上の tautologicalbundle (Nash tangent bundle) f支の全 Chern類を pushforward

したものとして C~ （X）を定義する（これも X の埋め込みの取り方に依らない）：

C~1 (X) ＝凡（c(fX)~ [X］） εA.(X). 

• Chern-Schwartz-MacPherson類 C.(X)([21]; Example 19.1.7 [12]): X 上の構成的関数と

は，有限和α＝乞αiilW; （αzξZ, W；は部分代数多様体）で表されるような（Xの閉点上の）

整数値関数 α：X → Zのことを指す. F(X）を X 上の構成的関数全体がなす Abel群とす

る．代数多様体と固有射のなす圏に対して， A.と同様， F は共変関子となる： MacPherson 

[21］では k=Cとし，固有射 f:X→ Yに対して， pushforwardを次で定義している：

ム： F(X）→ F(Y）ぅ λ（α）（ν）＝乞 αix(Wi nr1（ν））（νεY) 

ここで χ（）は underlyinganalytic spaceの（Borel-Mooreホモロジーの） Euler標数を意味

する（一方，標数 0の体 k上におけるムの構成は Kennedy[19］による：構成的関数群 F(X)

の代わりに（それと群同型な） Lagrangeサイクル群乙（X）を用いて， Lagrangeサイクルの

pushforwardを代数的に与える）．

pt: x→ pt(= Spec(k）） による αεF(X）の pushforwardを αの X 上の積分あるいは

degreeと呼ぶ： Ixα：＝pt.（α）εF(pt)= Z. Cl悶 n-MacPherson変換 c.とは，このふの

“class version”に相当する：

Theorem 0.7 ([21］）この 2つの共変関手の間の自然変換C.:F(X）→ A.(X）で，非特異な

X に対して C.(Ilx)= c(TX) ~ [XJを満たすものが唯一存在する．

C.(X) := C.(Ilx）を X の Chern-Schwartz-MacPherson類と呼ぶ9. Chern-IvlacPherson変換

c.は， pushforward （自然性）だけでなく， specialiization(Verdier）等に対して可換である．

さらに，次のような“Riemann-Roch”公式がある（反変的な作用と c.の関係）：スムース射

f: x→ Y に対して， G o f* = c(T1) ~ f*が成り立つ（ここで T1は相対接束）．これを

Verdier-RiemanrトRoch公式（VRR公式）と呼ぶ（［13],[40］ぅ［34]).

9歴史的には，まず最初に複素解析的な場合において，所謂 Schwartz類［36］が与えられている：Xの
Whitney stratification X = U X臼をとり，（“接束 TX”の代換物として）“stratifiedvector bundle" TX白

を考えて，その切断（radialstratified vector field）の位相的障害類として定義する．これと c.(Ilx) 
が一致することは［5］で示されている．
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Remark 0.8上記3種の Chern頼は，その定義から， X が非特異ならば c(TX)~ [X］に

等しい．そこで， 3つの Chern類の「葉興」を， X の特異点のある局所不変壊が定める構

成的関数の c.ー値と関係させて表すことを奪える10. 実際，多くの場合に，興味ある量として

c(E) ~ C.（α）εA.(X）の形が現れる（ここで， EはX 上のある（仮想）ベクトル束， αは

X 上の構成的関数トその輿望椀として， Xの Milnor特性類がある（Yokuraぐ97）；許可ぅ［31],

[6］ぺl],[29]) : M(X) := （…1）η（C.(X) CF(X)) (dimX = n). 

入イ（X）は X がcomplet必 inte1ちection であると~；こ最も手ぎ完きである（上述のように CF(X) I ま

Fulton-John白on類に等しく，また Cホは specializationと可換である故）．たとえば， singular

hypersurface X （特異J点は弧立とは短らなし〉）の場合， uを仮想、法東， με :F(X）を Milnor

number構成的関数として次が成り立つ：

M(X) = c(v)-1 ~ C.(μ). 

一般に， X が都立特異点のみ宥ずる場合，上記3種の Chern類の差異はすべて数鐘で与えら

れる．特に X が孤立特異点のみ有する completeintersectionであれば，悲 c.-CF,c.-CM, 

cF-cMは，（符号を除いて）それぞれ，孤立特異点の Milnor数， generichyperplane section 

の Milnor数， B町｝的aurn附 Rim重複度，の総和として表される（［37],[30], [29J) . 

0.3 同変 Chern・MacPherson変換

。を〈線？？の代数群， X を G－代数多議体とする. Tot泣かEdidin-Gr叫laI廷による代数的

Borel構成（[39], [7］）を経て， G－同変 Chow群 A;'(X）が定義される．

。の鰻形表現 Vであって，ある Zariski詩集合 U（ζ V）に Gが自惑に律用しているもの

を取る.Gは XxUに自由に作用しているから，その閥 Xu：口 X ×GU(= (X×U)/G）を

取り，主 G－束 Xu→ U/Gを考える（一般に algebraicspaceの範轄で存在するにこの主束

が， トポロジーにおける普遍束 X ×GEG→ BGの“代数的有限次元近似”を与える．

X の G“悶変 Chow群を，普遍東の全空間 X ×GEGの“Chow群”として与えたいところ

だが，ここで少し工夫がいる（有椴次元近訟の“次元”をシフトさせて極限を取る） . vを添

字として次の帰納的極限を取る11 : 

Af(X）：口 l!pA件 (l-gJ(Xu）ぅ (l =dim V, g口 dimG). 

一般に Af(X）泣魚次元（i< 0）でも非昌明である．また，再変基本類［X]c モ A~ （X） が一意

に決まる（dimX口n).XuのoperationalChow群の射影極限として A(;(X):= Jim Ai( Xu) 

10Fulton標準類あるいは Segre類宅！： r基準Jにして Mather額， l¥lacPherson類との差異を表すとい
う方向もある（Aluffi[l], [2]) . 
ncの線形表現Vおよび V'= VED町で，各々の開集合 U,U＇にGが自由に作用し， UEBVic U' 

であるとするとき，ベクトル来p:XuゅVi→Xuの全空需 XuゆViはXu，を“十分よく”近似している
（つまり zくじodimv(V-U）の範囲で inclusionl : XuφVi→Xu＇はChow群の同型を導く）．そこ
で，九 op*:AパXu）→ A叶 li(Xu') <z1 =dim Vi）の極限を取る．
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が定義され，基本類は同変 Poincare 写像~ [X]c : A~ （X） 一→ A~一色（X）を与える．特に X が

非特異のとき，これは同盟である（DualG と記す）．

Fi~v(X × V）を X × V 上の ι不変な構成的関数全体がなす Abel 群とする（F(X × V）の

部分群）．同変 Chow群と同様に， pr: V' = V EB Vi→ Vの pullbackにより帰納的極限が

される：

戸川：＝与えv(X×V).

これを G－向変構成的関数のなす Abel群と呼ぶ．これは帰納的極限 limF(Xu）と“無限余次

元の台を持つ構成的関数を除いて”同じと見なされる．

( G-embeddableな） G側代数多様体と固有 G－射の圏に対して，次が成り立つ：

Theorem 0.9 （同変 CherrトMacPherson変換［24］）次を満たす自然変換

C?: F°(X）→ A;'(X) 

が唯一存在する： Xが非特異ならば， C0(Ilx)= c0(TX) ~ [X]c. とくに Gの作用が自明の

ときは， C?= C* (MacPherson変換〉．

この証明＜ c；の構成）の本質な点は Verdier-RiemanルRoch公式にある12. また，次が成

り立つ：

c；（む）寸（X) 1 + + [X]cε A;'(X) （χ（X）ニfxIlx). 

Remark 0.10 C?(Ilx）の構成と悶様に，代数的 Borel構成を聞いて，同変 Chern-Mather頬

c品（X）および同変 Fulton標準類 Cj?(X）が A;'(X）の中に定義できる．

Remark 0.11この Cfは蕗スタックに対する MacPherson変換と見なせる.Edidin-Graham 

開は， X=[X/G] （ー較に．分離的でない Artinスタック〉に対して， Xの｛整課数） Chow 

群を Ai(X):=A三g(X）で与えている（これは presentationX, Gの家り方に依らない）．

く関様の証明で， F(X):= F0(X）がwell-definedとなる．したがって，上の c；はそのまま

（商スタックに対する F とんの聞の） Grothendieck自然変換 C本： F(X）→ A,(X）と見な

される．ただし，自然性に関して，ここでは，商スタック聞の射に制限を付けて考えている：

射［X/G］→［Y/H］として， f:X－→Y と準同型 ψ：G－→H があって f(g.x)= <p(g).f(x）な

るものから induceされる射を考える．

0.4 Thom多項式とその“totalclass version" 

代数多様葬 X（ζ M）の Fulton標準類の定義を逆手にとって， Chern-Schwartz-MacPherson

鱗に対応する“Segre類？を次で与える：

SSM(XぅM):= c(TMlx)-1 ~孔（X).

12代数的有限次元近似において，ベクトル束 P:Xuaw1→ Xuの pullbackf にVRR公式を用い

る．
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(cf. Aluffi [2]) . Mather類 CM(X）に対応する Segre類 sM(X,M）も同様に与えられる. X

が非特輿ならば，いずれの“Segre型特性類” s0(X,M) （ο＝FぅM,SM）も法束 ν認 TM/TX

の inverseChern類 c（…ν）・" [X］であることに控慈ずる．さらに非特異多様体の問の射／：

JV/＇→ M が X iこ対してしかるべき績断笠条件を満たすならば， X'= ri(X）と謹いて，

s0(XヘM')= f*s0(X, M）が成立する．

同変版も平行にできる.xをG－代数多様体とし，非特異 G－多様体M に同変に埋め込まれて

いるとき，同変 SegrかSM 類を次で与える： s~M(X,M) := c0(TMfx）一1~ C,?(X) E A'.?(X). 

轄に， ambientspace M がアファイン空毘の場合を考える：

Definition 0.12 G”アファイン空間 V とVのG－不変部分代数多様体 wが与えられたとき，

W の問変基本類の ι問変 Poin care双対を G－特性期と見なしたものを W のThorn多項式

と呼ぶ：

tp(W）口 Dむaleら［W]aEAら(V）竺 A1(BG) (l = codim Hlト

このか（“同変基本欄”）の一般化としては同変 Segre 類がふさわしい．どの同変 S時間類 s~

(o = F,M,SM）でもよいが，ここでは“局所不変盤の積分”にこだわっているので，次を考

える：

tp8M(W)(= tp8M(Ilw)) := Dt叫 G l,S~M(W， 川口 tp(W) +higher termsε A*(BG). 

線形に拡張して群準同盟 tpSM: .Fi~v(V） → A*(BG） が与えられる．

前出の「（複素解析的）写像の特異点」での tpは， V＝ε（肌η）， G ＝κ間押さらに W ＝守

(closureη〉を考えていることに対惑する｛程ll = m-nを冨定して帰続的璽喪主mt:(m,m-l)

(m→∞）を取るに例えば， f:M…→ Nのη型特典点集合 η(f）について，その閉包ワ(f)

の基本欄の“universal”な Chern類務部が Thorn多項式 tp（η）で、あったが，ワ(f）の配uler標

数に関しても“universal”な Chern類表示の存在がホされる：

が（！）） = .L c(TM) ・ tp5M （守派（！））.

ただし， この状況ではかSM（り）（c)= tp('17)(c）十・・・は特遍 Chern類 C1,C2, ・ ・ ・の形式的ベき級

数である．“閉包”ワには無数の隣接軌道が含まれてしまうので， ι分類ができている余次元

の範関でのみ具体的な計算が可能である．しかし，部自いことに Yiilnor数（ι不変驚〉 μに

ついてかSM（μ） はすべての項が、決定できる：

Theorem 0.13 ([25日lと0とする. Milnor数構成的関数 μ: t:(ooぅ00- l）→おの同変

Segre 

ある意味で，これは Example0.2の一般化，あるいは“Milnor類の棉対板”（isolatedcomplete 

inter日ectionの族に対する Milnor頼） (cf. Remark 0.8）と見なされる.Milnor数の他に，

generic hyperplaneの Milnor数あるいは Polar重複庶などの tpSMも考えられる．
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0.5 オービフォルド Euler標数の“totalclass version" 

この節はいままでと少し離向が違って，有限群作用の話である13. 以下， Gを有限群とし，

G聞作用を有する（特異）多様体 Xに対して X := [X/G］とおく．

X上の講或的関数で Gの作用の仕方を反映する何らかの“標準的なうラものを寂り出すこと

を考える．まず， X の Euler標数およびオーゼフォルド Euler標数を思い出す．これらは G-

本変構成的関数

n (1）ーよヤ nY4 n(2) よ v ]1,, v 

岳 λh X/G一JGJgねg.u.x x 

のX 上での積分で与えられる： χ（X/G)＝ふ叫ん， χorb(X;G)= fx Il~Jc ・
より一般に， Aを任意の群で IHom( A, G)I < ooを満たすものとする.Aの G－表現金体に

関する和として
Il (A) _ 1 ＂ 『明

X/G一同ケ竹川

とおき，これを群 Aに詩鵠ずる G”i可変講或的関数と喜子ぶ、にこで， XP(A)：＝パ9壬p（えiXg).

たり蔀だが， rank1, 2の自蔀 Abel群 A=z,z2が上記の2つのケースであることに詮意ずる．

簡単のため， A=zm に付随する G将変構成的関数を n~% と略記し， Xm(X;G) ：＝ふ時ふ

とおく （これは Bryan-Fulm叩（1998）の一般化されたオーピフォルド Euler標数に一致）．

これらの構成的関数に c：合作用させれば，しかるべき意味を持つホモロジー特性類が得

られる．

・対称積のオーピフォルド Chern類とその母関数： 一例として，対称積 snX:=Xn／ぬ
を考える（X は特異で、あってもよい）．よく知られているように対称積の Euler標数の母関

数は次で与えられる（Macdonaldラ1962): 

ぐ時

χ（Sn X)zn = (1 -z)-x(X) (3) 

この母関数表示（3）において，犯uler数を Chern-MacPherson類に読み替え，さらに不定元 z

に“作用素”の役割を付加させて（“zD”に置き換える），次の“Chernclass version”を得る：

L c.(sn X)zn = (1 -zD）一仏（X). (4) 
也君。

さらにオーピフォルド Euler標数の母関数表JFについての“Chernclass versioずは，

:L c~rb(snx)zn ＝耳（l zk Dk)-c.(x). (5) 

13実際，数値的な数え上げを考える場合（つまり degreeを考える場合） ' 1／χ（G）等の係数の出現は
不可避で、あり， x(G)= 0では藤味がなくなる 単にこれを避けるために有限群作用とした．また，
初の節（写像の Thom多項式）との関係で言えば，後述の対称積に関サる話は「多重点公式 tp（ηmulti)J
の“totalclass version”への応用令愈臓に置いている．
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以下，これらの式（4）と（5）の記号の意味を説明する．

まず， A.(snX）⑧Q口A子（X）⑧Qが成立することに注意する．この同一視のもと， snx

の CherルSM 類 C.(S"X） は c:"(Il~：＇／S，，）に一致する．また， (5）式左辺にある C戸（SnX)

誌， c~”は主；sJ iこ対応する A.(S"X)@Qの元をt設す．
さで，（4）式，（5）式が住んでいる場所は，次のような“形式的べき級数”の全体がなす Q-

代数である：

ゑZnA~＂（Xn） ③ Q = ｛~ ~nz＂， ~n EA~ 川崎）
（ごn は金 Chow ホモロジ哨．積は（~zm）①（ごうzn ） ：口両Tε吋がηk 十，b
記号 ρ は“対角作用素の生成元ううを灘味する：すなわち， D0= 1, D1 = D = ( idx）判

Dn := （ムれ）.: A.(X）⑧ Q－→ A子（Xη）②Q

(diagonal embeddingムn:X → LlX" c X托の誘導詩意向聖にさらに f記号の約束j として，

zDココ Dzおよび

(1 -zD)-c：…仰（－Log(I…zD)(c))＝仰（zD(c））①仰（~D2(c））①

と表記することにする（各 f の捺数は有摂和なのでこれ詰意味を持つにつまり，“対角作

用素代数”における 2踊類の“指数関数・対数関数”を考えている：形式的べき級数瑚 Q[[Z]]

(Z：出 zD）における摘数関数と対数関数を Exp, Logと記し，さらに，①を形式的な積とし

て Q[[Z］］が生成する新たな Q－代数を考えて，その Q輪代数における（①に関する）指数関数

と対数関数を αp, logと記している．

式（4）と（5）において，各 f の係数として“0－次元ホモロジー”だけ抜き出してくれば，各々，

式（3）およびオービフォルド Euler機数の母関数表訴に一致する．

構成的関数においても同様に， Q剛代数 5二zny:Sη （X＂）⑧ Qが考えられて（積①も悶じ形

で定義する） ' Dn昨嬉素も毘議iこ与えられる．さらに，・4講或的関数および Chowホモロジー

係数の”ベキ級数代数の間に， Q－代数としての自然変換 Cアm が与えられる（つまり積①も

保存する）： 。ο 。ο
c:ym（工αnZη）:=LC~悦（αn

？るおな0 η＝0 

この種の公式の一般な形は次で与えられる： X をG-（特異）多様体とし， Gn:=an～S” 

をwreathproductとする （G とSnの半直積群） . OA(r）で Aの中の指数 rの部分群全体の

集合とする．和の有限性に関するしかるべき条件の下，次が成り立つ：

Theorem 0.14 (Chern類iこ関する＂ Dey-Wohlfahrt＂公式［ 25])

~Cf＂（り／Gη）♂口仰 c~A古川
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Remark 0.15 X =ptとすれば，これは wreathproduct表現の個数 IHom(AうGn)Iの数え上

げ公式（［23］）を与える（G= ｛ε｝のとき，古典的な Dey-Wohlfahrt公式）：

子 IHom(Aん）I~n ＿…iャ IHom(BぅG)I～IA:BIl 
信 I Ginn! 司 --,- l三九 IGI IA: Bl - J 

より一般に，部分群や表現などの数え上げ母関数（e.g.,[42］）について，ある種の次数付き空

間列の Chern類母関数に拡張することを，上の指数関数公式は示唆している．

G=  ｛ε｝で A=z,z2の場合が前出の2つの Chern類生成母関数であり，さらに A=zmの

場合に得られる Chern類の母関数公式において，その“O司次元ホモロジー”部分は， Xm(Xn;Sn) 

の生成母関数である (wreath productの場合は Tamanoi(2001）の公式を与える）：

Corollary 0.16 

L Xm(Xn; Sn) Zn = J1,. .,P,_12'.l ( 1 -zhk~） J~＇ f{' jm 2 x(X) 

• k= cの場合において，複素代数多様体の（位相的） Euler標数，算術種数，符号数は，

所謂 Hirzebruchの Xy－種数により統合されるのであった（各々， ν＝-1ぅOぅ1の場合に対応）．

Xy－種数の自然変換としての“classversion＂として， Brasselet-Schiirmann-Yokura[4] ([35］）に

より，“モティピック Chern類” mC二と“Hirzebruch類自然変換” （Ty）＊ が導入されている．

特に， y= -1ぅOとすれば，これは Chern-MacPherson自然変換と Baum-Fultn-MacPherson 

による Riemann-Rochを与える：

F(X）← Ko(var/X） 出 Go(X)

q ↓ （九九↓ ↓，td本

H,(X; Q）乞二l H,(X）⑧ Q[y] 竺2H,(X; Q) 

ここで， Go(X）は X 上の代数的連接層の Grothendieck群， Ko（叩 r/X）は（X 上の）代数

多様体の相対 Grothendieck群を指す．この自然変換は， X の特異点に関する適当な条件下

で，弦的不変量（stringyinvariant）の“classversion” （例えば， Hodge多項式や elliptic種

数（Borisov・Libgober）の一般化）を示唆している．

この節での対称積に関する議論 （c;ym等）は，そのままこの自然変換にも適用できて，結

果，（Baum-Fultn-MacPhersonの） Todd類などに関する同種の母関数公式が得られる．
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