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1　序

　量子コホモロジー環とはコンパクトなシンプレクティック多様体に対して定義される

結合的な代数で，通常のコホモロジー環をいくつかの変形パラメータにより変形したも

のである．量子コホモロジーの積の構造定数は変形パラメータに関する形式べき級数と

して定義されており，その収束は非自明である．しかし，これまで収束しない例は見つ

かっておらず，Calabi－Yauの場合はミラー対称性の観点からも一般に収束が期待される，

　C㈱tesとGivenぬ1による量子L酷che抱定理により，多様体Xの量子コホモロジーか

らその中の超曲面Yの量子コホモロジーを部分的に計算することができる．本稿では，

Xの量子コホモロジーの構造定数が収束するときに，γの量子コホモロジーの構造定数

のうち量子Le£sche抱定理を用いて計算されるものは収束する，という定理を報告する。

この応用として、F肌oではないトーリック多様体に対しても，量子コホモロジーの半単

純性や，全種数でのGr◎mov－W抵el躍論のビラソロ予想を示すことができる．これらは

Fanoトーリックの場合にはすでに知られていたものである．

2　量子コホモロジー

　Xをコンパクトなシンプレクティック多様体とする．小量子コホモロジー（2H㌫。ll（X）

は加群としては

　　　　　　　　　　∬＊（X）⑱C［｛q1，＿亨9γll，　r＝dimH2（X）
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と向型であり，ここに（結）可換かつ結合的な積＊を入れたものである．また， Uまむ［［q1司・・ーヲQr]]

上双線形であり，パラメータ q=Oとおくと，コホモ口ジ一環のカッブ積に一致する．小

量子コホモロジーの楠＊の構造定数は三点関数によって与えられる.AヲBぅCをXのサ

イクルとし，［A],[BJ, [CJをそれらが代表するコホモ口ジー類とする． このときう

([A］ヲ［BJラ［C])d:= A, B, Cに交わる次数dのJ，正期球面（IP'l）の「数J. 

ここで「数」と書いたものは正確には符号つきの個数でありうさらに自己同型があると

きにはその位数で割るために一般には有理数になる．またdは2次の整ホモロジー知で

ある．穣＊はこれを用いて，

([A]* [BJ, [CJ) ＝~（An B n C）十乞（［A],[BJヲ［C])dqd
d手。

と定義される．ここで，左辺のベアリングは（α＇(3）口fxαUβ で定義される．右辺の初
項は通常のコホモロジ…のカップ積から来る吉典的な部分に対rt.;し7第二項泣量子効果を

表している， qdはH2(X.Z）の群環の光であり， H2(X,Z）の基まに対応する変数Q1,・・・'Qr 

を用いると qd=qr！・・・ q~r と書かれる．量子効果は（先験的には）q の形式的べき級数であ
たえられ，この収束が本稿のテーマである

より一般に η点関数（αi,・ ・ , O:n)dがα1,... ,an E H*(X）に対して定義され，それを

用いて大量子コホモロジ一環（QHt',ig(X），りが定義される．

QHbig(X) = H成（X）⑧<C[[q,t]], q=(q1, ,qr）ぅ t= (to, . , ts）εH*(X) 

山口~（o:,(3,1,G0)d~·

ここでおい・,ts泣H*(X）の基まおい・川乙；こ寵する線形窪標．変数んを0とする持，大

量子コホモロジーは小嶺子コホモ口ジーに一致する．

本楠の主定理は次のとおりである．

Theorem 2.1 ([5]) Xを滑らかな射影的代数多様体とする.L→Xを第－Chern瓶が

nefである室嬢束とする♀Ht,ぷX）のすべての講造窓数が坂東すると仮定する．このと
き， L でねじられた艶子コホモロジ… QH~1(X;L） の構造定数は収束する．

主定理に現れる「ねじられた量子コホモロジーJとはやはり通常のコホモロジ…環

H*(X）の変形である．これはL→ Xの任意の横断的切断sから定まる滑らかな趨曲面

y = 8-1(0）ζXの頴子コホモロジ…と密接に罷採する．後で見るようにQH*(Y）の構
造定数は部分的にQH';,1(X;L）のそれから計算され， QB吋Y）のi夜来性が上の定理から
部分的に従う．
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3 i夜束について知ちれていたζと

ホモ口ジーは通嘗のコホモEジーの次数と，変数q,tの次の次数付Hに関して次
数っきE震になる．

degqd = 2(c1(X),d), degt; = 2-degT; 

この次数は球聞からXへの正則写像のそジ、ュライ空間の次元から決まっているこのこ

とから，たとえばXがFano(-Kx ＞切ならばすべてのがの次数は正であり，小藍子

コホモロジーの構造定数はつねにqの多項式となることがわかる.(qd＇こ現れるdは曲線
で代表されるクラスのみである．）また逆にXがgeneraltype ( -Kxく 0）ならばqdの

次数もt；の次数も共に負であり，大量子コホモロジ…の構造定数も qとtの多項式であ

る.(degT; = 0句1,2となるしの次数は非負であるが，それらは影響しない．）したがっ
て，以上の場合には収束性は自明に成り立っている．以下にもう少し非自明な場合を見

ょう．まず， H*(X）が環としてH2(X）で生成される場合，小量子コホモロジーが大騒子

コホモロジーを決定することが知られている．さらに次が成り立つ．

Theorem 3.1 ([3, 5)) H*(X）か環としてH2(X）で生成されると仮定する．もしQH;man(X)

の構造定数が収束するならばyQHbig(X）の構造定数も収束する．

このことの系として， Fano多様体XでH可X）がH2(X）で生成されているものの大
量子コホモロジーは収束している.Dubrovinのreconstructiontheoremは大鏡子コホモ

ロジーをひとつの例として含むフ口ベニウス多様体が半単純（semi-simple）であるとき，

フ口ベニウス多様体は半単純な点から等モノドロミ…変形の変形空間として再構成され

ることを主張している．したがって，次がいえる．

Theorem 3.2 ([2]) QH;,ig(X）があるパラメ…タの値q,tで収束しており，その点で半

単純であるならば， QHi:,ig(X）は全体で収束している．

一般に， Fano多様体の量子コホモロジーは半単純であることが多く，上の定理から

Fano多様体の量子コホモロジーの収束が従う場合も多い.xが代数的トーラス（CつNの
作用を持ち，その作用の固定点および1次元軌道がすべて孤立しているとき，「よい」トー

ラス作用を持つと言うこと；こする．この場合， Bottの酉定点定理を使うとう讃子コホモ

ロジ－QH*(X）の構造定数はあるうベyレのついた樹木グ、ラフに渡った和として組み合わ
せ論的に書き下すことがで古る．この場合にも次が示される．

Theorem 3.3 ([6]) Xが fよしっトーラス存培を持つとき， QHi:,ig(X）の講造定数はlj支

束する．
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KontsevichはlP'nの超曲邸Yの議子コホモロジーを計算する次のような処方峯を示し

た［8].IP'lからYへの正員lj写機の（コンパクトfとされた）モジ、ニエライ空毘M(Y）詰ヂから
Fへの正実IJ写操のモジ、ュライ士宮関宮（F汁こ含まれている.YのnJ吾、寵数詰モジ、ュライ
M(Y）上の額分としてあらわされる．そこで， YのηF点関数の計算の擦にあるオ

イラ一類をおくことによって， M(Y）の上での積分を市(Jilm）上での積分に置き換えるこ

とができる• lP'nにはトーラスが作用しているので， Bottの悶班点公式を使うことで結局

Yのη点関数を計算することができる．この計算はGiventalやLian-Liu-Yau, Bertram 

らによって実行され‘ ]pn内のCalabi-Yau超曲面に対する盤子コホモロジーの計算や，ミ

ラー対称性の証明に役立つた［4].
この状況を一般化して，仔えられた多様体Xの超曲面Yの騒子コホモロジーを求める

という問題を考えることができる．この場合， QH可X）はー搬に既知であってQH*(X)
とQH*(Y）の罷の罷係を記述することに主るが，このタイブの定理を量子Lefschetz定

と呼ぶ．現在知られている議子Lefschetz定理の中でもっとも強力なもの詰Coatesと

Giventalによるもので これはXがトーラスf乍需を持つということさえ仮定しない．収
束性を調べる観点からは，川ibient空間Xはトーラス作用をもっていたり Fanoで、あっ

たりして， QH本（X）の収束は知られていることが多い．そこでCoatesとGiventalによる

Lefschetz定理と収束性との整合性を調べることが問閣となり，これが主定理の動機

となっている．

遺子コホモロジーを計算する別の方法として，多様体を進化させる方法もある．たと

えば， JunLiによる退化公式はある多様体が正規交叉する二つの多様体のsmoothingと

して得られるときに，もとの多様体の量子コホモロジー（より一般にはGromov・Witten

不変量｝を追記した二つの多様体の椙対Gromov-Witten不変説から計草するというもの

であるこの退化公式も Gromov側Witten不変量のさまざまな計算に使われている．一援

の多様体に対する収束性をポすためには，退化公式と収束性との整合性の検証も必要に

なってくると思われる．

4 ねじられた量子コホモロジー

ここでは簡単のためc1(L）がnefの場合に限り， X上の脱線東Lでねじられた量子コ

ホモロジ－QH81(X；めについて説明する．また，以下では断りがなければ，量子コホモ
口ジー泣大量子コホモロジーを意味するものとする．多様捧Xへのn点っき種数0の安

定宝引象とは，高々通常2重点のみの特異性を持ち葬詩的種数が0の曲線C,Cの語らか

な部分にある異なる n点、X1,・ ・ ・、：rnおよび正員lj写操f:C－→Xの組（C,(x1，・・ぺXn）うの
であって，無限小の自己間引栓持たないものである.Mo,n(Xぅd）をn点っき，種数0の

Xへの次数dの安定写像のそジュライ空間とする．これは閲荷なDeligne
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になる. l::;i:=;nに対し， i番目の点での評価写橡CV；：市O,n(Xぅd）→Xが定まる．ま

た， n+l番目の点を忘れる写像fgtn+l:Mo，附i(X,d）→Mo,n(X,d）も定まる．次の図式

を考えるー
古川1(X,d）と止Lx 

帆 11
Mo,n(Xうd)

これにより，市O,n(X,d）上のベクトル束Ln,dなLn,d= fgt，什hev;i+1 ( L）と定義する．こ
のベクトル束Ln,dは安定写橡（C司引い・・，Xnぅf)でのファイバーが1!0(C,f*(L））に等しく，
c1(L）がnefであるという仮定からランクは（c1(L),d)+ 1に等しい， s: x→ Lを切断と
し， y= s 1(0) c Xをsの定める超曲面とする・ Ln,dはsからさだまる自然な切断8を

もち， Yへの安定写像のモジュライは5のゼ口点集合としてあらわされる：

Mo,n(Y, d) = S-1(0) C Mo,n(X, d）ぅ s:Mo,n(Xぅd）→ Lnル

そこで， Lでねじられた η点関数を次で、定義する．

（α1 ぅ・・・ぅ αn ）~ := / ev~ （α1 ）しl ・・・しl ev~ （αn) U Eulers1(Ln,d)・ 
JiMo,n(X,d)]virt 

ここで，［Mo,n(X,d)]virt LまGromov・
は31同変オイラ一類．ただし， Ln,dにはファイパーへのスカラー倍で撒く 31作用を考

える.1点の31問変コホモ口ジーの生成元を入とするとき，ねじられた不変量はq入！に
橿を持つ．ねじられたη点関数と Yのn点関数の簡には次の関係が知られている．

Theorem 4.1 ([7]) LをX上のおば主縫鰻束， YζXをLの切艇の定める諮らかな選

曲聞とする.i: y L→Xを閉め込み写像とする． α1ぃ・・？αnε H*(X）に対して，非同変

語i壌において，
（α1, ...刈n)L→（i＊α1, ... 'i＊αn)r as入→。

が成立する．ここで，右辺はYのη点関数．

ねじちれた不変量を用いてねじられた遺子コホモ口ジ一環（QH'/,1(X;L), *dが問犠｝こ
定義される．

QH'/,1(X;L）口 H*(X）⑧q入］［［q,t]], 

(a*Lf3，γJL ＝芝川γうけつ4
n,d 
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ここで，件、(J)L：＝んαU(3 U Euler si ( L）である．ょの定理が示すようにねじられた

量子コホモロジーはYの量子コホモ口ジーと密接な閲係にあり， Xのコホモロジー翻の

制限として得られるY上のコホモ口ジ…類に関する QHキ（Y）の構造定数がそこか

取れる．

5 盤子Lefschetz定理

ここではCoatesとGiventalによる量子Lefschetz定昭［1］を紹介する．もともと， Lef-

schetzの運平語定理と誌 ampleな臨線東LLこ対して，憲司~H写像 H*(X）→ H*(Y）が
* < dimcYでi可裂になることを主張する．明らかにこの制盟主主橡は通常のコホモロ
ジ一環の聞の環順同盟であるが，量子コホモロジーの聞の制限写像QH*(X）→ QH*(Y)

は環！｜関向型ではない．量子Lefschetzはこの二つの斑構造の違いを記述するものである．

Coat側と Giventaltこよる量子Lefschetz定理はこの両者の聞にねじられた量子コホモロ

ジ－QH$1(X；めを考えて， QH$1(X;L）とQH*(X）の留の嬰｛系を記述した．
まず， Giventalによる量子化の形式について欝単に説明する.xに対し次の無限次元
シンブレクティックベクトル空間（冗ぅ口）を用意する．

行＝ H*(X)[[n 1，同！？ n(f(n), g(n））口抗朗自＝o(f( h），似た））dh.

冗誌isotoropicな部分空語行和行ゃによる重和分解そ持つ．

行＝行十＠チtーヲ 行＋ぉ Hホ（X）［［問］ぅ行一＝ 11-1 H*(X)[[h-1]]. 

XのGromov-WittenE理論およびそれをLでねじった理論の各々に対して，理論の母関
数pY.‘:F(X,L）が行十上の形式的関数として定まる．ただしこれらは全種数にわたり，

desc加点以も含む母関数である．｛詳継は後らの論文を参照されたい．）母嬰数:FX,:F(X,L) 

誌次の形をしている．

:F = I:Egーl九
g=O 

ここでεは種数展開のパラメータで，九は種数gの部分である．通常の正準量子化の手

続きと碍援にして，（行守口〉の線形シンフレクティック変換Atこ対して，その量子化とし

て，行十上の（一般には無限階の）撤分作用素主が定まる．ただし，ここで量子化のプラ

ンク定数にあたるのはれではなく εである．

Theorem 5.1 （量子Riemann-Roch定理［1］）ム校行の次のようなシンプレクティッ

ク変換とするー

ム＝叫 i ヤ S2m+l 主~ch1(L)h2m 1 ) 
山。九…／／
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ただし， B2mはベルヌーイ数でん1= 0, So口 logλ S;= (-l)i-l(i -1）！／入i. このとき，
F(X,L）とFxは次の関係にある．

exp(F(X,L）） α~exp(Fx). 

この定埋はすべての種数にわたった母関数の関係栓与えるが，種数0の部分の情報のみ

を寂り出すこともできる．まず，種数0の部分の母関数F容にたいし 1形式dFo：行十→

T＊行＋を同一視T＊冗十三三冗ゃ＠冗一＝冗によって行に値を持っと考えることにする．次

の系によれば， exp（九／εートFo+ EF1十・ー）の準吉典極限はdFoの夕、ラフと考えられる．

Corollary 5.2 （量子Lefschetz定理出） 1形式のグラフGraph(dFf),Graph(dF6X,LJ) 

は行のなかのラグランジアン錐栓なし，次が成立する．

Graph(dF~X,L)) ＝ム G時h(dF~ ） c行

上の系は無龍次元空間行＋の上の母関数の言葉で量子Lefschetz定理を述べるもので

あるが， D加群の言葉を使ってより具体的に述べることもできる．最子コホモロジ－

QH*(X） は次の平坦擁続可7~，マ？の作用によって D 加群の構造を持つことが知られて
いる．

\7~ = n1Jα！！.＿＋Pa*, 1ぢα三？＼
一 δqα

'V" = n－%－ 十巴＊司 0 < i < s. δt; e 可 一一

ここで， P1司. ・ ・ 1Prはqiぃ・・，qrに双対なH2(X）の基肢である‘これらの作用素は量子コホ

モロジーに作用し互いに可換であり， QH’（X）にD加群の構造が入る．まったく同様に，

ねじられた量子コホモロジ…QH$1(X;L）もD加群の構造を持つ．上の量子Lefschetz定

理は次のような言いかえを持つ．

Corollary 5.3 （量子Lefschetz定理，書い換え） 2つのP加群QH$1(XぅL),QH*(X) 

はあるゲージ変換9でつながっている．

g: (QH$1(X, L), ¥7n,L）ヱ→（QH本（X）ぅ¥7/j,）う

ただし， gは9lq=O＝、／Eulers1( L）ムを満たす．
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6 主定理の証明

主主宣明の証明は上の宮い換えを用いて行われる．まず困難な点はゲージ変換の初期条

件を与えるムがhに関して収束しない級数となっていることである．したがって9が収

束することはまったく期待できない．証明では上の茶におけるゲージ変換gを二つのゲー

ジ変換の合成として求める．

9 = 91 ° 92、91 ゾEuler81(L）ム 92lq=O=id・ 

このとき， QH*(X）の接続マhは2段階で変換される．

マ五」三→ 9?\7/i 」三→ 929~\7/i＝マ昆（

最初のゲージ、変換91は具体的に書き下宮れるある発散級数である．これはCoates-Givental

により hypergeometricmodificationと呼ばれている．一般に，量子コホモロジ－D加
群（QH*(Xト？与に対してJ関数と呼ばれるH吋X）に鐙を持つ解Jx(q，仁た｝が定義ざれ
る．これは91による変換において次のように変化する．

Jx ＝乞Jd（リ ）qd」」 J11YP=I: IT (c1(L) + kli ＋λ）Jd(t. n)qd 
d>O d>O k=O 

この変fとの患により，このステップをhypergeometricmodificationと呼ぶ．もしこの段
轄で Jhypが収束すれば，次のゲージ変換92は自動的に収束してQH?,1(X,L）の収束性も

従う．ところが，もし c1(X)-c1(L）がnefでなければJhypはqの形式べき級数になり，

次のステップでの困難が残される．たとえ Jhypが収東しない場合でも，接続9；マhの接

続行事ljは次の評倍っきべき級数環onに値を持つことが示される．

O"= i L A山 i,nQd内四； IAd川｜三 CiC!dl+lml+nldln.
ldmn>O 
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次のステップ（2）では，次のLemmaを用いてゲージ、変換のを求め，これにより QH吋X;L)
の収東牲が示される．

Lemma 6.1接続行列の各成分が環。に属する平間接続マIi＝制十口（q,t,li）にたいし

て，次を満たし， on上定義されるゲージ変換92が一意に存在する．

.92lq=O =id, 

92~＂ = nd÷Q'(q宅t）ヲ Q＇担、t)＇またによらない．

さらにこのとき，。＇（q,t）は収束ベき級数になる．
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この証明において注意したいのは， c1(Y)= c1(X) -c1(L）がnefのとき，主定躍の主

張は実は Coates-Giventalの定理から明らかであるということである．特ょこ，主定理は

Calabi-Yau超曲面の場合には何も新しいことを主張していない．報告者は個人的には

Calabi-Yauの場合にはミラー対称性から収束が示されるだろう，と期待している．

7 応用

この坂東の定理の~用として（正確にはこの証明の誌患としてL Fanoと治躍らない

トーリック多様体に対してもミラー対称性の様子が明らかになる，という副産物が得ら

れる．たとえば，量子コホモ口ジーをミラーを用いて記述することにより， Fanoではな

い場舎にもトーリック多様体の量子コホモロジーが半単純であることがわかるーさらι
同変ミラーと Giventa！の理論を用いると， Fanoではないトーリック多様体に対するヴイ

ラソロ予想、も託窮される．これらについては論文向を参照されたい．
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