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1　　Abstract

　We　denote　by　G　the　set　of　all　lines　in　a　complex　projective　space　Pπ．　For　a

hypersurface　X　in　Pη，七he　set

㌦＝｛（ρ，L）∈P冗×Gl－L　and　X　intersect　at　a　point　p　with　the　multiplicity≧m｝

form　a　projective　variety，　whose　defining　equations　are　given　by　using　the　higher

derivative　of　the　defining　equation　of　X（Proposition　2．1）．　The　projective　varietyγ…

is　smooth　fOr　a　general　hypersurface　X（Theorem　2，2）．　A　purpose　of　the　research　is　to

characterize　some　geometric　properties　of　X　by　using　the　Hodge　s七ructure　of　y竺．　In

this　report，　we　give　a　method　to　describe　the　Hodge　cohomology　of塩by　Jacobian

rings，　which　is　a　new　geIleraliza七ion　of　the　theory　of　Jacobian　ring　fbr　a　hypersurface

in　Pπby　Gri伍ths［2｝．

2Varieties　of　intersection

We　denote　by　P＝Gr｛追s（Mπ）七he　GrassmaImian　varie七y　of　allπ一dimensional

subspaces　inレ“＝＝Ho（Pη，Op冗（1）），　and　denote　by　8p（resp．9p）七he　universal　sub

（resp，　quotient）bundle　oIl　P．　We　have　an　exact　sequence

0－一→8p－一→Op⑧V－→9p－→0．

Then　P　is　naturally　identified　with　Pπ，　and　Qp　is　identified　with　Op冗（1）．　We　denote

by　G＝Grass（Mη一1）the　Grassmannian　variety　of　all（η一1）－dimensional　subspaces

in　V，　and　denote　byδG（resp．9G）七he　universal　sub（resp．　quotient）bundle　on　G．

We　have　an　exact　sequence

0－→8G－→OG⑧γ一→9G－→0．
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We　remark　that　a　point　in　G　corresponds　to　a　line　iD　P．　We　deno七e　by　r　the

subvarie七y　of　P×Gde6ned　as七he　zeros　of　the　compo8iti皿

φ5G－→OP。G⑧y－→ρ｛Qp，

whe壬eρ・・P×G→P（どesp．ρ2：P×G→G）de巫esぬe量s埣esp．　se涙∋
PΣ◎ject輌◎n。　Then　Fi砥1砥ag　v碇輌噺◎fa11ρaiτsoξa超獄e祖Pつ磁apo輌m　on

the　l▲ne．　By　the　6rst　projec6◎nφ＝ρ、｛r，　the　subvari晦ris　considered品the

Grassmannian　bundle（Pn　1－bundle）

φ：r＝Grass（5P，η一1）→P．

By　the　second　projectionπ驚p21r，the　subvariety　r　i8　co田idered　as　the　Grassmanni孤

b㎜dle（P1－bundle）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π：r＝Grass（9G，1）一→G．

We　den◎tぬy　9φthe巫versal卿tie丑抽u蕊dle◎f　tl総G㈱smnBia註u⊇eφ．　We
have　exac吃§e項e鵬es

．　　　　　◎一→バ5G一φ＊5P－Qグ→0

and

0－→Ωφ一・π＊OG－・φ＊ρP－→0．

We　in七roduce　desceIldin帥1tration

　　　　　　　　　Symdπ＊ΩG＝Filo　Symdπ＊9G⊃…⊃Fild＋1　Symdπ＊9G・＝0

・ぷheぶh・ym砿・輌cρmd滅・fπ＊9窃wh…ぬe　wbspace　Film　S汲dπ来2G　is

de飯ed鋸癒e輌mage。f仇e斑百al　h限限。τ麺sm

　　　　　　　　　　　　　　　　Symm　Qφ㊧Symd禰π＊9G－Sy・・㍉℃G．

For　F∈Symdγ，　we　d孤ote　by　XF　the　hypersurface　in　P　de6ned　as　the　zeros　of　the

image　of　F　by　the　natural　isonlorphism

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Symdγ＝HO（P，Sym∂Qp），

we　denote　by　y蝋m旗e　subvariety　in　F（1e6且ed　as　the　zeros　of　the　i】［nage　of　F　by也e

naもuraは◎m◎ln◎理h輌sm

　　　　S獅ゴV＝澄℃Sym㍉℃G）一丑℃Sym㍉℃G／Fil糀Sym与ΩG），

and　we　denote　by　ZF　the　subvariety　in　G　de6nbd　as　the　zeros　of　the　image　of　F　by

the　natural　isomorphism

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Symdγ竺HO（G，Symd　Q（膓）．
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Then　a　point　in　ZF　is　corresponds　to　a　line　which　is　contained　in　XF．　Let　L　be　a

line　in　Pη，　and　let　p　be　a　point　on　L。　The　fiber　of　the　line　bundle　9φat　the　point

on　r　corresponding七〇the　pair（p，　L）is　naturally　identified　with七he　kernel　of七he

restriction

　　　　　　　　　　　　　　　　　　H°（L，OP・（1）1。）一→H°（ρ，　OP・（1）1。）．

Hence，　L　and　XF　intersect　at　p　wi七h　the　multiplicity≧mif　and　only　if七he　pair（p，　L）

represent　a　point　inγP，m．　We　have　a　diagram

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P　　←し　　r　　二L，　　G

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u　　　　　u　　　　　u

　　　　　　　　　XF　＝　　φ（γF，1）　÷一　　】争，1　－→　π（玲，1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u　　　　　u　　　　　u

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u　　　　　u　　　　　u

　　　　　　　　　　　　　　　　　φ（】〆，d）　←一　｝偏，d　－→　π（｝〆，∂）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u　　　　　u　　　　　u

　　　　　　　　　　　　　　　　φ（γF，d＋1）　←一　｝争，　d＋1　－一→　π（巧7，d＋1）　＝　ZF・

The　morphismπly云，m：γF，m→π（γ娩m）is丘nite　fbr　1≦m≦d，　and七he　morphism

π1咋d＋1：γ娩d＋1→ZF　is　a　P1－bundle・

　We　remark　that　the　isomorphism

　　　　　　Sym∂π＊9G／Film　Symdπ＊〈2G竺Symd　m＋1φ＊QP⑧Symm－1π＊9G

is　induced　by　the　homomorphism　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑳

　　　H°（L，OP・（d）IL）一→H°（P，　OP・（∂－m＋1）1ρ）⑭H°（L，　OP・（m－1）IL）；

　　　　　　A…ん　ト・まΣ。∈6、（Aσ（1）…A。（∂．m．・））1。⑧A。（己．m＋・）…A。（・）

where．▲∈Ho（L，　Op烏（1）lL），　and　6d　denotes　the　permu七ation　group　of　the　index　set

｛1，．．．，d｝．

　Letエo，．．．，⑳ηbe　a　basis　ofγ．

Proposition　2．1．丑e　3μbuαπe句｝争，m仇rτs∂φηedαs　tんεzem5　qr諺んe　8ecれoη

喧．熟許竺監鋼…』
　　　　　　∈Symd－m＋1　V⑧Symm一1V竺Ho（r，　Symd－m＋1φ＊QP㊦Symm－1π＊9G）．

　The　fbUowing　theorem　is　proved　by　the　si皿ilar　way　as　l　1］，in　which七he　corresponding

results　fbr　the　variety　ZF　is　proved．
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Theorem　2．2．　A鋤me　1〈m＜d十1．

　　　ヌ．ぴm≦テ1輌・ηy桓紅・η磁・晒ゲ卿F∈Sym匂．
　　　2，．ぴm　≦　2η一1，統eπ丘，m　乞33mθθεゐ　θゴ滋me抱3iθπ2η一γn－1　ヌ579εηeγ互～

　　　　　F∈Sym∂γ．

　If玲，m　is　smooth　of　dimension　2π一m－1，th位we　can　compute　some　topological

invaria且ts　of　y云，卿For　example，　if　m＝d＝2η一1，　thea　dim玲ぷ＝0，　and　we　can

coml）ute㌔he　numl）eτ◎f　the　I）◎int〈）ξy＞，m　by　Schubert　eεdculus；

m＝∂＝2n司＝1⇒‖γ戸，m＝1・
ητ＝∂＝2η一1＝3　⇒‖γ云㌧m＝9，

η1＝〔1＝2π一一1＝5　　⇒‖yl〆，γ乃＝575，

7n＝ば＝27色一1＝7　　⇒‖y輌子，7百＝99715う

fbr　general　F．　It　i欝8imilar　to　the　c品e　when　dim　XF＝0；

∠オ＝＝2鷺一3＝1　⇒dZF＝1．

d＝ご2π一3＝3　　⇒｛｛ZF＝9×3＝27ラ

d＝2γL－3＝5　　二＝＝〉＃ZF＝5γ5×5＝2785，

d！＝2γ♪－3＝7　二⇒＃Z」p＝99γ15×7＝698005，

五）rge投era▲F．．When（1im玲，m＝1and玲，m　is　co滋necte（1，　w℃can　compute　the　gen田

of〕陥，m　fbr　general必「．

3　　」ac◎b沿n　rirハgs

　We　denote　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　S－C［・・，…，・。，・・，…，刷一㊥5P・q

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P，q∈Z

the　p◎ly塗◎m三ah垣g　bi－graded　by　deg領＝（1ラ0）and　degz戸＝（0，1）・We　de飯e

h巫巫◎∫phi灘sδ鋤dεby

δ・s・・－s・　－1か 顯…

aロ〈1

・・s…－5・一＋1・加
隠・石・
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For　F∈Symdγ，　we　have　a　bi－homogeneous　polynomial」恥∈Sd・o　by　considering

エo，．．．，佑nas　a　basis　ofγ．　We　set　the　bi－homogeneous　polynomia1凡by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　疏＝讃昂）∈5d一時

for大≧1．　We　de丘ne　the　bi－graded　ring　5F，m　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SF，m＝S／（疏；0≦ん≦m－1），

and　we　define　the　bi－graded　ring　RF，m　by

R瓦一一S鳳m－・／（∂芸：1別m－・）∂芸デ・弓・・≦・≦・，・≦ゴ≦・）

for　m≧1，　where　we　set　SF，o＝S・Since

　　　　　　　　　　　　　　捻（∂嵩デ酬m－・）∂霧デ・石）一塩一・，

the　Jacobian　ring　RF，m　is　a　quotient　ring　of　3F，πい

　In　the　fbUowing，　we　describe　the　relation　between　the　rings　SF，m　and　RF，m　and

the　varie七y玲，m．　Since　the　normal　bundle人砿，m／r　ofγp，m　in　r　is　isomorphic　to

（φ＊Symd－m＋19p⑧7τ＊Symm－19G）ly云，m，using　Le皿ma　4．5，　we　have　the丘）llowing

proposltlon．

Proposition　3．1．互y云，m乞3　smoo孟んo∫也meη3乞oη2η一m－1，仇eπ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H°（扮，m，庇，，m／r）竺5㍑＋1・　1

プbr　1≦m≦η一1，

We　denote　by野（resp．　ZyF，m）the　tangen七bundle　of　F（resp．玲，m）．　Then　we

have　the　exac七sequences

　　　　　　　　　　　　　　　　　O－→Or－・φ＊趨⑧π匂G－・丑一〇

and

　　　　　　　　　　　　　　　　o一野玩一・丑已＝→万玲，m／r→o，

where硝denotes　the　du副of　3p．　We　remark　that　the　composition

　　　　　　　　　　　　　γ∨⑧π＊9G一φ＊δさ⑧π＊OG－→野一一→梅，m／r

induces　the　homomorphism

γ∨⑧ピV∨㊦H°（r，π＊9G）一　宜゜（｝争，m，叱。／・）＝5㍑＋1・m－1；

　　　　　　　　　鰺鴎　　　一一（d一篭＋1）！（∂器1・・、＋（m－1）∂器2・・、），

where弍，＿，嬬denotes　the　dual　basis　ofエo，＿，¢れ．　Using　Lemma　4．6，　we　have　the

五）llowing　theorem．
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Theorem　32．∬γr，mτ33moo仇oμ乞ηλe臨oれ2n－m－1，仇εη彦んere乞sαπα伽α1

殉¢c勧e力㈱omomん乞舗

ρ・確㍗・　L・H1（撫，野。　），

αηd乞ψ乞sαη乞50γπoη）ん2smプbγ’ητ≦γL－3．

We　set　the　integersα（れ，m，　d，9）andβ（n，　m，　d，9）by

　　　　　　　　　　艦：麗：1遷芸：（：：㌃』1）・

Since　the　canonical　bundleΩ鋒㌣…10f玲、m　is　isomorphic　to（φ＊Symα（η・m・d・o）QP⑧

Symβ（卿鯛2φ）IWべ田祖g　L・㎜・4．恥・h杭もh・飴ll。遁鴎…em．

Theorem　3．3．∬】〆m　235moo仇（ぴ也me脚oη2η一m－1，輪η£んere乞5αηα施司
物¢C勧εんomomoηん《SπZ

7・・K・・（磯繊）・β（π・m，d鵬3蹴・m・d・°）＋1・βぴ・醐一1）－H°（玲，m，Ω㍑…1），

ζz販1髭Z8απτsθmc）巧）九εs悟ノ…）rm≦π一20アm＝γL－1≦5．

　Here　we　remark　that

蹴・mμ，°）β（π，m，d，0）－Ker（蹴・m仰（π・m卿三磯ぷ）＋1，β（π・醐　1）

㍍蝋弓一1）≦・。

　Th¢fbUowing　theorem　is　proved　by　the　similar　way　as　Theorem　3．2，　by　using　the

exact　sequence

0－→昭㍗2－→野臨⑭Ω鋒㌣一1－一晦　／・⑭Ω鋒㌘一1－－0・

Th…em3．4．芦（㌻1）≦・，・閲玲，m　i・訊・・鋤価m…Z侃2・・一一1，』

τん耽τ5αnα加π｝～物’ec励eんomo7η卿ん‘3m

午・・鴫m，d，1），β（η，㎜らd，1）一∬1（｝伝，m，Ω㌍づ），

Ωη∂9傷5εmぼ3θmθ？プ）タ乞ζsm淘アm・≦η一3．

Th…em　3．5．∬m（m－12）≦・，・・d｝争，mτ・・嚇ん・∫』・・2孤2η一m－1，；ん・・

舌んe磁αgrαm

　　　　　　　　　　Rピ㊨：1・磯噺・°）・β（晒姻⊥輪嘱1）’β（η・頑1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　↓ρ⑧7・・　　　　　↓午・

H1（γ玩，賑m）⑧H°ぴ偏，m，Ω忽　1）⊥・H1（｝偏，Ω鋒㍗一2）
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ωmπ膓％τe3，ψεre舌んeんomomo励乞3mμ3　de伽e∂by診ん巴W～吻鹿Cα‘τ0η〔ぴ仇e噺9

R玩，αnれ九eん・m・m・鋤23m川S晒ηe∂b鋤eC・卿・5τ伽れ・∫仇e卿ρr・dμC‘αη∂
仇巴COπ£rαC加η．

4　　CalCL目a担◎nσf　c◎h◎mobgy　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

　In　this　section，　we　en㎜erate　severaHemmas，　which　is　used　in　the　proof　of　theoreIns

ill　Section　3．　For　simplicity　ohotations，　we　set　the　invertible　sheaf　Or（p，　q）on　F　by

　　　　　　　　　SymPφ＊9P⑧Sym49φ　（陀0，　q≧0），

・・（P，4）－1裟㌶㌶㌶il震：：；：3：

　　　　　　　　　Sym一ρφ＊Ω昌⑭Sym－4　Q膓　　（9）＜◎，〈～〈◎），

a簸（』we　set　Qる＝π＊S輝アρ《墓＆）rプ≧（）・　Fo∫asheaまε（＞f　Opmod旦1es，　we　set

ε（ρ，め＝ε㊦Or｛四〉．

Lemma　4．1．　A3s蹴e　r≧0．∬o（r，妬（p，　q））ニKer（δ「＋1：SP・q＋「→SP＋「＋1，q－1）．

Lemma　4．2．　A58蹴e　q≦0肌∂r≧0．

　　1．1冨戊（r，（26（P，q））＝⑪∫or　1≦ゴ≦η一2・

　　2．防砺eηη≧2，σ4≧一γ↓十10rp十r≦－2，仇eη∬n－1（r，Qε｝（p，（1））ニ0．

Lemma　4．3．　A85協ε4≦α

　　1．1f3（r，7｝（M））＝（）ノbア1≦、）≦？3－3．

　　2．　wηzε灯η≧3，ξ〆〈2≧－7♪十1　σアρ≦－2，オ為e？11ゾη…2（r，7｝（ρラ〈～））＝◎．

Lemma　4．4．　A55μm巴9≦◎αηdア≧0．

　　∫，1i「1（γ｝戸，m，（26（」ρ，q）1γ呪m）＝：0∫ヒ）r　1≦m≦η一3．

　　2．∬σ≧『＋4卿＋・≦（η一2）d一η（：5L励・・

∬1（玲，卜2，Qε（P，q）1｝垣．、）＝0．

　　　　　　　　　　　　　　　　，

Lemma　4．5．　A88％ηLe　r＞◎，

　　ズ。

　　　　　　　　　　　H§（ぢ卿Q6（ρ，9）』）＝K・・（δア÷1・s裂㌫㌦3㌫÷1・警一1）

　　∫br　1≦m≦n－2．
2．∬血・｛σ，0｝≧”（ηテ5）＋2・・p＋・＋m継｛4，0｝≦（・－1）∂一れ（η茅3L鋤・・

声

　H°（y云，旭，磁（P，σ）』，＿、）＝K・・（δ「＋1・S綴、→5F謬・q－1）・

乾
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Lemma　4．6．　A55肌εσ≦α

　　　1．、θ『1（括，1m，ZT（P，（r）ly允m）＝＝0∫br　1≦γγ膓≦η一4，

　　　ゑ拘≧η（：9）＋7町≦（・－3）∂一：7L8諏・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬1（玲，箕＿3き呑（ρう｛2）｛ぢひ3）＝◎．

5　The　caseγLご＝3arldγγL＝3

In　this　section，　we　con＄ider　a　hypersurface　XF　in　P3、

Proposition　5・1・」ワ仇¢忽αne如γ云，32s　3mooτんo∫d！初L6η3↑0712，君んeπτんe　moηフ腕3ηL

φ1玲，3・y亘3→XF　Z5輪伽blec・ue耽gbrα励e∂α～・η9ぴ，・〃んe・eBF‘5舌九e∂初i8・W

on、XF∂e輌ed　b垣九e巴但α診《oη

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d・・ぽ）　、≦，⇒

　By　the　results三n　Section　3，　we　have　natllral　injective　homomorphisms

ρ・確f・2－・H’（｝偏，3侮、），

7・・嚇8ρ一・H°（玲，・，Ωぴ，3）

and
　　　午・・婿1°・2－・H1侮，Ω↓。、）・

P‘ずoρ◎s輌tion　5．2．・ぴc〕≧3，抗eη肪ε九θm｛）苅θ7アゐZ3m

　　　　　　　　　　　　　　　璋呉鴫2・2－H・m。嬬8，°蹟1°・2）

i⑤殉ec痂eプbr　geηeηα1兀ぷd・°．

We　consider　the　period　tnap

ψ：ハど一→ルγ；［XF］ト→［H2（γρ，3）1，

where　M　denotes　the　set　of　isomorphism　classes　of　hypersurfaces　XF　in　P3　such　that

y元3is　sm・・凪and　W由却es　the　set◎f　is◎m・rph輌sm　dasses◎f　H・dge　sぬcも碇es◎£

weight　2．　By　PT◎posi顧oロ5．2　and　Theorem　3．4，癒e（ii亀re琉ia］（1ψ（＞f　the　peΣio《l　m販

ψ＆tage雄alρ◎int　i簸Mi8輌n輌ect三ve，　wheΣe　weぎemaぎk　th砿癒e§etsルf　and＄Vぬve

ge鎚etr輌C　Sぬ斑ぎe．　N◇w　we　have　a　natUra茎questiOn　O仕bre祖type．

Question　5．3．　For　smooth　sur㍍ces　XF、　and　XF、　in　P3，　if　there　is　an　isomorphism

H2（Yr、，3）＝H2（玲、，3）品Hodge　structures，　then　is　there　an　isomorphism　XF、竺X万

as　algebraic　varie七ies？
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5ユ　　The　case（1＝3

　In　the　fbllowing，　we　assume　that　d＝3．　If玲，3　is　smooth，　then玲，3　is　a　minimal　al－

gebraic　surface　wi七h　the　geometric　genusρg＝4，　the　irregularity　q＝Oand　the　square

of　the　first　chern　class　c子＝6．　Such　algebraic　surfaces　are　classified　by　Horikawa，　and

y云βis　called　of　type　Ib　in［3］・

Proposition　5．4．」Fbr　F∈S3，0，仇e仇b乞c　sμ加ce　XFτ55η↓oo諺んげαηd　o吻ザ玲，3

z3α5moo仇sμ加ce．

　If　XF　is　a　smooth　cubic　surface，　then　XF　contains　271ines，　which　means　that

lZF＝27．　Hence｝偏，4　is　a　disjoint㎜ion　of　27　ra七ional　curves，　which　are（－3）－curves

in玲β・

Proposition　5．5．・ぴXF乞3α3πLooτんcψ乞c　5μげαce，オ九eηBFんα5α舌mo5¢ηo∂e5α3蛤

5仇9％1αr砲e5．　A　pO飢舌P∈XF乞5απode　o∫BFσαπd　oπb　U舌んereαre伽ee吻εS仇

XFωんτcんooη£吻3£んe　po‘ητρ．

　　Since　the　morphismφ1玲，3：玲，3→P3　is　the　canonical　map丘）r∂＝3，　we　have　the

fbllowing　Proposition．

Proposi七ion　5・6・弄br　5mooε九cμ玩c　3μ加cε5　XF1αη∂XF2，£んereτ5αM50moηん25m

XF、＝XF、ザαπ∂・鳩στ九ere　i5αητ5・m・励23m玲、，3＝y云、，3．

　　In　the　case　when∂＝3，　the　Hodge　structure　H2（XF）is　trivial，　but　the　Hodge

structure・π2　C后，3）is　not　trivial．　Hence　the　Question　5．3　is　particularly　interesting　in

this　case．
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