
高次CHOW群とその応用
城崎、2006年］O月26日

THOMAS　GEISSER＊

　　　　　　　　　　　　1、高次CHow群

高次Chow群はBlochによって1986年ごろに定義された．　Xを体
え上の代数多様体とする、代数幾何における標準的な単体△nを次のよ
うに定義する．

　　　　　　　△鷺＝Sp・c髭［鞠，…ぼレ（Σち一1）

多様体として△πはη次元a伍ne空間と同じである．境界写像ら：
△n－1→△nを

　　　　　（ωO，”°　，Zη一正）⇔（コCo，…，ぴ1，0，エτ＋、，…，〆1）

とする．境界写像の合成によってm＜川こ対して定まるさまざまな閉
埋め込み△m→△πを△鴛の面と呼ぶ．

定義1．1．

　　　　　　　　　　zπ（xの＝　　Φ　　z
　　　　　　　　　　　　　　　・∈（x・△り1、＋。）

をX×△元の次元i＋ηの既約被約閉部分多様体のうち、すべての面
X×△mとρ卿εrに交わるもの全体で生成される自由¢堀群とする．

レとWがproperに交わるという意味は、任意のV∩Wの既約成分丁
は次元が正しいこと，つまり，余次元

　　　　　　　　codim？「・＝c◎dimγ十codinl　W

を満たすということである．各δ、に対してcycleの制限写像δジzπ（X，ヵ→

z。（X，」－1）が定義される．引き戻しの交代和を

　　　　　　∂ゴーΣ（－1）‘δ：・・。（x，ゴ）→・。（x，」－1）

で表すとdひ1似＝0になる．

　…匂。。（x，元）亘ぷx，ゴー1）む…乏。（x，1）ぴ。（菰o）．

はabel群の複体になる。この複体の元次元のhomologyをσH。（X，ゴ）

で表し、Xの高次Chow群と呼ぶ．
例：ゴ＝0の時、高次Chow群は一般Chow群と同型である

　　　　　　　　　　c仏くx，◎）＝c仏（x）．
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例：任意のゴ〈一ηおよびη＞dim　Xに対して、　CHπ（X，の＝0．

例：Xを次元∂の既約多様体とすると、Zd（X，ゴ）＝zで、∂2」ニid，
∂2ゴ＋1＝0なので、

　　　　　　　　　　邸の一｛記二1

例：Xを非特異代数多様体として、∂＝dim　Xとおくと、

　　　　F（X，Ox）×－OHd－1（X，1）

　　　　　　　　・一｛（・，1㊨鵠0）⊆x×∵l

uは可逆大域切断だから、1－…（。）≠0，1，芸∂）≠0，1なので、∂1＝

δ；一δ1　＝0－0．

命題1．2．∫：X→γがpアoperのとき、

　　∫、：zπ（x，ゴ）→zη（η元）

　　　　　　　γ一｛［ん（γ）：ん（∫（γ0））1γll霊こ；蒜；

で定義すれば、∂」∫．ニ∫．∂フなので、

　　　　　　　　　∫、：OHn（X，元）→OHη（｝～ゴ）

が導かれる．

特に、∫：X→たがproperな時、　degree写像

　　　　　　　　∂eg＝∫＊：知（X，＊）→Zo（た，＊）≡≧Z

が存在する．

命題1．3．∫：X→γが平坦で卿αぽ輌屹のとき、

　　　　　　　　　　∫＊：zπ（γ～ゴ）→zπ（x，ゴ）

　　　　　　　　　　　　　　γ→∫－1（γ）

と定義すれば、dゴ∫＊＝∫＊dゴなので、

　　　　　　　　　∫、：CH冗（X，」）→OH九Cピゴ）

が導かれる．

実際、zη（一，＊）はetale層の複体．

定理1．4．Locα酩α勧η↓Blocんノ：Z→Xは閉埋め込みで、σ＝X－Z
はZの開補集合とすると、次の完全系列を得る．

…
→CH。（Z，ゴ）ちOH。（X，ゴ）40H。（σ，ゴ）→CH。（Z，」－1）→…．
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　　　　高次CIIOW群とその応用　　　　　城崎、2⑪06年10月26日

複体の完全系列が存在して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　げポ　　　　　0→之n（2，＊）⇒zη（X，＊）→2η（び，＊）ムC→0

0はacy磁C（h◎m◎1◎gyを持たない複体〉であることを示せばよい。そ

れはmoving　lemmaという深い定理。

系1．5．任意のXに対して，
αノ高次（乃θψ群はその複体のZαr磁紅o加脚lo閲と同型．

　　　　　　　　o∬。（x，ゴ）二H一ゴ（Xz。，，z。（÷，・））．

6ノ次のsρe鋤α1系列が存在する

　　　　Eよ戸ΦOH。一，（たω，5＋孟）⇒cぴ（x，5＋ε）．

　　　　　　　苫蔓x（s）

それは局所大域原理と見倣せる．この系で、体の高次Ch◎w群の制御が
重大だと分かる．

戊；－nの時、2－w（ちη）はd己二◎、つまり閉点で生成されるから、扱

いは普段より簡単．

定理1．6．rZ祝αro，　JVe5τere批o－Sμ51司次の同型が存在する

　　　　　κ元イ（ん）竺OH＿π（ん，η）

　　　伍，…，刷一（　一μ1　　　　　一μη　　　11一Σμ∴’”1一Σμ㌧1一Σuτ）・△2・

ここでκ㍗（旬はMilnor　K群

定義1，7．K評（刈＝Z，　K1（刈＝兎×，η≧2の時

　　　　　　κダ㈹＝処髭x／〈α⑧（1一α）桓く……髭一｛◎，1｝〉、

偉e励卿関係式ノ．ここでは、αbe～群Aに対して、処、4はAにおける
feη50ア代数．

定理1．8．r捌ocん一万c品εηbαμm，　Grαysoη一Sμ512η，　Ut励eノ任意のXに対

して、次の3ρe仇α係列が存在する

　　　　　　　　鴫＝CH－；（x，8十舌）⇒κぷ（x）．

〔窺加九．疏rzeb獺cん系列の類似と見倣されるノ．

予想1．9．但e襯郷oηぷθ庇」任意の匡＞2（d一η）に対して、

　　　　　　　　　　　　σHπ（x，《）＝◎，
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　　　　　　　　　　　　　2．双対性

κを標数がOの閉体として、高次Chow複体をetale層の複体と見倣す．

定理2．1．Xがた上非特異ならば、

　　　　　　　　Zn（一，＊）⑧Z／π↓≦≧μ篇d一π［2〔1－2η］

一般に、Voevodskyがmotivic複体という複体Z㊥）を定義して、任意

のXに対して
　　　　　　　　　　　　Z／m（n）竺μCη

で、Xが滑らかな時、

　　　　　　　　　zη（一，＊）＝Z（（1一η）［2〔1－2γL］．

定理2．2．r古典的な双対性，　Gアo舌んeη∂2ec勧Xを閉体ん上非特異で、次

元∂の代数多様体として、アをX上の局所的coη5孟α励なε鋤e層で、
mア＝0とする．∫〈＝Hom（ア，μ2d）とおく．その時、有限群の完全な
ρα2πη9

　　　　　　　H：（X6t，∫）×H2d一乞（X6t，ア〈）→Z／m．

が存在する．

証明する為に、先ず任意の∫：X→た上に対し、compact台順像coh〔卜
mology　Rかの右随伴関手R∫！が存在して、

　　　　　　Homん，z／m（邸ア，9）i≧Hom元z／m（ア，　R∫！9）

なので、

H・m（H二（X6t，ア），Z／m）竺E・t三1。／m（ア，　R∫！Z／m）竺E・t陽lm（∫，μ2d）

を得る．二つ目の同型は

　　　　　　　　　　　R∫！z／m竺μ2∂［2∂］

による（それは証明の一番難しい部分）．結局アが局所的constantに
よって、任意のX＞0に対して、εX｛鋭，z／m（ア，μ留）＝0だから、　spectral

系列

　　　　　　H5（X・・，ε絢m（ア，μ豊d））⇒E・蹴（ア，μめ

が退化して、定理が従う．

それを、任意のXに一般化したい．
etale層の複体

　　　　　　　　　　　　D＝Zo（一，＊）

を定義する．これから、κを標数が0の閉体として、Xをん上の（任意
の）代数多様体とする．
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定理2．3．〔5城助有限群の完全pαmηg

　　　　　　瑳（X壱t，Z／ηり×01fo（X，τ，Z／γn）→Q／Z．

が存在する．

有鰻係数の高次磁◎w群0基｛x，7，z／m）の定義は、複体

　　　　　…み（x，り⑧z／m虫琉x，乞一1）⑳z／m…

のh◎m◎1◎gy．ここでは、　zパX，のが自由群であることを使っている．一

般に、導来tensor積を使う．長完全系列

…
OHη（X，り畑0疏（X，り→α1η（X，τ，　Z加）→（フHπ（X，τ一1）…

が存在して、特に、短完全系列

　0→0、H。（X，り加→OH。（X，τ，Z／m）→㎜α」。（X，乞一1）→0

を得る．それを使って、CHπ（X，りは、一意可除部分を除いて、　CHれ（X，τ，Z／m）

から復元できる。

系2．4．〆σノ⇒高次C加苗群から、〕》のε垣ε一cθ加情o～o釣への標準準

同型

　　　　　　　　　C丘o（X，り二H一る（X6t，助．

は同型．

b／Xをproρ巴rとすると、　e£αle層の複体の間の標準なかαce写像

　　　　　　　　　　　　　τr：ID→z

が存在する．

a）は、”Beilinson－Lichtellbaum予想”の特別の場合（η＝d，☆が閉体）．

定理2．5．ンGソタをX上のεoπ5励c励lee鋤e層とすると、有限群の完

全麺愉9
　　　　　　　ガ1（x⇔ア）×Extiご（∫，　D）一らQ／2．

が存在する．

Grothendieckの定理2．2が定理2．1によって定理2．5に含まれている：

　　＆tゲ（∫，1ゆ）竺E・t元。／m（∫，　D／m）竺E・t轟／m（ア，μ票d［2dl）・

Xの次元が1のとき、定理2．5はDeningerの結果で、　Xの次元が2の
とき、定理2．5はSpiessの結果．

系2．6．∫IX→Yとする．
αノ任意の局所的ひ耐肌‡なεo旭oη層アに対して、

　　　　　　　　　　ヨ》⑧グ＊声≡R了！⑲⑧ア）。

6ノ任意のξθ旭孤層アと有限生成な局所的co城翻層9に対して、

　　　　　　Ho蹴（∫ρ⑭∫＊9）竺H・mγ（1～μ，　o⑧9）．
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　　　　　　　　　　　　　3．基本群

基本群πfb（X）／mはXの次数がmの被覆空間の自己同型群ん＝Cの
とき、位相的なπ僧X（C））／mと同型

Xがpr◎perのとき、

　　π2カ（X）／7η：＝面泥（丑1（Xξも，2／m）噺口／Z）驚α砺（X，1，翌／m）．

っまり、abe1化された基本群が高次Ch◎w群で表され，係数系列によ
って、

　　　　0→0∬。（X，1）／m→π？b（X）／m→mC∬，（X）→0．

同型πfb（X）／m竺CH⑪（X，1，Z／m）はHurewiczの定理の類似と見倣さ

れる：abel化された基本群はhomology群と同型．

　　　　　　　　　　　4．ROJTMANの定理

定理4．1．μカぱノ磁孤助Cを複素数体上の非特異射影直線として、

　　　　　　　　　戊αCc＝が（o，Ω1）ツ司（o，　z）

とする．0わψ群の4εg＝◎部分群は丸Ccで表される．

　　　　　　　　ρ・CH。（0）°∴」・・。

　　　　　　　　　　Σ・一（ω一Σイ・）・

　　　　　　　　　　t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ

Xを閉体上のproper多様体として、　Xの閉点エを固定する．そのとき、

Xからabel多様体への写像の普遍な対象が存在して、つまりぷ奴は
始対象．その多様体をAlbanese多様体とよび、∫．：X→．脇xと書く．

㌔：X→盈奴は一意の同型を除いて一意．

補題42．A伽7↓ε5ε写像、

　　　　　　　　　5　：Clfo（X）◎→．41bx㈲

　　　　　　　　　　　　Σηぷ，⇔Σπ、∫¢（¢、）

　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　2

は∬の取りかたによらない．

他の点y∈Xを選ぶと、ん＝ムーム（y）なので、

　　　Σηw（川罵Σ隣五（エ，）一（Σπ∂五ω＝Σ礒く⇒・
　　　　毒　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　鵬　　　　　　　　　　輌

Abe］－Jae◎bi定理の一般化について、　Mm㎡o頑1966）は複素数体上の反

例を与えた．具体的に、Xは種数が零でない曲面をとると、　Albanese
写像の核は巨大だる．
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定理4．3．rRoゴfmαη，捌ocん，αノXを正規でproρεrな代数多様体とす

る．そのとき、ぷ6餓¢3e写像が8θ旭oη部分群の同型を誘導する．

　　　　　　　　刷：，。。CH。（X）隅、。，舳x㈹．

　　　　　　　　　　　　Σ躍、榊Ση在（エ∂

　　　　　　　　　　　　　る　　　　　　　　τ

証明はXが非特異の時、RojtmanとBlochの定理、正規の場合に著者
によって拡張．

次元にっいて帰納法を使って、Sは（n－torsi皿部分群で全射次元が1
のとき、正規な曲線は滑らかで、Abel－Jacobi定理によってSは同型、

　　　OHo（X，1）／m－一一→Cπo（X，1，Z／m）一一一→mOH⑪（X）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｜
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5↓

　　　　　　　　　　　　　H1（X6t，Z／m）＊　　　　m・416x（ん）

下の同型は、

　　　　　　　H1（戊（6t，Z／m）＊竺Hom（μm，mPiCx）＊

で、極限をとると、それはCartier一西双対性によって

　　　　Hoy臓（μm，mP乞c隻）事｛㌶Hom（m・416x，Z／m）＊＝m／116x

と同型になる．この図式によって、Sは同型で、

　　　　　　　　　　CIJo（X，1）⑧Q／Z＝0

を得る．それは、先に斎藤秀司さんに、Weil予想を使って証明された．

任意のXに対して、Chev凪eyの定理によって、

　　　　　　　　　　0→L－→P‘c隻→・4→0

の分解が存在する．ここではLはa伍neで、　Aはabe1多様体．　x（T）＝
Hom（r，　Gm）、　Tの指標群とおいて、．4¢をAの双対abel多様体とおくと、

　　　　0・→は宴→OH◎（X，1，Q／Z）→X（T）⑧◎／Z→◎

を得る．
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