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主定理

　本稿は2006年度城崎代数幾何学シンポジウムの講演1に関する報告であ
る。c1，　Xをそれぞれ代数曲面の第1Chern類と構造層のEuler数を表すと
き，ci＝2）（－1を満たし2一ねじれ因子を持つ極小複素代数曲面に関しての

筆者のある結果を解説する。条件を満す代数曲面について構造層のEuler数

xに上からの評価をあたえ，xが極大な場合に曲面の構造を決定するのが，

その内容である。以下代数多様体は全て複素数体C上のものとする。

定理1．Xは一般型極小代数曲面であり，第1Chern数c…，構造層のEuler
数Xが（日＝2X－1を満たすとする。この時XのPicard群のねじれ部分
Tors（X）が非自明であれば次のり及び司が成立する：

　のX≦4；
　川もし）〈＝4であればPicard群のねじれ部分Tors（X）は2次巡回群
Z／2に同型であり，このとき曲面Xは以下のように得られる：

　α）まず∂＝0または2とし，d次Hirzebruch曲面Σdをとる。
　b）次にΣ7dの分岐二重被覆をとる。分岐因子をBとおく。分岐因子B
の特異点に対応してこの二重被覆も特異点をもつので，この二重被覆の極小

特異点解消をとりγとおく。

　c）この時γに2次巡回群G＝Z／2のある自由作用を見つけることがで
き，我々のXはこの自由作用によるγの商γ／Gである。

　γ　　一1→Σd

・

⊥

x＝γ／G

　　　図1

　勿論分岐因子Bが指定されてはじめてγが定まり，群σ＝Z／2による
自由作用が指定されてはじめてγ／Gが定まる。従って上の定理を構造定理

と呼ぷには，まず分岐因子Bがどんなものであるかはっきりさせること，そ

して曲面yへの自由作用がなんであるかはっきりさせることが必要である。

以下この二つに答を与えるが，その前にこの定理の背景等に関して簡単に注
意を与える。

　1講演の機会を与えてくださったオーガナイザーの皆様および講演に耳を傾けてくださっ
た参加者の皆様に深く感謝致します。
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背景等

注意 1.本講演で紹介した結果は cI= 2χ－1の一般盟極小代数曲面に関す

る一連の頚究の続きでおる。普棄については読に幾つかの講漬で述べてきた

が，ひとつには重線 ci= 2χ－1が諒oeもher隷に平行であること，こ母車線

上で χ＝1の場舎が濃く知られた数謹詩 Godeaux蕗謡 Cc:I= 1で幾信重

数 Pg=0，不正弼数 q口 O）に対応することに注意志れたい。実諜この研究

は数値的 Godeaux胸間此関する Picard群のねじれ部分を考え併せた研究を
Noether線にそって広げたものでもある。

注意 2.直線 ci= 2χ－1上では不正則数 qの消滅が鍛え， Picard群のねじ
れ部分 Torsが第 1艶保撒ホモロジ一群に一致する。このねじれ群は同ーの

（χ，cI）のもとである組皮位相構造を識別するための役割をはたす。 Noether
線に平行な直線にそって研究する際，一般に χの小設なところで多くの型が

表れる傾向がある。

注意 3.これまで Picard群のねじれ．翠分を考え併せることによ与講這定理

が薄られているのは，幾鍔種数 Pg=0京外のー毅器能謡で詰， Catanese-

Debarrc [3], Cilibert令制endesLopes同， BartalesふC杭anese[2］で，みな直

線 cI= 2χ－2上に本還を援を持つ。

注意 4.閃で χ ど 3であれば Picard群のねじれ部分Tors(X) （以下ね

じれ群と呼ぶ）の依散が隅々 2であることを示しであるので定理 1の条件
rPicard群のねじれ部分和四（X）が非自明であれば』は rpicard群のねじれ

部分 Tors(X）が Z/2であれば』としても同じである。定理 1により閃の
主定理は以下の定理 2iζ政良される。

定理 2.xを極小代数曲濁とし．その不変量は cIぉ均一 1を溝すとする。
こ母とき友会1成立する：

i）χ＝2であればおむれ群e位数誌喜々 3,

ii）χ三3であればねじれ群の位数は高々 2,

iii）χ三5であればねじれ群の位数は 1。

分舷閤子と自由作用の記述

定理 1に現れた f:y→ぬの分岐因子Bと2次巡回群 Z/2の曲面 Yへ
の自由作用を記述しよう。そのために二つだけ準備が必獲である。

まずーっ目の準備として Hirzebruch曲面 Edに対合を定める。曲面 Edの

鵠被覆｛U1,U2｝をU1出 C×1P1= {(u, (1: s))}, U2日 C×]p'l= { （む＇（1: t))}, 
s = 1/t亨包＝ tdvとなるようとる。こ母誇 Edの自己間製 Loを

句：（包ヲs）→｛一丸一s)

で定めれば， ioは対命であり，その生成する 2次巡回群G= (io) '.::::'. Z/2は

Edに作用する。我々の場合d=0, 2と偶数なので，との作用の固定点集合は
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ちょうど四つの孤立点からなる集合｛（u,s)= (0,0),(0,oo),(oo,0),(oo,oo)} 
であることに注意されたい。

次に二つ自の準備として，曲面上の曲線の特異点に［3,3］－特異点と呼ばれ
るクラスを導入する。代数曲面 Sとその上の被約曲線Cが与えられたとき，
Cの 3重点 Pは， Pでの blowup f→Sへの狭義引き戻し C’が例外因
子上に高々 negligiblesingularitiesしか持たない場合に［3,3ト特異点と呼ばれ
る。最も代表的な例は三つの非特異既約成分が一点で互いに局所支点数2で
実わってできる 3重点であり，実際 generalな［3,3］－特異点はこの横なもの
となっている。

さて先ほど述べた分肢因子と自由作用の記述を与えよう。
分岐因子。 f:Y→Edの分肢因子 Bは以下の四つの条件で特徴づけら

れる：

i) BεI -4KEdl，ただし KEdはEdの標準因子，
ii) Bはちょうどこつの［3,3］－特異点を持ち，残りの特異点はあったとし

ても高々 negligiblesingul町 ities,

iii) Bは G= (io）の Edへの作用で不変，
iv) Bは loの固定点をとおらない。
この四つの条件から分岐因子 Bの定義式がパラメータ付きでかけてしま

うので，この条件は Bの明示的な表示と等価である（ただしあくまで『原
理的には書ける』というだけで，実際に書こうとするとコンビュータを用い
て階数の高い連立一次方程式を解くことになる）。

自由作用。これは G=（ι。） '.:::'. 'll/2の Edへの作用を f:Y→Edを通じ
て Yへの持ち上げたものである。実際には Yへの持ち上げはちょうどニ通
り存在するが，自由作用なのは片方だけなので Gニ 'll/2のYへの自由作用
はこれで一意に定まる。

以上で分肢因子Bと自由作用の正体が分かったので，定理 1のχ＝4の
場合の曲面の“構造定理”が構造定理となった。

証明の概略

以下証明の概略を与えて本稿を終えることにする。幾つかのケースにわけそれ
ぞれについて扱うので，全てのケースに証明の概略を与えることはできない。
詳しくは［8］を参照されたい。以下Xは極小代数曲面で 2i= 2χ－1を満すも
のとする。先に述べたようにこのとき χさ3であればねじれ群の位数は高々
2であったから，定理1を証明するためには χ三4かつ Tors(X)'.:::'. '/l/2と仮
定しておいて，実は χ＝4であることと χ＝4の場合の曲面Xが定理の様

な記述を持つことを示せば良い。そこで以下 χ＝入三4かつ Tors(X)'.:::'. 'll/2 
と仮定する。

最も大まかな方針としては Miyaoka, Reid等による数値的 Godeaux曲

面の研究（[6], [9］）に従いねじれ群に対応する不分肢 2重被覆 π：Y→X
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をとり Y を鵠ベる。 Yを謂べるには主に紅白ikawaの方法を道真として，

Galois群 G口Gal(Y/X) ＇.：ご Z/2の作罵と鰻み合わせて Yの標準写犠

φKy :Y一一→1山一2

を鵠ベる。以下 Kyで Yの標準昭子を表す。

補題 1.degφKy= 1 or 2o 

補題 2.degcPKγ ＝ 1であれば入＝ 4o degφKy = 2であれば 2入－ 3 ::::; 
deg Z三2入ーいただし Zc jp2λ－2は標準写像cPKyによる Yの憾の Zariski

閉館。

deg<J>Ky = 1の場合拡大まかには次のような惑じで誹接される。まず

Ki -(3p9(Y）ー7)= 8…2入なので入＝ 4は Castelnuovoの不等式から従
う。また入＝ 4の場合 Yはその不変量が Castelnuovo直線上に存在する。
Castelm諮問護隷上に不変量をもち標準写像が双有理な極小詑数詣冨につい

ては Ashikaga・長onno[l］にある諦結果を用いることができ，乙のリストによ
れば Castelnuovo線上の曲面で双有理な標準写像を持つものは陥とんどの場
合擁数3の弗趨構円的なファイプレーション Y→plを持つ。そこで Galois

群 Gの Yへの作罵がこのファイブレーションの講還を保つこと，すなわち
Gの plへの作用を誘飽ずることを示せば， Fへの作用の固定点上のファイ
パーをとるととにより Yの作用で不変なファイパー Co亡 Yが見つかる。。
は Coに作用するが Coが起構月約ファイパーでも特典ファイパーでもなけ
れば，｛種数 3なので｝仇への作用に雷定点が見つかり，これは Gの Yへ
の作用が固恕点自由であることに肢する。却論 Coが鵡楕円的ファイパーや
特異ファイパーかも知れないのでこれでは証明が完了していないし，実際の
ま明ではもっと近還をしたちするが，現象的にはこれが主な理由となってこ
の場合が排除在れる。いずれにせよ Ashikaga-Konno[1］中のリストを用い
ることができEるのでこの場合は定班 1の証明の主要部分ではない。

だから本構の主定理の証明の主要部分は degPKγ ＝ 2の場合である。
以下 deg<J>Ky= 2としよう。この場合誌は播題 2よI'.)degZ = 2λ － 3, 
degZ = 2入－ 2, degZ = 2入ー 1のいずれかであり，それぞれの場合を調べ
るととになる。なおdegZ= 2入－3の場合は Zが non欄 degeneratesurface in 
p2λ4として誕小次数を持つ場合誌あたる。籍を先乞述べれば degZ= 2λ－3 
の場合と degZ= 2入－ 1の場合は排除で意て， degZ口2入－ 2かつ入口 4

の場合のみが生き残る。実際に生務残るので degZ口2入ー 2の場合が最も

大切であるとも言えるが，本稿では一番 Zの次数が大きいdegZ= 2入－ 1
の場合（／）み琵ることにする。

以下 degZ= 2入－1とする。むの場合には標準線却系 IKYIはbasepoint 
合開であって糠準写像φんは正則噂像となる。この場合の排除の柾明はSt叩
1. z ＝φKy(Y）ζp2λ－2の極Jj＼特異点鐸潰 r→Zを競べる， Step2.標準
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写像 φKy:y→ p2λ－2が射 f:y→ Z＇に持ち上がることを示す， Step3. 

Gの作用と組み合わせて射 f:Y→ Z’を調べ，実際には有り得ない結論を
導く，なる手順で行う。

まず Step1については， pn内の次数が極小次数足す 2となる曲面に
partial classificationを与えた。

命題 1.n三4とし， Zを F 内の次数 n+lのnon-degenerateな曲面と
する。また Zの極小特異点解消Z’の不正則数は 0とし，特異点解消の射
Z＇→ Z仁 F は完備線型系［DIで与えられるとする。このとき nは 11を
超えない。また 0三e三3とε次Hirzebruch曲面 Eeの 11-n点 blowup 

r: Z’→ Eeが存在して D～－Kz'+r*I'。ただしここに rはHirzebruch
曲菌兵→plのファイパー。

我々の場合 n=2入－ 2である。曲面 Yの不正則数は 0であり，しかも
ZはφKy:y→pnの像なので，上の命題の仮定が全て満たされる。従って
極小特異点解消Z＇→Zは上の命題の通り 11-n点 blowup r: Z＇→ Eeと
射 φv:Z’→pn （但し D～－Kz'+r*I'）で与えられる。

次に Step2について見ょう。

補題 3.標準写像φKy:y→Zは Zの極小特異点解消<Pv:Z’→ Zを経由
する。すなわち正則写像 f:Y→ Z’が存在してφKy＝φD0 f。

Horikawaのsmallqの中の標準写像の持ち上げの証明は実際にやってみ
ると，我々の場合には，消滅定理を使う下りでつつかえてしまってどうもう
まく機能しない。そこで別の方法を与える。まず

Y' ＿＿［＿→Z’ 

pl ベ
y ＿！！：＿斗 Z

を有理写像 φD-1o φKy: y一一→ Z＇の長さ最小の不確定点解消とする。
この blowupの合成p:Y＇→Yが同型射であることを示せば良いが，それ
には Kv，～p*Kv＋ηで定まる例外因子 ηについてf；η＝0を言えば良い。
pの長さを最小にとってあるので，もし pが同型でなければ最後の blowup 

で生ずる（－1)-curveがf’でつぶれないからである。 f；η＝0を言うために
f':Y’→ Z＇の分岐因子を B’として， B’にそって分岐する doublecover of 
Z’のcanonicalresolution Y~ の不変量を計算する。 B’～ 2(2D-r*I'+f；η／2) 
であるから， y~ の構造層の Euler 数は

χ（Ovi) = 2χ（Oz,)+ (2D-r* I'+ f；η／2)(D + f，；η／2)/2 －ε 

=2+nー（r*I')(f，；η）／4 + (!;77)2 /8 －ε 
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である。ただしここに E は分肢因子 B’の特異点からの寄与である （€ ど O）。
一方 χ（Oy1)＝χ（Oy) =n+2であるからこれと上式を比べて

一（r*I')(f~ry)/4 + (J;ry)2 /8一ε＝0 、‘．，，，
唱
E
A（
 

を得る。 lr*I'Iは basepoint freeなので一（r本I')(l；η）／4三O，一方 φD0 f’で
ηの各成分はつぶれ DJ，；η＝0なので ＋（f；η）2/8三O，さらに εは B＇の特
異点の寄与なので－ε三0。よって式（1）より u；η)2= 0。乙れと DJ,；η＝0
を併せて Hodge’Sindex theoremより f；η＝0が従う。

最後に Step3を見る。次の補題は Step2の証明から明らかであるう。

補題 4.f: y→Z’の分肢因子を Bとおけば， B～2(2D-r*I'）であり，
Bは高々 negligiblesingularitiesしか特異点を持たない。

Galois群 G~ 'll/2のYへの作用は Z＇への作用を誘起するが，実は B
上にこの Z＇への作用の固定点が存在する事を示すことができる。すると次
のようにして degZ= 2入－ 1の場合を排除することができる。まず Gの作
用の固定点zεBc Z’をとる。すると補題 4より fでの逆像 f1(x）は
一点からなる集合か，あるいは有理二重点の基本サイクルの底空間である。
1-1(x）はGの Yへの作用で不変であるから，このことより 1-1(x）内にG
の作用での固定点があることが従う。これは Y→X が不分岐Galois被覆

であることに反するので degZ = 2入ー 1の場合は有り得ない。
例えば入＝ 4の場合には r:Z＇→Eeは 5点 blowupとなってしまう。

命題 1でblowupの中心となる ll-n点は in五nitelynearな場合も有り得
るので，この 5点の configurationを個別に考えることにより B上の固定
点の存在をしらべるのは場合の数が膨れ上がってしまい事実上無理である。
Gの Z＇への作用の国定点集合が CB手0なる 1次元成分 Cを持つことを
blow upの中心の configurationを見ずに示すことにより， B上の固定点の
存在をいう。

付足し

標準写像の像Zの次数がより低い場合は，上に証明の概略を述べたdegZ=

2入ー 1の場合に比べて簡単なのかというと，実はそうではない。締麗に排除
するため，また Galois群から誘導される自己同型を決定するために，上と
はもう少し別の議論も用いるが，今回の講演では触れなかった。

χ＝4の場合に出てきた答が，［5］にある 2－標準写像が双有理にならない
もののうち non-standardc錨 eと呼ばれているものの分類結果と（おそらく）
一致している乙とに気が付いたので，［4］の様に non-standardcaseになるこ
とを証明することにより別の証明を与えられるかと思いMendesLopesさん
に伺ってみたのですが， Franciaさんと一緒に実際に昔考えていた時期があ
りそんな甘くはないとのことでした。
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