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Abstract. The talk was based on the joint work [DEI]. It shows a finiteness
property of a divisorial valuation in terms of arcs. First we show that every
divisorial valuation over an algebraic variety corresponds to an irreducible closed
subset of the arc space. Then we define the codimension for this subset and give
a formula of the codimension in terms of ”relative Mather canonical class”. By
using this subset, we prove that a divisorial valuation is determined by assigning
the values of finite functions. We also have a criterion for a divisorial valuation to
be a monomial valuation by assigning the values of finite functions.

Introduction

このノートではアファイン多様体上の弧空間の上のある種の既約閉集合とその
多様体上の因子（あるいは因子的附値）との対応を構成する．この対応は１対１で
あり，閉集合を決定すれば因子的附置も決定される．そして因子的附値が有限個の
関数の値を指定することによって決定されることを示す．さらに因子的附値が toric
附値になるための条件を紹介する．これもまた有限個の関数の値を指定することで
得られる．この様に述べると，因子的附値に付随する次数付き環が必ずしも有限生
成にならないことをご存知の読者は奇異に感じられるかもしれないが，附値に対応
する，弧空間の上記の既約閉集合が，有限個の値を指定することによって決定され
る，したがってそれに対応する附値も決定されるということである．

1. 弧と弧空間
X = Spec A を C 上のアファイン多様体とする．まずは X 上の弧を定義する．

Definition 1.1. 　K ⊃ C を拡大体とする．K-morphism α : SpecC[[t]] → X を
X の弧と呼ぶ．特に K を特定したい場合には K-弧と呼ぶ．SpecC[[t]] は２つの点
から構成されているが 生成点 を η, 閉点 を 0 で表す．異なる K に対しても同様の
記号を用いる．

このような弧全体はスキームの構造を持つ、もっと正確に言えば弧の族の fine
moduli scheme が存在する．

Proposition 1.2. 　 C 上のアファインスキーム X に対して（必ずしもネーター
的でない） C-スキームX∞ が存在して、任意の C-スキーム Z に対して次の同形
が成立する：

HomC(Z, X∞) ' HomC(Z×̂SpecCSpecC[[t]], X)
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ここで Z×̂Spec kSpecC[[t]] は Z ×Spec k SpecC[[t]] をZ ×Spec k {0} に沿って完備化し
たものである．

　特に Z = Spec K とすれば

HomC(Spec K, X∞) ' HomC(Spec K[[t]], X)

となるので，X∞ の K-値点 は K-弧であることがわかる．これによって対応する
X∞ の点と弧を同じ記号 (α などのギリシア文字）で表すことにする．

Definition 1.3. πX : X∞ → X を α 7→ α(0) （ただし 0 は上記で約束したように
Spec K[[t]] の閉点）で定義するとこれは C-morphism になる．これを標準的射影と
呼ぶ．

Remark 1.4. Z ⊂ X を 部分多様体とすると Z∞ ⊂ X∞ 部分スキームとなる．特
に Z ⊂ X が開部分多様体ならば Z∞ = π−1

X (Z) となる．しかしZ ⊂ X が閉部分多
様体ならば Z∞ ( π−1

X (Z) である．

Definition 1.5. 弧 α : Spec K[[t]] → X が thin であるとは，ある閉部分多様体
Z ( X が存在して，α が Z を経由して分解することである．これは α が Z の弧
であるということと同値である．

弧 α : Spec K[[t]] → X が thin でないときに，fat であるという．これは
α(η) が X の生成点であることと同値である．またこれは α に対応する環準同形
α∗ : A → K[[t]] が単射であることと同値である．

X∞ の既約な閉部分集合 C に対し，その生成点が fat であるときに，C は fat
であるという．

Example 1.6. X が非特異のとき任意の既約閉部分集合 Z に対して π−1
X (Z) は fat

である．

fat な閉部分集合 C ⊂ X∞ に対して離散附値を対応させることができる．

Definition 1.7. C を fat 集合 α ∈ C を生成点とすると

α : Spec K[[t]] → X

に対応する環準同形 α∗ は単射なので，商体の準同形

α∗ : K(X) → K((t))

にまで拡張される．これにより，f ∈ K(X) \ {0} に対して　
vC(f) = vα(f) := ordt α

∗(f)

と定義する．これにより vC は X の有理関数体 K(X) 上の離散附値となる．

Definition 1.8. fatな集合 C が因子的であるとは，対応する附値が因子的附値、す
なわち X の特異点解消 ϕ : Y → X と Y 上の因子 E が存在して vC = q · valE と
なることである．ただし valE は因子 E に付随した附値，q は正整数である．
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2. 極大因子的集合
任意の因子的附置 v に対し，[I3] において次のような fat 集合 W が存在する

ことが示されている．
(a) vW = v
(b) vC = v なる fat 集合 C は C ⊂ W をみたす．

このような W を v の極大因子的集合と呼び W (v) と表す．
これにより、次の全単射が得られる．

{ K(X) の因子的附値 } ' { X∞ の極大因子的集合 }
これにより，極大因子的集合を決めれば、因子的附置が決まる．極大因子的附値を
決めるために接触軌跡を定義しよう．

Definition 2.1. 閉部分スキーム Z ⊂ X に対して q-次接触軌跡 Contq(Z) を次の
ように定義する：

Contq(Z) = {α ∈ X∞ | ord α∗(IZ) = q},
ただし IZ は Z ⊂ X の定義イデアルを表す．また、これを Contq(IZ) と表すこと
もあり，特に IZ = (f) の場合，Contq(f) と表すこともある．fat な弧 α ∈ X∞ に
対し，α ∈ Contq(f) ということは vα(f) = q （つまり関数 f の α による附値の値
が q)ということと同値である．

Proposition 2.2. ϕ : Y → X を特異点解消とし，E ⊂ Y を素因子とすると，因子
的附値 q · valE の極大因子的集合 は次のように表される：

W (q · valE) = ϕ∞ Contq(E)

ここで ϕ∞ : Y∞ → X∞ は ϕ から得られた射である．

Theorem 2.3. v を X = Spec A 上の因子的附値とする．このとき有限個の関数
f1, f2, . . . , fm ∈ A が存在し，vi = v(fi) とすると

W (v) =
m⋂

i=1

Contvi(fi)

が thin 集合を法として成立する．

この定理は因子的附値 v が有限個の関数 f1, f2, . . . , fm ∈ A の値 v1, v2, . . . , vm

を指定することによって決定されることを表している．この定理の系として以下の
結果を得る．

Corollary 2.4. 　 v を X = Spec A 上の因子的附値とする．このとき有限個の関
数 f1, f2, . . . , fm ∈ A が存在し，vi = v(fi) とすると

v(f) = min{v′(f) | v′ は v′(fi) = vi なる因子的附値 }
これは toric 多様体上の toric 因子の場合の拡張になっている．因子的附値の

次数付き環が有限生成でない例をご存知の読者は「有限個の関数の値を決めれば因
子的附値が決まる」という標語に違和感を覚えられるかと思う．この例についてど
んな関数の値を決めれば因子的附値が決まるかを見てみよう．
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Example 2.5 (因子的附値の次数付き環が有限生成でない例 [CGP]). まずは V.
Cossart, C. Galindo, O. Piltant による例を構成しよう ([CGP])．R を３次元正則
局所環とする．次のようにして得られた因子的附値 v に対して次数付き環 grvR =
⊕mR≥m/R≥m+1 は C 上有限生成ではない．

(0) X0 = Spec R とおく．
(1) X1 → X0 を閉点でのブローアップとする．その例外因子を E1 とすると

E1 ' P2. この中に x2z + xy2 + y3 = 0 で定義される曲線 C をとる．
(2) X2 → X1 を C 上の点 (1, 0, 0) でのブローアップとする．E2 を例外因子，C2

を C の狭義変換とする．
(3) X3 → X2 を E2 ∩C2 でのブローアップとする．E3 を例外因子，C3 を C2 の
狭義変換とする．

...
(n) Xn → Xn−1 を En−1 ∩Cn−1 でのブローアップとするEn を例外因子，Cn を

Cn−1 の狭義変換とする．
この操作で n ≥ 10 とし，v = valEn とすれば，grvR は有限生成ではない．

この例において、どの関数の値を決めれば (我々の意味で)附値が決まるかを
見ると，v(x) = n − 1, v(y) = n, v(z) = n + 1, v(x2z + xy2 + y3) = 4(n − 1) によっ
て v が決まる．

3. トーリック附値
まずは多様体の特異点解消に対して「相対的 Mather 標準因子」を定義しよ

う．これが定義され得るためには特異点解消が Nash ブローアップを経由していな
ければならない．ν : X̂ → X をNash ブローアップとする．つまり X̂ ⊂ P(∧nΩX)
を P(∧nΩXreg) の閉包とする．可逆層

K̂ = OP(∧nΩX)(1) | bX
をMather 標準層と呼ぶ．

Definition 3.1. f : Y → X を f = ν ◦ f̂ : Y → X̂ → X と分解する特異点解消と
する．Y 上の f に関する例外集合に台をもつ因子

∑
aiEi が次を満たすとき 相対

Mather 標準因子と呼び，K̂Y/X と書く．

OY (
∑

aiEi) ' O(KY )⊗ f̂ ∗K̂−1.

このとき ai を k̂Ei
(X) と書く．

Proposition 3.2. 任意の例外素因子 Ei に対して k̂Ei
≥ 0. 従って X が Gorenstein

多様体のとき食い違い指数 ( discrepancy ) とは異なるものとなる．
Theorem 3.3. 因子的附値 v = q · valE に対し，極大因子的集合 W (v) の余次元は
有限になりその値は

codimX∞ W (v) = q(k̂E(X) + 1)

で表される．
この定理の系として次が得られる．
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Corollary 3.4 (非特異の場合). v = q · valE を Cn の原点を中心に持つ因子的附値
とする．x1, . . . , xn を座標関数とする．

n∑
i=1

v(xi) ≥ q(k̂E(X) + 1)

が成立しているとき，v はトーリック附値である. またこのトーリック附値は
(v(x1), . . . , v(xn)) ∈ N ∩ σ によって決まる．ここで，[F] の記号の使い方に従い，
N ' Zn, σ ⊂ N ⊗ R は Cn を定義する錐を表す．

なお、非特異の場合 k̂E(X) が食い違い指数になることに注意すれば，この系
は直接初等的な方法でも証明できる ( [K] ). これを教えてくださった Kaledin 氏に
感謝する．
Theorem 3.5 (一般の場合). X = SpecC[σ∨ ∩M ] を n次元錐 σ ⊂ N ⊗ R によっ
て定義される n次元アファイントーリック多様体，v = q · valE を原点（閉軌跡）を
中心とする因子的附値とする．次のような a ∈ σ ∩N \ {0} が存在したとする：

q(k̂E(X) + 1) ≤ min
{x1,...,xn}⊂σ∨∩M

{∑
i

〈xi, a〉
}

ここで {x1, ..., xn} は線形独立なものすべてを動くとする．さらに，σ∨ ∩M のある
生成系 {u1, ..., ur} に対して

v(uj) ≥ 〈uj, a〉.
このとき，v は a ∈ σ ∩N によって決まるトーリック附値である．
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