
On O’Grady’s 10 dimensional example

永井　保成∗

O’Gradyが 10年ほど前に論文 [OG]で構成した既約シンプレクティック多
様体は，Beauvilleの論文 [B]に書かれている既約シンプレクティック多様体
の例以来，初めて与えられた本質的に新しい例であった．しかし，O’Grady
の 10次元の例については，例えばK3曲面の上のコンパクトな安定層のモ
ジュライ空間の場合と比べるとまだまだ十分な理解がなされているとはい
い難い．O’Grady の 10次元の例について知られている結果をまとめた後，
最近得た局所自由でない半安定層のなす軌跡の記述について報告する．

1 O’Gradyの例
S を射影的K3曲面であって，ピカール数が 1であるものとし，HをPic(S )
の豊富な生成元とする．Mを階数 2，c1 = 0，c2 = 4の S 上のH-Gieseker半
安定層のモジュライ空間とする．Mは 10次元の射影代数多様体であり，安
定層に対応する点全体 Ms のなす開集合は滑らかであり，Ms上には自然な
正則シンプレクティック形式 σMs がある [Mu]．変形理論によればM は Ms

の補集合 Σ = M\Ms に沿って特異点を持つことがわかる．Σは非交和分解
Σ = Σ0 q Σ1，

Σ0 = {[IZ ⊕ IW] | Z,W ∈ Hilb2(S ), Z , W}
Σ1 = {[I⊕2

Z ] | Z ∈ Hilb2(S )}

をもつ．O’Gradyが論文 [OG]で証明したことをまとめるとおおよそ次の定
理となる．

定理 1 (O’Grady ’99 [OG]). (1)シンプレクティックな解消 π : M̃ → M が存
在する，すなわち，非特異射影代数多様体 M̃からの固有双有理射 πであっ
て π∗σMs が M̃ 上の正則シンプレクティック形式 σM̃に拡張されるものが存
在する．
(2) M̃は既約シンプレクティック多様体である，すなわち，M̃は単連結であ
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り，正則 2形式の空間 H0(Ω2
M̃

)はシンプレクティック形式σM̃で張られる．
(3) M̃の第 2ベッチ数 b2(M̃)は 24以上である．

O’Gradyの証明では (1)の部分はGIT商の特異点解消についての Kirwan
の方法 [K]を用いている．すなわち，Mに現れる特異点の解析を迂回して，
QuotスキームのブローアップのGIT商として M̃は構成されている．従って
特異点解消 πが具体的にどういう形をしているのかは O’Gradyの議論から
は理解することが難しい．この点については，次の定理によって完全な理
解が与えられたと言ってよい．

定理 2 (Lehn–Sorger ’06 [L-S]). (1) Mの特異点 x ∈ Σ1の近傍 (x ∈ M)はベ
キ零軌道閉包 Z = {A ∈ sp4 | A2 = 0}と滑らかな 4次元の空間の直積と局所
解析的に同形である:

(x ∈ M) � (0 ∈ Z) × C4.

(2) O’Grady の解消 π : M̃ → M は，Σred での Mのブローアップと同形で
ある．

M̃のトポロジーを調べるのも基本的な問題である．O’Gradyはすでに M̃
が “新しい”既約シンプレクティック多様体の例であることを主張するため
に，M̃のトポロジーについて考えなければならなかった（定理 1の (2)およ
び (3)）．Rapagnettaは定理 1 (3)の精密化を与えた．

定理 3 (Rapagnetta ’08 [R]). Σ̃を O’Gradyの特異点解消 π : M̃ → Mの例外
因子，B ⊂ Mを局所自由でない半安定層のなす閉部分集合，B̃をその M̃で
の狭義変換とする．このとき，Σ̃, B̃は M̃の既約な因子であり，

H2(M̃,Z) � H2(S ,Z)
⊥
⊕

(
Z[Σ̃] ⊕ Z[B̃]

)
,

ただし，直交記号は Beauville–Bogomolov形式 ([B])についてのものである．
さらに，Beauville–Bogomolov形式の第 2成分への制限は

Σ̃ B̃
Σ̃ −6 3
B̃ 3 −2

であたえられる．

この定理によって M̃の第 2ベッチ数は 24であることがわかる．著者の知
る限りでは，より高次のベッチ数はまだ知られていない．位相的オイラー数
はMozgovoy [Mo]によって計算されており，それによれば e(M̃) = 176, 904
である．
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2 非局所自由層の軌跡
前節の Rapagnettaの定理に既に現れたが，局所自由でない半安定層の軌跡

B = {[E] ∈ M | Eは局所自由でない },

は，半安定だが安定でない層の軌跡 Σや Brill–Noether軌跡と並んで，モジュ
ライ論的に自然に現れる非常に重要なMの部分多様体である．この Bにつ
いては次の結果が知られている．

定理 4 (Perego ’09 [P]). Bはカルティエ因子でないが，2Bはカルティエ因子
になる．WDiv(M)をM上のヴェイユ因子のなすアーベル群，CDiv(M)をカ
ルティエ因子のなすアーベル群とするとWDiv(M)/CDiv(M) � (Z/2Z)[B]と
なる．

非局所自由層の軌跡 Bは Donaldoson-Uhlenbeckコンパクト化 MDU への
自然な射影的双有理射 ϕ : M → MDU の例外集合としてとらえられる（[H-L],
第 8章）．一般に，滑らかな射影曲面 S 上の局所自由でない半安定層 Eに
対して二重双対 E∗∗への埋め込みから得られる

0 −→ E −→ E∗∗ −→ Q(E) −→ 0 (1)

なる単完全列を考えると，E∗∗は µ-半安定になり，Q(E)はアルティン的で
ある．アルティン的連接層 Qに対しては 0次元の付随サイクル

γ(Q) =
∑
x∈S

length (Qx) · x ∈ Syml(S ) (l = length (Q))

を考えられる．ϕの Bへの制限は対応

E 7→ (E∗∗, γ(Q(E)))

で与えられる．いま，[E] ∈ B ⊂ MをO’Gradyの 10次元の例を与えるモジュ
ライ空間Mの非局所自由な半安定層とすれば，E∗∗ � O⊕2

S , length (Q(E)) = 4
がわかる（[OG], Proposition 3.1.1）ので上記対応の第 1成分は自明であるか
ら，O’Gradyの場合には ϕの Bへの制限は

ϕ|B : B→ Sym4(S ); E 7→ γ(Q(E))

となる．このことから，BのGIT商による記述

B � Quot(O⊕2
S , 4)//S L(2) (2)

が得られる．O’Gradyはこの記述を用いて ϕ|Bの一般ファイバーが P1であ
ることを示した（さらに，この事実は，Rapagnettaや Peregoの定理の証明
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でも用いられている）．ここで安直に，しかし自然に出てくる問いは，ϕ|B
の特殊な点の上のファイバーはどうなっているのかという問題である．
η = [1η1 , 2η2 , 3η3 , 4η4] を 4の分割とする，すなわち，η j ( j = 1, 2, 3, 4)は非
負整数で η1 · 1 + η2 · 2 + η3 · 3 + η4 · 4 = 4を満たすものとすると，自然な非
交和分解

Sym4(S ) =
∐
η

S (η)

が得られる．0-サイクル γ ∈ Sym4(S )に対して，γ ∈ S (η)となるとき，γの型
は ηであるということにする（例えば，γ = p1+ p2+2p3ならγは [12, 2]-型）．

定理 5. γ ∈ Sym4(S )に対して Bγ = ϕ−1
|B (γ)redとおく．

(i) γが [14]-型のとき． Bγ � P1で，(Bγ ∩ Σ)redは 3点．

(ii) γが [12, 2]-型のとき． Bγ � P2で，(Bγ ∩ Σ)redは直線 lと一点 Pの交わ
りのない和集合．より詳しく，γ = p1 + p2 + 2qのとき，

l = {[Ip1+p2 ⊕ IZ] | Z ∈ Hilb2(S ),Supp Z = {q} },
P = {[Ip1+q ⊕ Ip2+q]}.

(iii) γが [22]-型のとき． Bγは 2次曲面の錐（⊂ P4）．(Bγ ∩ Σ)redは 2次曲
面 T と Bγの頂点 Pの交わりのない和集合．より詳しく，γ = 2p1 + 2p2

のとき，

T = {[IZ ⊕ IW] | Z,W ∈ Hilb2(S ),Supp Z = {p1}, Supp W = {p2} },
P = {[I⊕2

p1+p2
}.

(iv) γが [1, 3]-型のとき． Bγは P4内の階数 2の 2次超曲面，すなわち P2-
束 PP1(O⊕2⊕O(2))のP4への双有理射の像として得られるスクロールに
なる．また，(Bγ ∩ Σ)redは Bγの頂点のなす直線で，γ = p + 3qのとき，

l = {[Ip+q ⊕ IZ] | Z ∈ Hilb2(S ),Supp Z = {q} }.

(v) γが [4]-型のとき． Bγはスクロール PP1(O⊕3 ⊕ O(1) ⊕ O(4)) ⊂ P9の既
約因子．B′γ ⊂ PP1(O⊕3 ⊕ O(1) ⊕ O(4))をその狭義変換とすると，B′γは
P4内の階数 2の 2次超曲面の局所自明な族である．また，(Bγ ∩Σ)redは
Π = PP1(O⊕3) � P2 であり，γ = 4pとすると

Π = {[IZ1 ⊕ IZ2 | Zi ∈ Hilb2(S ),Supp(Zi) = {p} (i = 1, 2)}．

さらに，B′γの各ファイバーの 2次超曲面の頂点のなす直線の族の Bγへ
の像はΠの直線族をなすが，その包絡線∆はΠ上の非特異 2次曲線で
あり，

∆ = (Bγ ∩ Σ1)red = {[I⊕2
Z ] | Z ∈ Hilb2(S ),Supp(Z) = {p} }.
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3 定理5の証明の概略
Quot スキームを用いた B の記述 (2)は直ちに Bの既約性や Bγの既約性
を与えるが（Ellingsrud–Lehn [E-L]参照），Bの具体的な記述を得るには不
向きである．なぜなら Quotスキーム自体が既に十分複雑である（特異点を
持つかもしれない，Mumford正則性および Plücker埋め込みで得られる射影
方程式系が複雑になる，等々）からである．定理 5は Bγの quiver多様体的
なGIT商による記述を用いて証明される．このアプローチでは具体的な方
程式まで求めることができるという利点がある一方で，B全体の様子につ
いては何も得られないのが難点である．以下，γ が [12, 2]-型の場合に議論
の概略を述べる．γがより深いストレータムに属する場合も方針は全く同じ
である．
γ = p1 + p2 + 2qとする．このとき E ∈ Bγに対して，短完全列 (1)は

0 −→ E −→ O⊕2
S

Ψ−→ Op1 ⊕ Op2 ⊕ Q −→ 0

になる．ここに，Qは点 qのみに台を持つ長さが 2のOS -加群であり，Quotγ
を自然な射Quot(O⊕2

S , 4)→ Sym4(S )の γ上のファイバーとするとΨ ∈ Quotγ
である．ΨはC-線形写像 V = C2 → Opi (i = 1, 2)，V → Qおよび，QのOS -
加群の構造から定まる．そこで，

V = C2, Q = C2

N2 = {(Ax, Ay) ∈ sl(Q)⊕2 | [Ax, Ay] = O, A2
x = AxAy = A2

y = O}
Yγ = Hom(V,C) × Hom(V,C) × Hom(V,Q) × N2

とおく．N2は Qに入る C[[x, y]]-加群の構造をパラメトライズする空間であ
る．ここに作用する対称性の群は

Gγ = GL(V) × C∗ × C∗ ×GL(Q)

である．ここで，GγはN2にGL(Q)-成分の随伴作用で作用する．モジュライ
空間のGITによる構成法の一般的なレシピに従えば，適当な指標χ : Gγ → C∗
を選べば

Bγ � Yγ//
χ

Gγ

と記述される．この場合には自然な指標の取り方は一通りで，それは Yγ上
の普遍族の行列式直線束から得られ，χ = (detV)−2 · idC∗ · idC∗ ·(det Q)になる．
このような記述が得られればあとは，座標環 A(Yγ)の Gγ, χ-半不変式環

A(Yγ)Gγ,χの計算に問題は帰着される．この半不変式環は S L(V) × S L(Q)-不
変式のうち，指標が χのベキ乗になるもの全体であり，Yγはアフィン代数
多様体だから，半不変式の計算は古典的不変式論の範疇で完結している．
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Yγの元を座標を用いて

(


a11 a12

a21 a22

b1 b2

c1 c2

 , (A, B)
)
, ( (A, B) ∈ N2)

と書く．S L(V)は最初の行列に右からの逆行列の乗法で作用し，この作用に
関する不変式は A, Bの座標と最初の行列の 2 × 2-小行列式

f1 = a11a22 − a12a21,

f2 = b1c2 − b2c1,

v1 =

a11b2 − a12b1

a21b2 − a22b1

 ,
v2 =

a11c2 − a12c1

a21c2 − a22c1

 ,
の多項式である．S L(Q)は (A, B)に共役で，v1, v2には左からの乗法で，f1, f2

には自明に作用する．この S L(Q)-不変式は古典不変式論の symbolic method
で計算できる:

いま，一般に Qをベクトル空間とするとき，Q⊕2 ⊕ End(Q)⊕2へ
の S L(Q)の自然な作用に関する不変式環は，(v1, v2; A, B) ∈ Q⊕2⊕
End(Q)⊕2に関して，基本不変式

• trace(W1(A, B)),

• det(W1(A, B)vi | W2(A, B)v j) (i, j ∈ {1, 2}),

で生成される，ただし，Wk(A, B)はA, Bに関する任意の語 (word)
を表す．

この symbolic methodの与える基本不変式系はアプリオリには無限個の不
変式からなる不変式環の生成系である．もちろん，S L(Q)は簡約群である
ので，Hilbertの定理によればこのなかの高々有限個で求める不変式環は生
成されているが，symbolic methodは基本不変式の有限集合をどのぐらい大
きくとれば不変式環が既に生成されるかについての上界を与えない（この
生成系のエフェクティブな上界を与える問題は古典不変式論において難し
い問題であるらしい）．
しかし，我々の場合には，行列 (A, B)は関係式 [A, B] = O, A2 = AB = B2 =

Oを満たしているので，そこから誘導される基本不変式の間の関係式（ほ
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とんどの場合は 0になってしまう）のおかげで，symbolic methodが与える
S L(Q)-不変式の生成系はもともと有界である．すなわち，S L(Q)-不変式は

z1 = f1, z2 = f2

z3, z7 = det(Avi | vi) (i = 1, 2)

z4, z8 = det(Bvi | vi) (i = 1, 2)

z5 = det(Av1 | v2), z6 = det(Bv2 | v2)

の多項式として書けることが確かめられる．これらの不変式の指標に関す
るウエイトを計算すれば

detV idC∗(b) idC∗(c) detQ

z1 -1 0 0 1
z2 -1 1 1 0
z3 -2 2 0 1
z4 -2 2 0 1
z5 -2 1 1 1
z6 -2 1 1 1
z7 -2 0 2 1
z8 -2 0 2 1

従って，Gγ, χ-半不変式環 A(Yγ)Gγ,χは

u0 = z1z2, u1 = z5, u2 = z6 (3)

z3z7, z3z8, z4z7, z4z8

で生成されることがわかった．
最後にこれらの間の関係式を求める．不変式の間の関係式は，準同形の
合成

C[z1, . . . , z8]� A(Yγ)S L(V)×S L(Q) ↪→ A(Yγ)

の核で与えられる．準同形の核，より一般に準同形によるイデアルの逆像
を求める問題は古典代数学の消去法の問題であり，Gröbner基底の辞書式順
序に関する消去の性質を用いることで，コンピューターに計算させること
ができるが，それによれば，関係式は

z4z5 − z3z6, z6z7 − z5z8,

z5z6 − z3z8, z4z7 − z3z8,

z2
5 − z3z7, z2

6 − z4z8

の 6つで生成される．この関係式が生成系 (3)に誘導する関係式をみれば，
結局次数環としての同形

A(Yγ)Gγ,χ � C[u0, u1, u2]
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が得られて，Bγ � P2が結論される．
なお，定理 5は M̃のMDU上の双有理幾何への応用が強く期待され，これ
が定理 5の主な動機付けの一つになっているのだがこの部分はまだ研究が
進行中であるのでここに多くを記すことは差し控えたい．
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