
Moduli　of　oriented　orthogonal　sheaves

onεもnodal　curve

阿部健（ABE，　Takeshi）

　　　　　　　　　　　　　　　　概要

　This　is　a　reproduction　of　my　talk　at　Kinosaki　Symposiu㎜2011．　We　consider

am◎磁i　stack　of　ori飽teむ品◎9◎nal　sheaves　on　aロ◎瓜c糠ve．　Wξdeter頂ne

the　1◎eal　structUTe◎蚕輻he　moduli　s栖£k．草在i　thenごes紅ict◎uτ就te泣i◎口t◎a

丑◎rmaLcr◎ssing◎pen　8u｜）stack　such　that　its　c◎ml）lemeもis　of　c◎dimensi◎n≧2・

We　show　the　factorization　theorem五）r　powers　of　the　deもerminat　Hne　bundle

on　the　open　substack

§1一般テータ関数の分解定理

　gを種数gの非特異複素射影曲線とし，0上の階数π次数dの半安定ベクトル束のモ

ジュライ空間を～スσ（π，ので表す．簡単のため普遍ベクトル束εが0×σc（η，の上に存

在するとして，砺（n，の上の直線束

　　　　　　　θ・一（d・tRρ。ε）〉⑧（d・tε1｛。｝。σ。（。，の）⑧剛1－9））／π

を考える．ここでpは射影C×Uo（η，の→σc（η，ので，¢は0の固定された点である．

階数が1の時の類似で，ベクトル空間且o（σc（η，の，θ⑧りのことを一般テータ関数の空間

と呼ぶ．この次元を曲線の退化の手法で計算しようとするときに必要になるのが分解定理

と呼ばれるものである．いま0が特異点として結節点Qを唯一つ持つ既約曲線（るに退

化したとする．正規化をポ（元一〉σoとし，｛P1，」ら｝：＝バ1（Q）とおく．分解定理は大

雑把に言うと次のような同型である．（詳しくは｛6M8L｛91を参照．）

　　　　　　　H°（σ・。（π，の，θ⑧り＝ΦH°（P・・ひ8，侮，の，θ（1・・））　　（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ

ここでσc。伽，のはOo上の階数η次数dの半安定振れなし層のモジュライ空間，

P・・〔信。（醐は点付紬線（δ・況殉上の放物的べ外ル束のモジュライ空間・θM
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はPαアσ6。（η，の上のある直線束である．直和のindexに出てくるμは放物ベクトル束

の重みに対応する．同型（1）において，左辺は種数gに関するのもの，右辺は種数g－1

に関するものであるから，種数に関する帰納法で一般テータ関数の空間の次元を求めよう

とするとき，この分解定理が役立つ．

　さて上では通常のベクトル束のモジュライに対する分解定理を述べたが，この講演の目

的は主80束のモジュライに対する類似の分解定理を紹介することである．

　具体的な定式化や主定理は次節以降に回して，この節の残りで，なぜ50束について興

味があるかを述べる．そのために一般テータ関数の空間に対するレベル・ランク双対性

を思い出す．0上の階数が1で行列式束が自明な半安定ベクトル束のモジュライ空間を

5ぴc（ハで表す．写像

　　　　　　　　グ：Sσc（り×σo（γL，γ↓（9－1））→σc（Zγ♪，1γ↓（9－1））

をテンソル写像（E，宕）⇔五⑭Fとする．σc（抗，叫g－1））の因子

　　　　　　　　　σo伽，／η（9－1））⊃θ：＝｛Glんo（0，G）≠0｝

に付随する直線束0（θ）をアで引き戻すとア＊0（◎）＝£⑧れ図0（θ）創となる．ここで£

は行列式直線束である．切断γ＊θによってベクトル空間の双対写像

　　　　　　　　　H◎（8ひ（フ（り，£⑤π）v→H◎（σo（η，の，0（◎）⑧ε）　　　　　　　　　（2）

が作れる．次の定理はBelkale｛4］，　Ma蓄ia登Oprea［7］による．

定理（（Sみ，GLn）レベル・ランク双対性）．写像（2）は同型．

　これが最も典型的なレベル・ランク双対性で，これの類似がいくつかある．そのひとつ

がBeauville［3］による次の定理である．

定理（（50．，802）レベル・ランク双対性）．次の自然な同型がある．

　　　　　　　　　　Ho（Mso．，£）∨→Ho（Jac9－1（0），0（θ）⑧「）　　　　　　　　　（3）

　ここでルfso．は0上の半安定主80．束のモジュライ空間で，£は行列式直線束．一般

テータ関数の空間HO（妬o．，£⑧α）の次元は［2］によってシンプレクティックな手法で計

算されている．

　これらのことより次の疑問が生じる．

○（SO．，50π）レベル・ランク双対性があるか？
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　　・HO（Mso。，£⑭α）の次元を曲線の退化の手法で証明できないか？

　これらの疑問の解決への第一歩としてまず、分解定理を50束の場合に作っておくこと

が必要に思われる．こういうわけでSO束を考えることになった．

§2向き付き直交層のモジュライ

　σ◎上の直交層とは，0◎上の振れなし層五と非退化対称双線形形式7：E⑧8→00。

の組（E，ののこと．ここで「非退化」とは午が誘導する写像EV→Eが同型なこと．直

交層（E，のの「向き」とは射δ：〈πE→Oo。で図式

　　　　　　　　　　　　　くπ五⑭〈・E一竺Oc。⑧Oc。

　　　　　　　　　　　　　　胸↓　　巴↓

　　　　　　　　　　　　　　Oc◎　　　　　　　Oc。

を可換にするもの．ここでπ＝rank　Eで，六n寸は

　　　　　　　　　e1〈…　〈eπ⑧∫1〈…　〈∫πHde七（7（eτ，ノ）））・

で与えられる．

　σo上の階数πの向き付き直交層のモジュライスタックをM（σo）で表す．｛珂∈

M（o。）とする．Eの結節点Qにお↓ナる茎を考えるとE㌍08（刷㊤楊たとなる・こ

こで，mQはOQの極大イデアル．

命題．　（1）兎は偶数

　（2）V→M（σo）をアトラスとして，［珂上の点e∈γをとる．すると同型

　　　　　　　　　　　δジ。竺q刷1≦i，元≦ん1］／∫㊦qレ、，・・，＿］1　　　（4）

がある．ここでイデアル1は次の関係式で生成されるもの．Pを兎×ん行列（p∋

とする．

　●¢PP＝、PτP＝0

　◆§9ロ（、ヌUJCl1，刈）det　W×」一§gn（了；篇つdet　2rκc×戸

ここで」，Kは集合［1，ん］：＝｛1，2，．．．，問の濃度匂2の部分集合で，　Pκ×」は成分

がpτゴ（τ∈κ，ゴ∈」）の丘／2×た／2行列．
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　この命題によりモジュライの局所的な構造はわかったことになる．結節点を持つ曲線上

の（向き付けのない）直交層のモジュライスタックの局所構造はFa畑ngs｛51によって計

算されている．上の命題はそれを向き付きの場合に少し変えたものである．

　この命題より，M（σo）の開部分スタックM（σo）≦1：＝｛Eρ／2≦1｝は正規交差ス

タックになることが分かる＊1．そこで，M（σo）≦1をその正規化と貼り合わせデータで記

述してみる，

　σo上の階数nの向き付き直交ベクトル束のモジュライスタックをM（σo）で表す．

M（σo）上の直交グラスマン束OG→．M（Cのを［司∈M（0§）のファイバーが

OGn（司P、Φ司P2）：＝｛σ⊂司P、㊤酬p2｛dimσ＝π，　isotropic｝

となるものとする．ただし，司p、Φ酬ヵ、には（（ε1，e2），（¢〉，e2））：＝パe1，¢g－・γ（e2，eD

で対称形式を入れておく．直交グラスマンは2つの連結成分からなる．OG（＋）→1レf（σo）

を，ファイバーがその一方の連結成分になるようなものとする．（二つの連結成分のう

ちどちらを選ぶかはきちんと決めなくてはいけないがここでは詳しく述べない．［11を参

照．）［（E，σ⊂Elp、Φ司p、）］∈OG（＋）に対して

　　　　　　　K¢r（n。E→n。EIQ＝Elp、㊤司P、→（Elp、Φ司P、）／σ）

を対応させることにより射ρ：OG（＋）→M（Oo）が出来る，

ρ一1 （M（Oo）≦1）－OG9）・一｛（E，σCEI∩①Elp、）ldimび∩（ElaΦ｛0｝）≦1｝

となっている．ρの制限ρ≦1：0G言）　→M（0⑪）≦1がM（σo）≦1の正規化となって

いる．

　次に貼り合わせデータを見てみる．OGI㍊の閉部分スタック

　　　　　OG～輻）・一｛（五，ぴ⊂捌・βEip、）｛d泌U∩（Eipβ｛◎｝）－1｝

がM（C∋≦1の特異点集合のρ≦1による逆像である．［（昂び⊂E㌧㊥El為）］∈OG已）

をとり，これがOG緯）のどの点と貼り合わせられるか見てみる．陥：＝σ∩（Elp1㊤｛0｝），

1ろ：＝σ∩（｛0｝㊥Elp、）とおく．仮定よりdim　Vi＝dimレ2＝1である．

　宮：＝K百（E→五レ、／V子Φ司汚／㌃）とおく・か⊂E巴EV⊂（Eり∨という包

含関係がある．Eの対称双線形形式を（Eり∨に拡張すると00。（具＋鳥〉に値を持つ

畦向き付き直交層のモジュライだから正規交差になる．向きの付いていない直交層の場合は正規交差になら

　ない．
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双線形形式（Eb）v⑧（Eb）〉→0δ。（P1＋乃）が出来る．点鳥における茎を考えると，

（か）義／Eムは2次元ベクトル空間で06。（B）1民に値を持つ非退化対称双線形形式を

持つ．作り方よりE島／E異は1次元isotropicな部分空間である．2次元の非退化対

称双線形形式は2つの輌sotr叩icな1次元部分空間を持つ．　C◎上のベクトル束丑を

亘⊂丑⊂（助∨でEW⇒がぽ）均／五邑の五鳥／E見とは異なる1次元輌s◎もropic

部分空間になるようなものとする．すると，｛Eり∨の双線形形式を翌に制限すること

により㍗：EL⑧丑→06。が得られ，（EL，午L）は直交ベクトル束になる．また自然な

同型det　E竺det　ELがあるので，丑にはEの向きから自然に向きが定まる．さらに，

巧‘＝Ker（ELIp、→（Eb）＞1為）とおくと，自然な同型

　　　　　　　　　　　　　　已Φ］吐＝±Φ吐

　　　　　　　　　　　　　　防　　陥　　η　　陽

があり，この同型の元，U／（▽ΦV司＝ぴヲ（号θ陽）となるようにぴ⊂五るip、㊥酬葛

を定める．

　対応（E，σ⊂Elp1（D　EIp2）⇔（丑，研⊂Eヨ月①丑厩）はOGI呈）に対合を定める．

これが貼り合わせデータになる．

§3SO版の分解定理

　分解定理の50版を述べる．簡単のため階数πが奇数の場合に限る．η＝2ア＋1≧3

とし，自然数ξを固定する．［珂∈M（○∋に対し

　　　　　FI（Ei呂）・一｛◎⊂現⊂…⊂耳⊂E回ぷmち・＝あi・・t・・P輌・｝

とおく．Fl→M（00）を［E］∈M（00）のファイバーがFI（珂p、）×FI（Elp2）になるよう

な旗多様体の直積束とする．前節でOG已）の対合を定めたが，その時の作り方を良く見

ると，EとElaの1次元isotropic部分空間から対合を作っていた．点丑におけるフィ

ルトレーションの1次元フィルターを使うことにより，Flにも対合Lを定められること

が分かる．

　ぴ×別上にはの普遍直交ベクトル束εと普遍フィルトレーション

　　　　　　　　　　　　ε1｛珊迂1⊃増）⊃…⊃∫ζ）⊃◎

がある．射影をρ：（元×Fl→Flとし，ずニ（q1，．．．，g。）∈Z仁に対しFl上の直線束

・4ずを

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　λず・一（d・七R糾ε）⑧（一り⑧⑧⑧（櫻／司り⊥）⑭

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ＝1，2ゴ＝1
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と定める．g1＝1のときF1の対合↓は直線束ノ匂への作用に自然に持ち上がることが分

かる．よって01＝Zのときはベクトル空間HO（Fl，．4ず）にはLの作用がある．定理を簡

潔に述べるためq1≠1の時はベクトル空間HO（F1，ノしず）にはLが自明に作用すると約束

する．次がSO版の分解定理である．

定理．のをM（G）上の行列式直線束とする．次の自然な同型がある．

H°（M（Cb）≦1，カ⑧り＝　㊥　H°（F1，布）L　1nv

　　　　　　　　　　　　　　　l≧負≧…≧彙≧◎

参考文献

［11T．　Abe：Mo〔九海〔ザ0仇εη£e40πんogomzZ　8んeα妙e30nαηodαZ　cμγweヅin　preparation．

［2］A．Alekseev，　E．　Minrenken，　C．　Wbodward：、｝伽刷1α3（ぴγ翻乞閲eψρeプbrηoη一

　　3μmμyconη¢c¢ε｛99アo錫1）5うarXiv：math／0◎◎5◎47

［3］A．Beauville：Or仇ogoηαZ　bμη∂Zes　oηc醐u¢8αηδ仇e舌αルηc舌乞oη8，　Ann．　Inst．　F⑪urier

　　（Gre］【10ble）56（2006），　no、5，14◎5－141＆

［4］PBelkale：τんe　8励ηgεdμα励co7η◆ec鋤e∫or　g孤eric醐朋8，」．　Amer．　Math．　Soc．

　　21（2◎◎8），110．1，23δ一258．

［5］G．Faltings：ハイo励2－3舌αcえ8弄）r　b肌dle50η3e禰3励1¢cμm¢8，　Math．　Ann．304

　　（1996）ッno．3ハ489－515．

［6］1．Kausz：・4侃ηo励cαZ　decomρ03仇oηo∫9¢πerα臨e∂舌ん¢‡α抗π批oη30η‡んe　mo∂碗

　　8毎cねぴαe5e兎eアue¢¢or力肌雄5，3．　Algebraic　Geom．14（20◎5），　no．3，439－48◎．

［7］A．Marian，　D．　Oprea：Tんe　Ieuel一アαnん∂uα1吻プbrηoπ一α励απ£んe亡αμηcττoη8，　In－

　　vent．　Math．168（20◎7），　no．2，225－247．

［8］M．S．　Nara8imhan，　T．　R．　Ramadas：」陥c60rZ5α勧η（ぴgenerα1乞8ed伽‡α抗ηc君ioη8．

　　ろInvent．　Math．114（1993），　no．3，565－623．

［91X．　Sun：1）egεηerα万oη（ゾmo｛掘髭8ρ｛1ce5αnd　gεηε7rα髭z¢d統e£α海ηc¢Zoη5，」．　Alge－

　　braic　Geom．9（2000），　no．3，459－527．

Graduate　Sch◎◎1（）f　Science　and田echn◎10gy

KUmamotO　UniverSity

2－39－1Kuroヒ菟mi，　Kumamoto　860－8555，　Japan

e－mα記α∂∂re3s：abekel1◎sci．kumamoto－u．acjp

一 147一

6


