
KUGA　F孤3ER　SPACEに関するBEILINSON予想と混合楕円モチーフ

寺杣友秀

　　　　　　　　1．混合楕円モチーフとH（＞PF代数の概観

　モチーフの理論は普遍的なコホモロジー理論として考えだされた。体κを固

定したとき、モチーフの圏MKが次のようにして定義される。まずκ上の完備非
特異多様体X，γに対してその対応代数Oo7（xラY）がChow群C百d畑X（X×y）

として定義される。さらに交差理論をもちいて

Ooγ（酩2ヲ）⑧（撒or（X，γ）→Cor（X，　Z）：（7⑧δ）⇔ρx×2，＊（（δ×午）∩（X×△Y×Z））

なる双一次形式が定義される。ここで△γ⊂γ×γは対角部分多様体、ρx×z，、

は写像ρx×z：X×△Y×Z→X×Zに関するpush◎utである。この双一次写
像を積とみなすと、結合的であるからOoア（X，　X）には環の構造がはいる。以下

Chow群の係数は断らないかぎりQ係数とする。　xを頁上の完備非特異な多
様体とし、pをOor（X，　X）のべき単元（ρ2＝ρを満たす元）としてペア（X，ρ）

を考える。モチーフの圏の対象はこのようなペア（X，ρ）の形式的な直和として

定義する。このときM1＝（X1，p1），M2＝（X2，ρ2＞に対して

　　　　　　　　H・mMκ（M・，M2）＝ρ2・C・τ（．X・，X2）・功

として定義する。たとえばEを体κ上の楕円曲線としたときん1（五！）は（E，幻）

で定義される。ここでpは

　　　　　　　　　　ρ一；△一取c∬1（E・E）

なるChow群の元である。ここでr、は楕円曲線のinversion　Lのグラフである。

　モチーフの理論を混合モチーフに拡張することがVoev磁sk輌，　Levine，花村氏

などさまざまな人たちによりなされた。他方、彼らの構成法とは異なる仕方で

BlochとKrizにより考え出された混合Wateモチーフの構成法は具体的な対象
に対して考えるときに考えやすいものになっている。彼らは混合モチーフをあ

るHopf代数上の余加群としてとらえた。そのHopf代数がどれくらいのものな
のかがわかれば、混合Tateモチーフのありようも見やすくなる。このような
方法で捕らえやすくなるもののひとつとして、混合楕円モチーフがある。（純

粋）モチーフの理論がC畑w群から射が構成されるのに対して混合モチーフの
理論は射は高次Chow群から構成される。より詳しく言えば、高次Chow群の
定義の際に用いたBloch高次サイクル群からなる複体を射とする、微分次数圏
から定義される。

　κを体、Eをκ上の楕円曲線として以下固定する。多くの構成法は基礎体κ

の代わりに多様体5を考えその上の楕円曲線の族をひとつ固定して考えても同

様にできる。大雑把にいえば、Eに対する混合楕円モチーフの圏ME．M（WK）
とは上に定義したん1（E）の拡大を繰り返してできるものを対象とする微分次数
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2 Beilinson予想と混合楕円モチーフ

圏である。 MEM(E/K）を定義するためには、まず微分次数圏EM(E/K）を
定義する。 VをQ上の2次元ベクトル空間とする。 GL(V）の既約表現W1= 

Sym町 （V)R det(V)RPi, W2 = Symn2(V) R det(V）⑧P2を考える。このとき

HomkM(E/K)(W1, W2) ＝αZtn2 ・ Z* ( En1×En2, ＊）ー・αltp1

によって定義すると、 tに関してcomplexとなる。ここでαZtnは対称群frakSn
の作用において符号で作用する部分加群をあらわし、下の添え字のーは楕円曲
線の各成分の直積において inversionが－1で作用する部分をあらわす。さらに
W1,W2,Uうを GL(V）の既約表現としたとき、双一次形式を自然に延長する形
で複体の積写像

HomkM(E/K)(W2, W3) R Hom~M(E/K)(W1, W2）→ Homk+JJ(E/K)(W1, W3) 

が定義される。より正確にはこの写像はqu部 i-isomorphismな部分加群で取り
替えなければ定義されていないので、やや注意が必要である。この複体の積写像
は自然に既約表現の直和の形のものに延長される。さらに W1= Symn1 (V) R 

det(V)RP1の重さ wt(W1）をwt(W1)＝η1+2p1として重さの概念が導入され
る。既約表現W1,it包に対して W1=W2のときは w= wt(W1）として

Hom~M(E/K)(W1, W2) 
→αltw ・ CHw(Ew × Ew）• αlt凹

→ αl九 ［cHw(Ew×Ew山 m付 alequivale吋αl九

三 Q

から complexの射w:HomiJM(E/K)(W1, W2）→ Qが定まる。 W1チW2の時

には0写像として線形に拡張してaugmentationhomomorphism EM  ( E / K）→ 
(RepaL(V）） なる微分次数関手が定まる。

このEM(E/K）を基本として微分次数圏MEM(E/K）を構成する。この構
成法は Bodal-Kapranov、花村氏の論文に現れるものと（次数などののシフト
や符号を除き）同ーのものである。 MEM(E/K）の対象M はEM(E/K）の
列｛Mi｝促zと、 i< j ~こ対する次数i-j+l の射 dji ε Homi-i+1(Mi, Mi）の
組（｛Mi}ゎ｛dji}iくj）で

&(dji) ＝乞 ±djk0 dki 
i<k<j 

を満たすものである。 MEM(E/K）の対象 Af(l)'M(2）に対しては複体
HomMEM(E/K)(M(I), MC2））が定まり、さらに合成も複体の積写像として定
まり、それらは微分次数圏をなす。このときこの微分次数圏はバー複体
(1.1) 

仇 r( = （.→叩／K)2→Bar(

を用いて捕らえることがで、きる。ここで

Bar(E/K）η ＝色町， .,VnElrr(GL(V））りRHomMEM(E/K）（凡－1，凡）R ・

R HomMEM(E/K)(Vo, Vi)R iも
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寺柚友秀 3 

である。この複体はうまく qusi輸 isomorphismで取り替えることにより、シャツ
フル積が定義され、額分次数詰opff-t数の講迭を導入することができる。次の
定明は混合楕円恐チーフを考える際に基本的な定理である。

定明 1.1.EME(E/K）は微分次数Hopf代数Bar(E/K）上の余微分次数加群
のなす微分次数闘とホモとピ…問値である。

微分次数豆opf代数の講或とホモとさ一向鑓牲については［KT]iを参照のこ
と。混合楕円モチーフの圏の部分圏で興味深いものが次数が 0に集中してい
る対象のなす fullsubcategoryMEM(E/K）りである。この定理を用いると、
MEM(E/K)0の対象はHopf代数H0(Bαγ（E/K）） 上の余加群が定める。楕円
多護対数に対応するモチーフや構円曲線から原点を除いた曲線の基本群の群環
のべき零完需fとなどはMEM開／K）むの対象なのでHopf代数H0(Bαγ（E/K))
をより詳しく研究することは灘擦である。パ…複体のコホそロジーを計算する
には次のパースベクトル系列が有用である。

命盟 1.2.次のスペクトル系列が存在する。

E'f'q = EB り0Ext~EM(E/K)(Vn-1 ， 九） 0 ・．．

、‘，JV
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0 ExttEM(E/K)(Vo, Vi)R Vo 

二今 E~q =HP÷q(Bαγ（E/K)) 

このスペクトル系列の E1-termから次の噂像がえられる。

(1.2) d1 : V3* R Extlt EM(E/ K) （ち，巧） 0 ExtltEM(E/K）（円九） 0 Vi 

→庁舎Ext'i£EM(E/K）（九 V3)0 Vi 

スペクトル系列のEi-termは混合楕円モチ…フの淡中基本群の生成系の双対空
間であり、上の年像は生成系の交換しの聞の関係式を与える。

Ext~EM(E/K)(Q, V) = H~EM(E/K)(V) 

とおくと、

Ext~EM(E/K)(Vし九）＝部竹HomcL(2）（竹，VtR V3 ） φ H~EM(K，竹）

となるので（1.2）は

(1.3) H~EM(E/K)(Vi) 0 H~EM(E/K）（九）→ H~EM出／K)(Vi 0 l今）

なる写像から得られる。

2.モジ、ュライ空間の上の静遍楕円曲線に付随する混合楕円モチーフ

ん11,1をQ上の撞丹畠隷のそジュライ・スタックとして、 E→ん11,1をそ
の上の普遍楕円曲線とする。前重量で棒上の檎円曲線が与えられたときの漉合楕
円そチーフについて述べたが、同様の構成法によりん111上のEに付随する混
合楕円モチーフな考えることができる。この微分次数圏を MEM(E／ん11,1）と
書く。このと l進 etale実現関手WtとHodge実現関手WHgが考えられる。
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4 Beilinson予想と滋合楕円モチ…フ

2.1. l進 etale実現（［HM]).Mi,1上の l進膚 R1f*Q1とG£(2）の既約表現
同に対して M1,1上の l進層 Vi(R1f*Q1）が定義される。このとき Hom層
の闘がicialGod偲 ientresolution G（互叫Vi(R1f*Zl）ヲ九日if*Zゅのglobal
sectionをHomMER(E/M1,1) (Vi，九）として定義すると、 simplicialGodement 

resolutionの積構造者用いて

HomMER(E/Ml,l)(Vi, Vi)R HomMER(E/Ml,l)(Vi，九）

一→ HomMER(E/M1,1)(Vしち）

なる写像が定義される。この複体HomMER(E/M1,i)(Vしち）と積構過と Mi,1

の幾侍学爵点奇をひとつ選ぶ事によって得られるファイバー関手を用いて（1.1)
と同様にして定義されたパー複体をBarMER(E／ん11,1）とかく。このとき実現
関手を与えるパー複体のコホモロジーの間の写練

H0(Bαr(E/M1,1））→ H0(BαrMER(E/M1,1)) 

が定義される。

命題 2.1.H0(BarMER(E/ M1 1））上の余加群のなす聞は同（R1f*Q1）の拡大
の繰り返しで得られてている l進麗で号でのファイパーが gradedquotientと
com patめたになる直和分解をもつもののなす圏と同値となる。

バー・スペクトル系列の Ei-termLこ現れる加群は

Ext~ER(E/M1,1) (Vしら）口 H0ffiGL(2) (Vi，咋＠九） ®H~ （M1,1,et, Vi(R1 f*Q1)) 

と計算される。ここで H~ （） 誌 continuous etale cohomologyである。したがっ
てBαrMERのパー・スペクトル系列に閲する diはカップ積

H~ （M1,1,et, Vi(R1 f*Q1))) R H~ （M1,1,eわち（R1f*QL))) 

→ H;(M1,1,et, (V1 R Vi)(R1 f*Q1))) 

を計算することにより原理的にはわかることになる。
Eichler-Shimura問型および、 continuousetale cohomologyに関するHochschild-

Serreのスペクトル系列を用いると、つぎ、の事が結論される。

命題 2.2(c.f.[HM]). 

Qz (n=O,p=odd，三 3)

0 (n = O,p =even，三2)

H~ （M1,1,et, Symn(R1 f*Qt)(p)) '.'.::::'. ~ 0 (n =odd之 1)。（n=even，三 2,pチη 十 1)

Ql (n =evenヲさ 2,p=n十 1)

2.2. Hodge実 現 苅 を M = Mi1のコンパクトイヒとし δをその境界とす
る。 f:E→ M Lこ対して relativede Rham cohomology V ＝吟n(E/M）には
Gauss側 Manin接続が入る。 Eの刃上のコンパクト化f:E→刃をとり Dを茸
の境界とするologarithmic relative de豆hamcohomoloty R* f* ( n]; ／刃（logD /log 8)) 

を考える事によりま上の対数的接続

V:V→Ok(logD）替予
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寺主h友秀 5 

に延投される。上のvにはrelativelogarithmic de Rharn cohornologyとしての
Hodge filtration Fがはいる。 ν聞をvをS仰に制限した層とし、 V= R1 fan*Q 
とおくと、これはんらη 上の罵務系となる。さらに自然な需型

comp: V⑧ C::::: Ker（ναη →n1α叫⑧ Van)

が比較定理かち得られる。このとき VHg口 （（V,V', F), V, comp）主る 3つ題み
を考える。このタイプの3つ組をん4上の Hodgetripleという。 Hodgetriple 
VHgに対してv：；ゃSymn(VHg）が対数接続のテンソル積とフィルトレーシヨ

ンのテンソル穣を捷って定義することができる。張。dgetriple Lこ対して inner
hornや Tatetwistも定義されて、

HomHg（内mn1(VHg)(p1), Sνmn2 (VHg)(p2)) 
＝（行om(Sym ni (V）訟は，Sym向（ν）（p2)),

行om(Symn1(V)(p1), Symn2 (V)(p2)), comp) 

もHodgetripleとなる。より一般に GL(V）の表現W に対しても豆od話etriple 
W(VHg）が定義され、合成

HomH9(W2(VH9), W3(VHg)) 0 HomH9(W1(VH9), W2(VH9)) 

→H OfiHg(W1 (VHg）ヲW3(VH9))

がん4上のHodgetripleの射として定義される。

Definition 2.3. WHg口｛｛高R,vラF),W討をM 上の Hodgetripleとする。

(1) WHgのDelignecomplex Av(WHg）を

ベ（問内Ri堵岡山町））→ I'GDR1ぷ時！MaJ]
で定義する。ここで DRは接続に対する deRham complex, Fは de
Rhαm com pl切に対する Hodgefiltration, GはGodementresolutionを
表す。

(2) Deligne cohomology Hfv(M, WHg）を

Hb(M, WH9) = Hi(Av(WH9)) 

によって定義する。これは、通常の定義と一致する。

simpleicial Godement resolutionの積構造と、 Alexander刷 Whiteny積を用い
てW1Rlむ→ W3なる註odgetripleむ射があるとき、

Av(W1) 0 Av(W2）→Av(W3) 

主る等畿を得る。この積構造を舟いて、 Deligneバ…護持Bα匂 （E／んのが

Barv(E/M）η 

立 φ% 丸 Efrr(GL(V）） η号Aη（H叫九一1

φAv(H側 i-I9(Vo（陥 g），九（陥g)
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日 Beilinson予想と混合楕円モチ…フ

とDelignecomplex に関する積写像を用いて定義される。この写像はregulator
mapをパー・複体のレベルで考えたものになっている。 J進etale実現のときと
持援にして

H0(Bar(E/ M）） → H0(Bαrv(E/ M)) 

なる準向型が定義される。混合務内モチーフのとき泣 1進etale実現のときと
同様にパー・スペクトル系列が定義されるが、そのE1-termを計算する基本的
な写像は

(2.1) Hb(M, V1(VH9）） φH1(M，九（VH9）） 吋 Hる（M，（問的ち）（VH9))

である。二つの積（1.3）と（2.1）は reg抵抗ormap 

r: HkEM(E/M)(Vi）→Hfv(MぅVi(VH9))

とcompatibleである。言い換えれば図式

Hit側担／んの但） 0 HirEM(E/M）（九） 竺盟今

rRr↓ 

H与（M ぅV1(VH9）） ⑧Hb(M，ち（VH9)) ~今

vη

匂

8

W

竹

川
約
’
川
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3. EICHLE品志村同盟と EISENS叩 INELEMENT 

Symn(VH9)(p) = S1I9(p) = (S':J:R(p）ヲSB(p),comp）と書く。このときDeligne

cohomologyの定義から、 nを正の偶数として

H与（M,S1I9(n÷1))

思 Ker(n主山iHη＋1 H1(M’pn十

となるO Eichler－志村岡型によると、

H主（MヲS1B何十 1))~ H~.叩p(Mヲ S:B(n 十 1)) eQ 

H;usp(M, S.B(n + 1））③ C::::::.Sπ＋2 EB瓦石

なる分解がある。ここで Sn十2は識さ n十 2の保型尖点形式の空間でホッジタ
イプは （n+ 1, 0) + (0, n + 1）である。従って Hb(X,S'H9（η＋ 1))::::::. Qを得る0

Beilinson~こより regulator ヰ畿の

HirEM(E/M)(Syrr門V)(n+ 1））→ H1(M,S'H9(n十 1))

は非自明であることが知られている。これはシンボルを用いた表示から直接
Deligne cohomologyの交叉理論と周期積分を計算することにより求めることも
できる。 Hる（ん1,SHg（η十1））の生成元を異体的に表そうοん1~ SL(2, Z)¥Hな

る同型な考える。ここでH ｛ァ εCIIm（ァ） > O｝でSL(2,Z）はァに gr＝舗
で作用する。さらに多項式環Q[u,v］；こ誌 （＃g(u）包，＃g（υ）） = (u,v)g-1で環準
阿型として右から作用し、 H上の関数にはグとして右から作用する。従って

ri口 r(H,n主RQ[u, v]n), r0 = r(H, OHR Q[uグ］n)
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寺柚友秀 7 

にも SL(2,Z）がおから作用する。 Z1(Q[u,v]n)= Z1(SL(2,Z),Q[u,v]n）を
Q[u, v]n；こ鐘をもっ SL(2,Z) 1-cocyleの空間とする。

zlJ = {(ezar, ean, es）ε（fl )SL(2,Z）φr0 EB Z1(Q[u,v]n) I 

dean = ezar, oean = es} 

ここで6註群のチェインに対する数分である。このとき次の命題が成立する。

命腿 3.1. (1) Z｝， →H},(M,S1H9（η ＋ 1））なる全射が定義される。
(2) 

Ezar口（27ri)n+l仇 +2(T}(TU＋υtdT 

Ean立（27ri)n÷1~ / (En十2（γ）-co)( Tu十 v)ndT
l J ;=Too 

(TU 十り）η＋1-yn十1)
、＞--n！（（η 十 l)un

1n+l)x J 

Es(g) =Ea托 ・g-E.α托

とすると （Ezar,Ean・EB）なる組は Z｝， の元を定める。さら』にその
Hi,（ん1,S1H9（η＋ 1））における像Enは生成元となる。 EnをEisenstein
elementという。

4. EISENSTEN ELEMENTのINTERSECTION

cup product (2.1）における EnとEmの像を計算する。微分作用嬬写像

D ＝ 一三一一~ーとおき、写像ど 栓
δ包1δむ2 8u28む1 n 

Iふη ：Q[u1,v1]n R Q[u2, v2]m→ Q[u,v］π＋m 2s: 

f(u1,v1)Rg（町，v2)f--+ D5(!. g) lu1=u2=u,v1=v2＝り

と定義すると SL(2）の表現としての写像となる。これを用いて

Hi:,(MラS1Hg（η 十 1))R Hi:,(M, Sf}9(m十 1))

H't(M, SH:9 R Sf}9（η 十m+2))

五乙H't(M,S~~m-2s （η 十川＋ 2 -s)) 

なる写像が得られる。この章では I~ m(En U Em）保型L関数の特殊備で表示
する。これは Beilinson予想の特別な場合となっている。この結果については
未出版のSchollの草稿に証明のアウトラインが書かれているが、そこでとられ
ている方法とは異なるものである。詳しい計算については現在論文を準備中で
ある。この鍾を議くのに realDeligne cohomology老用いるo Whgをんf上の
Hodge tripleとして、 realDeligne complex Av(WH9, R）な

叶（問問log陥 RC）山川R））→ I'GDR1og(
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8 Beilinson予懇と混合構丹モチーフ

と定義する。 Delignecohomologyと同様に realDeligne cohomologyを

Hf,（ノレ｛， WHg)R = Hi(Av(WH9, R)) 

と定義する。このとき印然な準同型

Hf,(M, WH9）→ Hf,(M, WHg)R 

が定まる。このとき η十m-2s= lとおくと、戸川村H1(Mαn,C)= Oなので

Hi:>(M, Sk9(l十 2十s))R

'.:::'.C蜘（時凡sz0伽肝

となる。従つて

時 （M ぅsk0(l+ 1 + s））⑧R ーと→ Hi:>(M,Bk0(l + 2 + s))a 
"' (2官 i）一1 ,, 

なる同型を得る。さらに古典位相空間としての複蕪共役と複素係数の実係数上
の複素共役を用いて二l::-partを定義して、

（碍（M,Sk9(l十 1十 s))0 R）一~（吟（M,Bk9(l + 2 ＋州）＋
(2πi)-1 

この需主の逆写f象を ψとおく。註舟の昆所有諜サイクyしγ＝[Oi, ooi］と
♂一

と書く。

定理 4.1（主定理）.cp（けを重さ Z+2のHecke作用識に関する正規化された悶
有形式とし、

J ilm（ψ（T)(uT + v)1dT) (s is even) 
r(f）口｛l Re（ψ（T)(uT ＋り）1dT) (s is odd) 

とする。このとき

λ粍，m,s(cp）ヤヤLγ恐♂－svm-s)= （γ｛ァ〉， ψ（J~，m(En U Em)) 

が成立する。ここで

入n,m,s(cp）口 η！m!(n+ m + 1 -s)!L(cp, n十 間 十 2-s) 

であるO

Remark4.2.この範聞ではL関数のオイラー積表活から L（ψ，n+m+2-s)-:/::0 

であることが容易にわかる。
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