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1準備
　この報告集では，ネフ（nef）や巨大（big）などの基本的な用語は［KoMlまたは［KaMM］に従って用いる．ま

た全て複素数体上の仕事である．特に対数的特異点解消と対の特異点に関して，次のような用語を用いる．

定義1．1．準対数的対（X，△），すなわち，正規多様体XとQ一ヴェイユ因子△で，κx＋△がQ一カルティエに

なる対，に対してその対数的特異点解消ψ：γ→Xとは，次を満たすものである．

ωγは非特異多様体，

〔2戊ψは射影的双有理射，

〔のψの例外集合Exψが因子の和集合であり，Ex（ρUSuppψ；1△は単純正規交差，ここでψゴムは△のψ

　　によるγ上の厳密変換である．

定義1．2．準対数的対（X，△）で△の係数が全て1以下なものに対して，その対数的特異点解消をψ：γ→X

とする．対数的標準束公式を次のように書く．

　　　　　　　　　　　　　　　κY＋ψ；1△一ψ＊（Kx十△）＋Σ・’瓦，

ここで瓦はγ上のψ一例外素因子である．このとき，

　r1ノもし，すべての乞に対して偽〉－1が成り立ち，かつ△の係数が1未満のとき，対（X，△）は準川又対数

　　　的端末（subklt）対であるといい，特に△が有効のとき，単に川又対数的端末（klt）対であるという，

　〔2ノもし，すべての乞に対して碗〉－1が成り立ち，かつ△が有効のとき，対（X，△）は因子的対数的端末対

　　　（dlt）であるという，

　r3戊もし，すべてのiに対してαε≧－1が成り立つとき，対（X，△）は準対数的標準（sublc）対であるといい，

　　　特に△が有効のとき，単に対数的標準（1c）対であるという．

2　アバンダンス予想について

次の予想がアバンダンス予想と呼ばれる．

予想2．1（アバンダンス予想）．対（X，△）を射影的対数的標準対とする．このとき〃（Kx＋△）＝κ（κx＋△）

が成り立つ．さらに，もしKx＋△がネフの時，それは半豊富である．

ここで，Q一カルティエ因子Dが半豊富とは，十分割り切れる自然数m＞0に対して完全線形系lmDlが固定
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点自由である時を言う．

　擬有効（pseudo－e任ective）因子Dと豊富因子．4に対して，

〃（、4，D）－m・x｛ん∈2≧。llim・upWkdim∬°（X，・mD・＋A）＞0｝，

　　　　　　　　　　　　η阜→oo

〃（D）＝max｛μ（・4ヌD）ト4　is　ample｝

　と定義する．擬有効でない因子Dに対しては〃（D）＝－ooと定義する．注意としては，〃（D）は〔珂の中では，

κσ（D）という記号が使われている．

予想2．1は極小モデル理論においてとても重要な予想である、実際，川又対数的端末対の擬有効対数的標準

因子κx＋△に対して，〃（Kx十△）＝κ（κx＋△）が成り立つなら，（X，△）の極小モデルの存在が従う（c£

｛GLI，［DIIP，　Renlark　2．61）・

とくに，次元による帰納法を行っている場合では，極小モデルの存在は，実際は次の非消滅予想から従う（c£［B］，

lG4］，　PHP言Sec垣◎嚢8D．

予想2．2（非消滅予想）．非特異射影多様体Xに対して，標準因子Kxが擬有効ならば，κ（κx）≧◎．

　まず，3次元以下の予想2．1は，藤田氏，川又氏，Kollar氏，森氏，宮岡氏，　Shokurov氏らを始めとする様々な

人らの貢献により肯定的に知られている、一般次元では，△＝A＋Bと書け，、4が豊富かつBが有効因子とと

れる因子的対数的端末対（X，△）に対しては，［BCHMIにより予想2．1が成立することが知られている．さらに，

〃（κx十△）＝0の場合も知られている．それについて少し解説する．

2．1数値的小平次元ゼロの場合

まず次の結果を得る．

定理2．3．対（X，△）を《芝分解的射影疏対とする．さらに〃（κx＋△）＝◎を仮定する．このとき（X，△）は

極小モデルを持つ．

　筆者が［G3］を完成させたあと，　L砿i6氏に教えてもらったのだが、残念ながら定理2．3はklt対の場合は既に

D灘e1氏により知られていた（c£pl）．しかしこの議論はIBCHMIの議論をより精密に用いることにより，dlも

対に拡張することができる．さらに，［G3，　Theorem　1．2］と合わせると次の川又氏，　Campana－Koziarz－P汕n氏

らによって証明されたIc対に対する数値的小平次元0のアバンダンス定理（［Ka2Dの別証明を得る．

定理2．4．対（X，△）を射影ξc対とする．さらに〃（頁x◇△）≡Oを仮定する．このときκ（茸x率△）＝Oで

ある．

　定理2．4はkltの場合，中山氏によって証明された（［N，　V，4、9　CorollaryD、その後この証明とは全く異な

るSimpso頁の結果（｛SimDを用いた証明を川又氏（〔Ka2D，　Campana－K◎zi3泣一P激n氏ら（｛CKPDがつけ，そ

の結果，1cに拡張した．今回の証明は中山氏が用いた証明の方向でのIc対への拡張である．我々の証明には

S泣ps◎nの結果は必要ない．

　今から，定理2．3の証明の概略を述べる．まず十分豊富な因子∬で（X，△）についてのスケール付き

MMP（極小モデルプログラム）を動かすためのスケールになるものを取ってくる．それを用いてスケール付

きのMMP（X，△）一一◆（X，，△∂を走らせる．このとき，定義により，λ4という非負な広義単調減少な数列

がκx．＋△乞＋λ‘疏がネフとなるように現れる，今，λ乞の極限をλとする．極限λが0でない場合，列

（X，△）一一＋（X傷，恥）は（Kx＋△＋；λH）－MMPとなり，［BCHM］により停止する．したがって，λ＝0とし

てよい．今，列（X，△）一一予（元，△∂が停止しないとする．このときXを十分先の元に取り替えることで，列
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（X，△）一一予（Xτ，△∂をフリップの無限列としてよい．さらに，κxる＋△汁九疏がネフなので，λ＝0に注意す

るとκx＋△は数値的に固定因子を持たない因子の極限と同値になる，これはκx＋△の因子的ザリスキー分

解の負部分が0であることを導く，また，今〃（κx十△）＝0なので，κx＋△の因子的ザリスキー分解の正部

分も数値的にoである（c£［N，v，2．γProposition（8）D。この結果，κx＋△≡oとなり，列が停止しないこと

に矛盾する．

　次に半対数的標準対に対する予想2．1を考える．ここで半対数的標準対は次のような定義である．

定義2．5．純∂次元被約52一スキー一ムXと，その上のQ孫数有効ヴェイス因子△にっいて，《芝係数ヴェイユ

因子ざx＋△が《芝カルティエ因子であるとする．さらにXが余次元1で正規交叉を仮定する．既約分解を

X≡UX乞とする．正規化を〃lX’：＝日X；→X＝UX，とする．ここでいう正規化とは各既約成分を正規化

をして非交和をとったものをさす．スキームX’上のQ一因子θをκx’＋0：＝〆（κx十△）を満たす因子とし

て定義する，そして軌：＝◎lxξをおく．この対（X，△）が半対数的標準対（略して，　slc対）とは，（X｛，ぽ）は～c

を満たすときをいう．

　さらに，我々はslc対に対する予想2．1は，対数的標準因子がネフである場合のみを考えるのが妥当である．な

ぜなら，K◎U益r氏による標準環が有限生成でない極小でない半対数的標準曲面の例［Ko，　Pr◎pos三tion　liが存在

する、実は，この例はslc対に封する極小モデルの存在は通常の意味では期待できないことを示唆している．し

たがってslc対に対するアバンダンスはネフを仮定する．以下がIG2］の主定理である：

定理2．6．対（X，△）を射影的半対数的標準対とする．さらにκx＋△三◎を仮定する．このときKx＋△～⑪◎

が成り立つ、

　この定理は藤野の貼合わせ理論［F1］と［BCHM］を組み合わせて得られるが，その後，藤野氏と筆者は共同研

究［FG］で定理2．6を完全に一般化した．次にその解説を行う．

3　Skアバンダンス

次が【FGIの主結果である：

定理3戊．対（X，△）を射影的半対数的標準対とする．ジ：（Xノ◎）→（X，△）を定義2．5に現れる正規化とする．

このとき，もしκx’＋eが半豊富なら，κx＋△も半豊富である．

　先行研究を少し説明する．［F1］以前の説明は［藤野］を見てほしい．2010年に筆者が［G2］で〃（Kx＋△）＝0

の場合に定理3．1を証明した．その後，2011年，［FGIで藤野氏と筆者は定理3．1を一般の場合に証明した．最近

では，定理3．1の相対版が［HX】で証明されたようである．彼らの証明は後に説明する定理4．1とコラーの貼合

わせ理論を用いる．

　定理3．1は，一般型多様体のモジュライのコンパクト化の話でも登場する大切な定理である。しかしながら

我々の主な興味は予想2．1にある．予想2．1を証明するために次の3つが鍵と思わている．

　1。lc　ce就erの構成法，

　2．拡張定理の一般化，そして，

　3、既約の場合のアバンダンス予想から可約の場合のアバンダンス予想を導くこと．

定理3，1はこの3．が完全に解決したことになる．

　異体的に，今，π一1次元までの予想2．1と予想2．2を認めてn次元非特異多様体Xに対して予想2．1の証明

を試みよう．実はこの予想2．2が最も難しいところであると思われている．
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例3．2．まず，π次元非特異射影多様体Xに対して，予想2．2からある有効因子Dが存在して，0～QκXがわ

かる．また～庇ヌ，職eoアem　7wより，κ（Xx）＝Oとしてよい．さらに対数的特異点解消をとることでヌSuρp．D

は単純正規交差であるとしてよい．今D＝Σ砲Dε（ατ＞0）と書ぐさらに△篇Σε．ぴとする．このとき，

（X，△）は因子的対数的端末対であり，κ（κx＋△）＝0はすぐにわかる．実は，

◎≦ン（κx）≦ン（κx→一△）

より，この〃（κx十△）＝0がチェック出来れば十分である．ここがいわゆる，1，のステップである．μηより

今の仮定の下では極小モデルの存在が自由に使えるζ〔♂／砲ノ，ρ踵P，ぷe臨領幼．従って，対（X，△）の極小モ

デル∫：X－⊃γが存在する．今，∫，（κx十△）～QOが成り立つとする．このとき〃（Kx＋△）＝0は直ちに

従う．従って，∫．D≠0としてよい．今△の構成から，　Supp△＝Supp　Dである．記号を●灘∫．△と置くと，

S≠Oかっ，κγ÷5がネフとなる．随伴公式より，（1ζY十S）15＝κ3十△5が成り立つ△5が構成できる．こ

こで現れる（51，△3）が，輪対である．ここを直接既約にする程の自由度は，今，このXは持っていない．ステッ

プ2のセクションの拡張，すなわち十分割り切れる大きな整数mに対して，

H◎（γ，m（κY十5））→∬◎（θ，m（κs＋△s））

が全射であることが期待できる6実際，（S，△5）が既約雄対の場合は大沢・竹腰の拡張定理の応用により証明で

きる｛♂ρ盈巧ノ今，π一1次元までの予想幻の仮定から，（5，△s）の各成分上では，κs＋△8は半豊富はわ

かる．ここでステップ3、のκs＋△3は5上半豊富か？という問題になる．しかし，ここは定理3．1により，

1ζ8十△8は半豊富．従って，κ（κγ十S）＝0かつ

SUPP　5＝SUPP∫＊DニSUPP∫＊（D十8）

なので，

H◎（Y》m（κy十5））→が（3，〆κ3＋△5））

はゼロ射のはずである．これは矛盾であり，∫。D驚0である乙とがわかる．注意としては，川又の固定点自由化

定理や但0醐のような設定の元で5の作り方に自由度があったので，（S，△3）が雄にとれた、従って，定理

3．1のような定理が必要なかった．

4　藤野の貼合わせ理論

　ここで［F1］の貼合わせ理論を説明する．この理論は最近，　Koll6r氏がさらに発展させた．藤野の貼合わせ

理論は切断の貼合わせを行う．基本的に大域的な場合にのみ有効である．それを発展させたコラーの貼合わせ

理論は，多様体を貼合わせるので局所的状況においても応用できる．定理3．1の証明において，鍵となるのは，

8’∈HO（X’，m（κx’十〇））をX上にデサントさせる条件を見つけて構成することである．記号を3＝しO」と

する、ここで且多重標準表現を導入する．定義は次で定められる．S茎c対（X，△）に対して，まずp：X－一◆X

が且双有理写像とは共通の対数的特異点解消α，β：W→Xがψ。α昧βとα＊（κ♪（十△）＝β＊（κ．x＋△）を

満たすように存在する固有的双有理写像のことである．さらに，

ρm：Bir（X，△）：＝｛ψlX－一ウX｛1ρ1まB一双有理写像｝→GLc（H◎（X，　m（κx十△）））

　は引き戻しで定義される自然な群準同型写像である．これをB一多重標準表現または対数的多重標準表現と

呼ぶ．

　今，ρ肌（Bir（3，　es））が有限群だとする，ここで03は（1ζx’＋θ）ls＝κ8＋◎日で定まるQ咽子である．こ

のとき十分大きく割り切れる自然数m’にmを取り替えることで，HO（5，γπ’（κs十θ5））の中ではBir（S，　Os）一
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不変切断‡が存在する．このτがX’上の切断3∈HO（X’，m’（κx’＋θ））として持ち上がれば（拡張定理），マイ

ヤー・ヴィートリス系列を用いた議論により，8はX上にデサントする．さらに実際，ここで用いる拡張定理は

Kx’＋θが仮定より半豊富なので，コラーの単射性定理と［BCHM｜レベルのMMPを用いたファイバー空間の

幾何学的考察により証明できる（c£［F1，　Proposition　4．5］）．従って定理3．1は以下の定理に帰着される：

定理4．1．対（X，△）を射影的対数的標準対とする．さらにKx＋△が半豊富を仮定する．このとき十分大きく

割り切れる自然数mに対してρm（Bir（X，△））は有限群である．

　この定理の我々の証明は［F1］と［G2］の議論を素朴に一般化したものである．定理4．1は［HX］で別証明が与

えられたようである．彼らの証明も［F1］と［G21の結果に依存している．定理3．1の相対版を証明する場合でも

必要な有限性定理は絶対版でよい．

　次のセクションで詳しくこの定理の説明を行う．実際［FG］はこの定理を主に扱い証明をしている．

5　対数的多重標準表現の有限性

　定理4．1の証明のために，m（Kx＋△）がカルティエ因子となる自然数mに対して，　Bir（X，△）よりも大きな

群であるBirm（X，△）を考える必要がある．定義は次のようである：

藍一（X，△）一 ｛・∈B廿（x）：蕊1（差瓢え鵠｝，

ここでg＊は有理型関数係数のm重η形式としての引き戻しである．このBirm（X，△）に対して，表現

礼：Birm（X，△）→GLc（HO（X，　m（Kx十△）））．

を考える．実際，この表現に対する有限性も成り立つ：

定理5．1．対（X，△）を射影的5μb雄対とする．さらにm（Kx＋△）がカルティエ因子であると仮定する．この

とき蕗m（Birm（X，△））は有限群である。

　定理5．1の主張は中村氏一上野氏，Deligne氏らによるコンパクトモイシェゾン多様体上の多重標準表現の有

限性（c£［NUDの対数版となっている．この証明は酒井氏の［S］と同様な手法の開多様体のコンパクト化と有

理型関数係数の多重π形式の可積分条件を考察することで得られる．注意としては，定理5．1の主張の中には

κx＋△が半豊富である必要すらない．対数的標準対でもκx＋△が巨大な場合も半豊富性は必要ない．

定理5．2．対（X，△）を射影的対数的標準対とする．さらにm（1ζx＋△）が巨大なカルティエ因子と仮定する．

このときρm（Bir（X，△））は有限群である．

証明のアウトライン．Dlt爆発（cf［KoKov，　Theorem　3．1］，［F2，　Section　4Dを用いることで，（X，△）をdlt

と仮定してよい．さらに定理5．1より，S：＝L△」≠0としてよい．小平の補題より，十分割り切れる自然数

m’〉＞0をとり，m’（1（x十△）～S＋Dm’となるような有効因子Dm’をとる．任意のg∈Bir（X，△）に対し

て，Supp　g＊8＝Supp　5が成り立つ．その結果，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9＊5≧8

である．したがって，

邸△）・恥（　　　1元△一㌃s）・

となる．対（X，△－1／m’5）はsubkltなので，定理5．1より，∂m’（Bir（X，△））は有限群その位数をαとする．
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　このとき，Bir（X，△）一不変でゼロでない切断3∈1fO（X，α（m’（κx＋△）－5））が得られる．切断8を用いて，

埋め込み
　　　　　　　　　　HO（X，　m’m（κx十△））⊆110（X，（m十m’α）（κx十△）一α5）．

が得られる．対（X，△一α／（m＋m’α）3）はsubkltだから，

　　　　　　　　　　　　　　蘇・品（藤一（エムー＝ピ））

は，定理5．1よりき有限群．特に，万m柵・α（B輌r（X，△））もまた有限群．したがって，ρm（B茸X，△））が有限群であ

ることがわかる、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　実際定理4．1は次の形で証明される．

定理5．3．対（X，△）をη次元射影的対数的標準対とする．さらにm（κx＋△）が半豊富なカルティエ因子であ

ると仮定する．このときρm（Bir（X，△））は有限群である．

証明のアウトライン．次元πによる数学的帰納法で証明する．定理5．2と同様D1も爆発を用いることで，（X，△）

を飽と仮定してよい．さらに定理5．1より，5：＝L△」≠8としてよい、射∫：X→yを十分大きくて割り切

れる自然数ゐに対して悟（Kx十△）｝で定まるものとする．△の∫についての水平方向を△為と書く．水平方向

の切り下げ部分L△㌧が◎であるか否かで場合分けを行い証明する．

ケース1．L△㌧≠0．

　己の場合，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬o（X，m（κx十△）－8）＝0

となる、したがって
　　　　　　　　　　　　∬o（X，Ox（m（κx十△）））→HO（T，0θ（m（κ3十△5）））

は単射，ここで△sはκ5÷△5＝（κx十△）lsで定あられる因子である．今，双有理写像ヨ∈B域X，△）を固

定する．この場合はlcセンターの幾何学的考察（c£IFG，乙emma　2．16Dを行うことにより，特｝こあるlcセン

ターたちの非交和丁＝Uゴ乃が存在して，双有理写像gはZ1上の双有理写像9T：T－一今rを誘導し，さらに

　　　　　　　　　　　　　∬°（x，m（κx十△））⊆㊥H°傷，m（κ財△乃））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

が成り立つ，ここで△乃はκち＋△隅＝（κx十△）1乃で定められる因子である．したがって1cセンターの有

限性と帰納法の仮定からgには依存しない正の整数1が取れて，glはHO（x，m（κx十△））上自明に作用する．

よってバーンサイドの定理より，み（Birm（X，△））は有限群である．

ケース2．〉△㌧＝§．

　この場合は標準因子公式を用いる．つまり，次の公式が成り立つ：

　　　　　　　　　　　　　　　　．κx＋△x－∫’＊（Kγ＋△γ＋M），

ここで

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　△Y一Σ（1－・Q）Q，

因子Qはγ上の素因子で

　　　　　　　CQ－sup｛鵬∈剣κX’＋△X梓き∫抽9　is　s画C・ve曲e　genericρ・inも・f　Q｝．
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　であり，．Mはモジュライ部分と呼ばれるQ一カルティエ類である．多様体X上で十分爆発を行うことにより，

Supp△三1⊂Supp∫’＊ムラ1を満たし，かつMが双有理変換により関手的であるとしてよい（c£［A1，　Theorem

O．2］）．したがって，定理5．2の証明と同じアイデアで証明が完成する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

6　応用

応用として，次が証明できる．

定理6．1（［G1，　Theorem　1．7］）．対数的対（X，△）を対数的標準弱対数的ファノ対とする．このとき，（X，△）の

任意のIcセンターが高々1次元ならば一（Kx十△）は半豊富である．

実際，lcセンターの次元が2以上では反例がある（［G1，　Section　5D．これは［S，2．6．　Remark－CorollaryJ，［P，

11．11の問題の反例でもある．

　また同様な手法で次も得られる、

定理6．2．対数的対（X，△）を射影的対数的標準対とする．さらにKx＋△がネフかつ巨大であると仮定する．

このとき，（X，△）の任意の↓cセンターが高々1次元ならば（Kx＋△）は半豊富である．

また一般型多様体の自己同型群の有限性との関連で次のようなことが証明できる．

系6．3．対数的対（X，△）を射影的対数的標準対とする．さらにκx＋△が巨大であると仮定する．このとき，

Bir（X，△）は有限群

証明．因子Kx＋△が巨大だから，十分大きな自然数m＞＞0に対して，　m（κx十△）は双有理写像X－→

γ⊆P（HO（X，　m（Kx＋△）））を定める．　X上のB一双有理写像はP（HO（X，　m（κx＋△）））上の自己同型射で，γ

上で自己双有理写像となるものを誘導する．このことから，定理4．1より系6．3は従う．　　　　　　　　　□

同様な証明により，次もわかる．

系6．4．対数的対（X，△）を射影的5励雄対とする．さらにKx＋△が巨大であると仮定する．このとき，十分

大きく割り切れる自然数m’が存在して，Birm’（X，△）は有限群
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