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概要

セシャドリ定数は豊富な直線束の局所的な正値性を測る不変量である．本稿では

セシャドリ定数と定義多項式の次数の関係を概説する．本研究は三浦真人氏との共

同研究である．

1 導入

多様体などはすべて複素数体 C 上で定義されているものとする．射影代数多様体 X

上の豊富な直線束 L はある種の正値性を持っているので，以下の問は自然なものと思わ

れる．

問 1.1. Lの正値性はどうすれば計れるだろうか？

Lの正値性をはかる基本的な不変量として体積 LdimX がある．もちろんこれは非常に

重要な不変量であるが，体積だけでは必ずしも十分とは言いがたい．

例 1.2. X = P1×P1, L1 = O(k, k), L2 = O(1, k2)とする．この時，KX +L1 は k ≥ 2

の場合は基底点自由であり，k ≥ 3の場合は非常に豊富である．一方 KX + L2 は有効的

でさえない．

この例のように，二つの直線束の体積が同じでもその随伴束の振る舞いが大きく異なる

場合がある．随伴束の視点からは，L1 のほうが L2 よりも正値性が大きいとみることがで

きる．

20年ほど前に Demaillyは豊富な直線束の局所的な正値性を測る不変量であるセシャド

リ定数を導入した [Dem]．
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定義 1.3. 射影代数多様体X 上の豊富な直線束 Lと点 p ∈ X に対し，Lの pにおけるセ

シャドリ定数 ε(X,L; p)を

ε(X,L; p) := max{ t ≥ 0 |µ∗L− tE がネフ }

と定める．ここで µ : X̃ → X は pでの爆発 ，E = µ−1(p)はその例外因子である. また

ε(X,L; p) = inf
C

{
C.L

multp(C)

}
という同値な定義もある．ここで下限は X 上の既約かつ被約な曲線 C で pを通るものに

対してとり，multp(C)は C の pにおける重複度である．ε(X,L; p) =
C.L

multp(C)
となる

曲線 C を Lの pにおけるセシャドリ曲線と呼ぶ．

注意 1.4. セシャドリ曲線が存在しない例を筆者は知らない．ただし，セシャドリ定数が

有理数でない例があれば，それはセシャドリ曲線が存在しない例にもなっている．セシャ

ドリ定数が有理数でない例を見つけることは，セシャドリ定数における未解決問題の一つ

である．

セシャドリ定数の簡単な例を見てみよう．

例 1.5. (1) 任意の点 p ∈ Pn に対し ε(Pn,O(1); p) = 1.

(2) 任意の点 p ∈ P1 × P1 に対し ε(P1 × P1,O(a, b); p) = min{a, b}.
(3) 非特異 3次曲面 S ⊂ P3 に対し

ε(S,OS(1); p) =

{
1 S 上に点 pを通る直線が存在する場合，
3/2 S 上に点 pを通る直線が存在しない場合.

これらの場合はセシャドリ曲線を具体的に見つけることができる．(1)と (3)の前者で

は p を通る直線が，(2) では p = (p1, p2) に対し {p1} × P1 もしくは P1 × {p2} の少な
くとも一方がセシャドリ曲線である．(3) の後者の場合は p で S に接するような超平面

H ⊂ P3 に対し C := H ∩ S とおくと，deg(C) = C.OS(1) = 3, multp(C) = 2が成り立

ち C がセシャドリ曲線であることがわかる．

セシャドリ定数は様々な興味深い性質を持っている．例えば，セシャドリ定数の下界か

らは随伴束のジェット分離やグロモフ幅（実シンプレクティック幾何学の不変量）の下界

が得られる [Dem], [MP]．また上界からは，ファイバー構造や葉層構造が得られることも

ある [Na1], [Na2], [HK]．Rossと Thomasによる偏極多様体のスロープ安定性を定義す

る際にもセシャドリ定数が用いられる [RT]．
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しかしながら，与えられた豊富な直線束に対し具体的にセシャドリ定数の値を求めるこ

とは一般には非常に難しい．例えば P3 内の次数が 5以上の非特異射影曲面についてさえ

（幾つかの評価はあるが）一般にその値は求められていない．特に 3次元以上の場合の計

算例は少ない．セシャドリ定数の詳しい扱いについては [La, Chapter 5], [B+]を参照さ

れたい．

本稿では，代数多様体 X が射影空間に埋め込まれている場合を扱う．そのような場合，

ε(X,OX(1); p)は X の定義多項式の次数を用いて評価できることを解説する．まず第 2

節では，次数 4の 3次元超曲面X について ε(X,OX(1); p)の値の求め方を説明する．第

3節では，定義多項式の次数を用いてセシャドリ定数を下から評価できることを述べる．

第 4節では，第 3節で得られた下界が幾つかのファノ多様体に対してはセシャドリ定数と

一致することを述べる．これらは三浦真人氏との共同研究 [IM]である．
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2 次数 4の 3次元超曲面の場合

X ⊂ P4 を次数 4の超曲面，pを X 上の点とする．簡単のため X も pも一般のものと

する．この節では，ε(X,OX(1); p)をどう計算するかを説明する．ここにあらわれるアイ

デアを自然に一般化することで，本稿で説明するほぼすべて（小節 4.2以外の部分）が得

られる．

p = [1 : 0 : 0 : 0 : 0] となるような P4 の斉次座標 x0, x1, x2, x3, x4 をとる．X の

定義式 f ∈ H0(P4,O(4)) は x0, x1, x2, x3, x4 の 4 次斉次多項式で f(p) = 0 なので，

f = x3
0f1+x2

0f2+x0f3+ f4 となるような i次の斉次多項式 fi ∈ C[x1, x2, x3, x4] (1 ≤
i ≤ 4)がとれる．X と pが一般なので

(f1 = f2 = f3 = f4 = 0) ⊂ ProjC[x1, x2, x3, x4] (†)

は空集合になる．

X 上の有効因子 D1, D2, D3 を

D1 := (f1 = 0)|X , D2 := (x0f1 + f2 = 0)|X , D3 := (x2
0f1 + x0f2 + f3 = 0)|X
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で定める．X 上では f1|X = −x−3
0 (x2

0f2 + x0f3 + f4)|X なので，ordp(D1) = 2であるこ

とがわかる．ここで X 上の有効因子 Dに対し ordp(D)を

ordp(D) := max{m ≥ 0 | g ∈ mm
X,p}

と定める．ただし g は pの近傍での D の定義関数，mX,p は X の pにおける極大イデア

ルである．同様に ordp(D2) = 3, ordp(D3) = 4が成り立つ．また定義より

D1 ∩D2 ∩D3 = (f1 = f2 = f3 = 0)|X
= (f1 = f2 = f3 = f4 = 0) ⊂ P4 = ProjC[x0, x1, x2, x3, x4]

であるが，(†)より D1 ∩D2 ∩D3 = {p}となる．(†)では ProjC[x1, x2, x3, x4] ∼= P3 の

なかで共通零点を考えていたが，ここでは P4 のなかで考えていることに注意する．

まず ε(X,OX(1); p)を下から評価しよう．既約かつ被約な曲線 C で pを通るものを一

つ固定する．D1 ∩D2 ∩D3 = {p}なので，ある Di (1 ≤ i ≤ 3)で C を含まないものが

とれる．Di ∼ OX(i), ordp(Di) = i + 1より，Di と C の pでの局所交点数を考えるこ

とで
i deg(C) = Di.C ≥ ordp(Di) ·multp(C) = (i+ 1)multp(C)

が得られる．従って
deg(C)

multp(C)
≥ i+ 1

i
≥ 4

3
が成り立つので，定義 1.3 より

ε(X,O(1); p) ≥ 4

3
となる．

次に ε(X,OX(1); p)を上から評価しよう．

C ′ := D1 ∩D2 = (f1 = f2 = x0f3 + f4 = 0) ⊂ P4

とおくと，定義から p ∈ C ′ ⊂ X である．また C ′ は P4 の中の 3 つの有効因子 (f1 =

0), (f2 = 0), (x0f3 + f4 = 0) の完全交差なので，C ′ の次数や重複度は各因子の次数や

重複度の積になる（f1, f2, f3, f4 が一般の元であることに注意する）．従って

deg(C ′) = 1 · 2 · 4, multp(C
′) = 1 · 2 · 3

なので，ε(X,O(1); p) ≤ deg(C ′)

multp(C ′)
=

4

3
が成り立つ．

上下からの評価を合わせることで ε(X,O(1); p) =
4

3
が得られる．この場合 C ′ がセ

シャドリ曲線になっている．
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3 定義多項式の次数を用いた下界

この節では，前節で説明した下からの評価を一般化する．

X を射影空間 PN 内の射影代数多様体，pを X 上の点とすると，定義より

ε(X,O(1); p) ≥ ε(PN ,O(1); p) = 1

が成り立つ．さらに ε(X,O(1); p) = 1となることと，X 上に点 pを通る直線が存在する

ことが同値であることがわかる（[Ch, Lemma 2.2]）．ここで直線とは，射影空間内の次

数 1の射影代数曲線のこととする．

X が 2 次元または 3 次元の場合，Bauer と Chan が多様体の次数 deg(X) :=

OX(1)dimX を用いて ε(X,OX(1); p)の下界を与えた．

定理 3.1 ([Ba, Theorem 2.1], [Ch, Theorem 1.4]参照). X を射影空間 PN 内の 2次元

もしくは 3次元非特異射影代数多様体，pを X 上の点とする. もし X 上に点 pを通る直

線がなければ

ε(X,OX(1); p) ≥ deg(X)

deg(X)− 1

が成り立つ．

この節では，上記の定理の高次元への一般化を述べる．そのために deg(X)の代わりに

次の不変量を用いる．

定義 3.2. X を射影空間 PN 内の射影代数多様体，pをX 上の点とする. 正の整数 dp(X)

を，自然な写像
H0(PN , IX ⊗OPN (d))⊗OPN → IX ⊗OPN (d)

が pで全射になるような dの最小値として定義する．ここで IX ⊂ OPN はX に対応する

イデアル層である. すなわちスキーム論的に X は pにおいて次数が dp(X)以下の超曲面

によって定義される.

以下が本節の主結果である．定理 3.1とは異なり，X の非特異性は仮定していないこと

に注意する．
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定理 3.3 ([IM, Theorem 1.5]). X を射影空間 PN 内の射影代数多様体，pをX 上の点と

する. もし X 上に点 pを通る直線がなければ

ε(X,OX(1); p) ≥ dp(X)

dp(X)− 1

が成立する．さらに任意の n ≥ 1 と d ≥ 2 に対し, ある n 次元非特異射影代数多様体

X ⊂ PN と点 p ∈ X が存在し，d = dp(X)かつ上の不等号において等号が成り立つ.

注意 3.4. 一般に，射影代数多様体 X ⊂ PN と点 p ∈ X に対し dp(X) ≤ deg(X)が成り

立つ ([Mu, Theorem 1]の証明を参照). したがって定理 3.3は定理 3.1の高次元への拡張

になっている．

定理 3.3 の証明は，本質的に第 2 節と同じである．すなわち p を通る曲線 C に対し，

X の定義多項式を “いじる”ことにより，ある i ≤ dp(X) − 1と C を含まない有効因子

D ∼ OX(i)で ordp(D) ≥ i+ 1となるものがとれる．

4 幾つかのファノ多様体の場合

定理 3.3 の下界は一般には良い評価ではない．実際 ε(X,OX(1); p) はいくらでも大き

い値を取りうるが，定理 3.3の下界はたかだか 2だからである．しかしながら，幾つかの

ファノ多様体については定理 3.3で等号が成立することを示すことができる．

定理 4.1 ([IM, Theorem 1.7]). Y ⊂ PN をピカール数 1 の有理等質空間で，OY (1) が

Pic(Y )の生成元であるものとする．Y の部分多様体 X を，次数 d1 ≤ . . . ≤ dr の超曲面

の Y における完全交差で −KX = OX(1)となるものとする．点 p ∈ X に対し X 上に点

pを通る直線がなければ,

ε(X,OX(1); p) =
dp(X)

dp(X)− 1
=

{
dr/(dr − 1) dr ≥ 2 の場合,

2 dr = 1 の場合

が成立する．

注意 4.2. X ⊂ Y を次数 d1 ≤ . . . ≤ dr の超曲面の Y における完全交差として得られる

代数多様体で, −KX = OX(i), i ≥ 2となるものとする．この場合 X は直線で覆われる

ことが簡単に確かめられる ([Deb, Proposition 2.13])．よって ε(X,OX(1); p) = 1 が任

意の p ∈ X に対して成り立つ.

従って定理 4.1と組み合わせると，ピカール数 1の有理等質空間における完全交差とし

て得られるファノ代数多様体のセシャドリ定数は計算できることがわかる．
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例 4.3. Y = Pr+3 内の次数 d1 ≤ . . . ≤ dr の超曲面の完全交差として得られる 3 次元

ファノ多様体 X = Xd1,...,dr で −KX = O(1)となるものを考える．随伴公式より，この

ような多様体はX4, X2,3, X2,2,2 に限られる．X 上に点 pを通る直線がなければ，以下が

成り立つ．

ε(X4,O(1); p) =
4

3
, ε(X2,3,O(1); p) =

3

2
, ε(X2,2,2,O(1); p) = 2.

X のファノ指数が 1なので，X が非特異の場合一般の点 p ∈ X を通る X 上の直線は存

在しないことに注意する．

定理 4.1の片方の不等号は定理 3.3から簡単に従う．実際，定理 4.1のような Y に対し

て dp(Y )は 1（Y が射影空間の場合）か 2（それ以外の場合）であることが知られている

（例えば [Li]を参照）ので，

ε(X,OX(1); p) ≥ dp(X)

dp(X)− 1
≥

{
dr/(dr − 1) dr ≥ 2 の場合,

2 dr = 1 の場合

が従う．以下の小節で逆向きの不等号の証明のアイデアについて説明する．

4.1 証明の概略：dr ≥ 2の場合

この場合，証明のアイデアは本質的に第 2節と同じである．すなわち，適当な有効因子

の交差をとることでセシャドリ曲線を見つけることができる．ただし有理等質空間 Y が

射影空間ではない場合は Y を直接切るのではなく，適当な錐といくつかの有効因子の交

差をとる．そのために直線のモジュライ空間を用いる．

定義 4.4. 射影代数多様体 Y ⊂ PN と点 p ∈ X に対し，Y のヒルベルト空間 HilbY の

部分スキーム Fp(Y )を

Fp(Y ) := { [l] ∈ HilbY | l は点 p を通る Y 上の直線 }

と定める．

Y が定理 4.1のような有理等質空間，Z を Fp(Y )の既約成分とする．定義より

Conep(Z) :=
∪

[l]∈Z

l ⊂ PN

は pを頂点とする錐で Y に含まれる．X を定理 4.1のようなファノ多様体で，X 上に p

を通る直線がないものとする．dr ≥ 2の場合，Conep(Z)を適当な有効因子で切ることに
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より X 上の曲線 C で
deg(C)

multp(C)
≤ dr

dr − 1
となるものが取れる．第 2節では，そのよう

な C として C ′ = (f1 = f2 = x0f3 + f4 = 0) をとったが，x0f3 + f4 のような式を得る

ために dr ≥ 2という仮定が必要になる．

同様の議論で以下の定理を示せる．この定理では，ピカール数や Y の特異点について

特に仮定をしていないことに注意する．

定理 4.5 ([IM, Theorem 3.1]). Y を PN 内の射影代数多様体，pを Y 上の点とする．p

を含む Y の部分射影代数多様体 X が以下を満たすとする．

i) pの近傍で, X は次数 d1 ≤ . . . ≤ dr の超曲面の Y における局所完全交差である．

すなわち r = codim(X,Y )で各 j に対してある fj ∈ H0(PN ,OPN (dj))が存在し

X = Y ∩
∩

1≤j≤r

(fj = 0)

が pの近傍で成り立つ．

ii) Fp(Y ) ̸= ∅かつ
∑r

j=1 dj ≤ dimFp(Y ) + 1．

iii) dp(Y ) ≤ dr．

この時以下が成立する．

ε(X,OX(1); p) =

{
1 Fp(X) ̸= ∅の場合,

dr/(dr − 1) Fp(X) = ∅の場合．

4.2 証明の概略：dr = 1の場合

定理 4.1 で dr = 1 の場合，Y は射影空間ではないとしてよい．すると dp(Y ) = 2

かつ dr = 1 なので，dp(X) = 2 である．よって定理 3.3 によって得られる下界は
dp(X)

dp(X)− 1
= 2となる．もし X 上に点 pを通る滑らかな 2次曲線 C が存在すれば

2 ≤ ε(X,O(1); p) ≤ deg(C)

multp(C)
= 2

がいえる．そのような滑らかな 2次曲線の存在を示す為に以下の命題を用いる．

命題 4.6. Y ⊂ PN を非特異射影代数多様体で以下を満たすものとする．

i) IY/PN ⊗OPN (2)は大域切断によって生成される．
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ii) 一般の点 p ∈ Y に対し,

dim{ [C] ∈ HilbY |C は点 p を通る Y 上の滑らかな 2次曲線 } = 2

が成り立つ．

この時，一般の点 p ∈ Y と pを含む一般の超平面H ⊂ PN に対し，pを通る Y ∩H 上の

滑らかな 2次曲線が存在する.

定理 4.1の証明の概略：dr = 1の場合. dr = 1 なので X = Y ∩ H1 ∩ · · · ∩ Hr, Hj ∈
|OPN (1)| とかける．セシャドリ定数はある種の下半連続性を持つので，上界を求めるた
めには点 pやHj は一般のもの仮定してよい．この時 Y ′ := Y ∩H1 ∩ · · · ∩Hr−1 は命題

4.6の条件 i), ii) をみたすことがわかるので，点 pを通る X = Y ′ ∩Hr 上の滑らかな 2

次曲線の存在がいえる．
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