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概要

本稿では, ファノ多様体 (Fano manifold) の自然な一般化の一つである「対数的ファノ多様体 (log Fano

manifold)」について考察する. 特に,ファノ多様体についての向井予想 (the Mukai conjecture)から対数

的ファノ多様体についての向井予想が導出されることを紹介したい.

1 導入

この報告集では,基礎体は常に複素数体 Cとする. また,極小モデル理論の用語は [KM98]に従って用いる.

1.1 ファノ多様体

定義 1.1. 非特異射影多様体 X の反標準因子, つまり −KX , が豊富なとき, X をファノ多様体 (Fano

manifold)と言う. 本稿では常にファノ多様体に非特異性を要求することに注意する.

本稿では特に,ファノ多様体の分類及び評価について主眼を置いて考える. より詳しく言うと,ファノ多様体

(や,その一般化である「対数的ファノ多様体」)について, ピカール数 (ρX で表す)の評価や,それに関連した

分類についてを考察したい.

これらの問題を考えるにあたり,まずファノ多様体は 3次元以下では完全に分類されている ([Isk77, MM81])

が,それより大きい次元ではあまり多くのことが分かっていない事に注意したい.故に,新たな不変量を導入し,

その不変量について条件を課した高次元ファノ多様体についてを考えるということは理に適っている.

定義 1.2. ファノ多様体 X に対し, X の指数 (index)を, rX で表し,以下で定義する:

rX := max{r ∈ Z>0| −KX ∼ rL (∃L ∈ Pic(X))}.

事実 1.3. 以下のファノ多様体 X は分類されている:

(1) [KO73, Fjt90, Isk77, MM81, Muk89, Wís90a, Wís90b, Wís91a] rX ≥ dimX − 2.

(2) [Wís90b, Wís91a] r := rX ≥ (dimX + 1)/2かつ ρX ≥ 2;

(a) [Wís90b] もし r ≥ (dimX + 2)/2なら, r = (dimX + 2)/2で, X ≃ Pr−1 × Pr−1.

(b) [Wís91a] もし r = (dimX+1)/2なら, X ≃ Qr×Pr−1, PPr (O⊕r−1⊕O(1)), もしくは PPr (TPr ).

(ここで Qn は Pn+1 内の非特異二次超曲面.)

本稿の主定理の一つは,上記の事実 1.3の対数的ファノ多様体への拡張版 (定理 3.5及び系 3.6)である.
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1.2 向井予想

上記の事実 1.3 (2a)は, ファノ多様体が同じ次元の二つの射影空間の積と同型となる判定法を与えた, と言

い換えることができる. 一般にこの類の主張は, 向井予想型の結果と呼ばれ, 広く研究されている. 以下に向井

氏によるオリジナルの予想を述べる.

予想 1.4 (向井予想 [Muk88]). X をファノ多様体としたとき, 以下の不等式が成立するであろう :

ρX(rX − 1) ≤ dimX.

更に, もし等号が成立するならば, X ≃ (PrX−1)ρX だろう.

筆者は最近, この向井予想を「分割して考える」ことが自然な方法の一つなのではないか, としばしば主張

している. より具体的には, 以下の予想Mn
ρ を (各自然数 n, ρに対して)考えることが自然なのではないか, と

いうことである.

予想 1.5 (予想Mn
ρ ). n, ρを自然数とする. もし n次元ファノ多様体 X が

• ρX ≥ ρかつ

• r := rX ≥ (n+ ρ)/ρ

を満たすならば, X ≃ (Pr−1)ρ だろう.

明らかに, 向井予想が正しいということと, 予想Mn
ρ が任意の自然数 n, ρ に対して正しいということは同値

である. 以下本稿では, この予想Mn
ρ (より正確にはこの予想の対数的ファノ多様体版)について考えたい.

先ほどの事実 1.3(2a)は, 予想Mn
2 の肯定的な結果に他ならない. 現在では, 以下のことが知られている (し

かしながら一般の場合は未解決である).

事実 1.6. 予想Mn
ρ は, n ≤ 5 ([ACO04])もしくは ρ ≤ 3 ([NO10])のときは正しい.

1.3 対数的ファノ多様体

以下で,本稿の主役となる対数的ファノ多様体を定義する.

定義 1.7. 対 (X,D)が n次元対数的ファノ多様体 (log Fano manifold)であるとは, 以下で定義される:

• X は n次元非特異射影多様体,

• D は X 内の被約かつ単純正規交叉因子 (simple normal crossing divisor), そして

• 反対数的標準因子, つまり −(KX +D), が豊富.

特に日本語で述べる場合, 「対数的ファノ多様体」という呼称は一般的でなく, 更にこの呼称は他の対象と誤

解を招きやすいので注意が必要である. 本稿では, X が非特異かつ D が被約単純正規交叉因子のときのみを

考察する.

注意 1.8. • 対数的ファノ多様体の定義に於いて, もし D = 0ならば, 対 (X, 0)はファノ多様体というこ

とに他ならない. 故に対数的ファノ多様体は, 非常に自然なファノ多様体の一般化の一つと見ることが
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できる.

• 対数的ファノ多様体は, 前田氏 ([Mae86])によって既に考察されていた対象である. 前田氏は, 3次元以

下の対数的ファノ多様体 (X,D)で D ̸= 0なるものをすべて分類した. しかしながら, (ファノ多様体同

様)高次元の対数的ファノ多様体は多くのことが分かっていない.

高次元の対数的ファノ多様体について分類や (ピカール数の)評価を考えるにあたり, ファノ多様体同様に,

対数的ファノ多様体に対しても指数を定義することは最早自然な発想であろう.

定義 1.9. 対数的ファノ多様体 (X,D)に対し, (X,D)の指数 (index)を, r(X,D) で表し,以下で定義する:

r(X,D) := max{r ∈ Z>0| − (KX +D) ∼ rL (∃L ∈ Pic(X))}.

ここで, 対数的ファノ多様体についての向井予想を以下で定めることにする.

予想 1.10 (予想 LMn
ρ [Fjt12b]). n, ρを 2以上の自然数とする. もし n次元対数的ファノ多様体 (X,D)が

D ̸= 0で, さらに以下を満たすとする :

• ρX ≥ ρかつ

• r := r(X,D) ≥ (n+ ρ− 1)/ρ.

このとき

X ≃ P(Pr−1)ρ−1(O⊕r ⊕O(m1, . . . ,mρ−1))

D ≃ P(Pr−1)ρ−1(O⊕r),

ここで m1 . . . ,mρ−1 ≥ 0で, 埋め込み D ⊆ X は, O⊕r ⊕O(m1, . . . ,mρ−1) → O⊕r なる標準的な射影によ

り得られたもの, となるだろう.

この予想は, D ̸= 0を課しているので, 予想Mn
ρ で考えている対象とは真に異なる事に注意する. また予想

LMn
ρ は, 指数についての条件が予想Mn

ρ での条件より弱いことにも注意しておく. この予想 LMn
ρ は, 前田氏

の分類結果から n = 2のときは正しい.

2 例

まず, 対数的ファノ多様体のいくつかの例を見る.

例 2.1. (X,D) が 1 次元対数的ファノ多様体とする. このとき X は非特異射影曲線で, また −(KX + D)

が豊富というのはその次数が正ということに他ならない. Riemann-Roch の定理より deg(−(KX + D)) =

2− 2g− degD (ここで gはX の種数)が成立するので, X ≃ P1 かつ, D = 0もしくは 1点, しかありえない.

例 2.2. (n− 1)次元ファノ多様体 Y , そして Y 上のネフ (nef)直線束 Lを任意にとる. このとき, (X,D) :=

(PY (O⊕L),PY (O)) (但し埋め込みD ⊆ X は O⊕L → Oなる標準的な射影より与える)なる対は常に n次

元対数的ファノ多様体となる.

例 2.3. 例 2.2の特別な場合として, (X,D) := (PPn−1(O ⊕O(m)),PPn−1(O))のとき (m ≥ 0) を考える. こ

のとき, 簡単な計算から, 反対数的標準因子の自己交点数 (−(KX + D))n = {(n + m)n − mn}/m となり,

n ≥ 3ならいくらでも大きくなりうる.
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3 主定理

本稿の主定理を以下に述べる.

定理 3.1 ([Fjt12b]). (X,D)を, 対数的ファノ多様体で, D ̸= 0とする. このとき, 次のどちらかが成立 :

(1) 制限から誘導される自然なピカール群の間の準同型 Pic(X) → Pic(D)が単射, もしくは

(2) X は P1-束構造 π : X → Y をもち, D は π の切断 (section).

ここで定理 3.1 (2)のときを詳しく見よう. このとき, D は Y と同型なので, 特に D は既約かつ非特異. 同

伴性より, OD(−KD) ≃ OX(−(KX +D))|D が成立. よって, D及び Y はファノ多様体であることもわかる.

更に, X は π∗OX(D)なる Y 上の階数 2のベクトル束の射影化で得られていることにも注意する.

また, 定理 3.1 (2)のとき, (X,D)の指数は必ず 1になることにも注意する. なぜなら, l ⊆ X を πのファイ

バー (≃ P1)とすると, (−(KX +D) · l) = 2− 1 = 1となる為, −(KX +D)はこれ以上割り切ることができ

ないからである. これより, もし対数的ファノ多様体 (X,D)が r(X,D) ≥ 2を満たすならば, 定理 3.1 (1)の場

合しか起こりえない. 以上の考察及び後で述べる命題 4.1 (4)等から, 次の系を得る.

系 3.2. 対数的ファノ多様体 (X,D)が, もし r(X,D) ≥ 2なら, 任意の D の既約成分 D1 に対し, 制限から誘

導される自然なピカール群の間の準同型 Pic(X) → Pic(D1)は単射となる.

次の定理は, 標語的には「向井予想から対数版向井予想が従う」ということを主張する.

定理 3.3 ([Fjt12b]).
Mn

ρ +LMn
ρ ⇒ LMn+1

ρ .

この定理と事実 1.6より, 直ちに次の系を得る.

系 3.4. 予想 LMn
ρ は, n ≤ 6もしくは ρ ≤ 3のときは正しい.

最後に, 事実 1.3 (2)の対数的ファノ多様体版を述べる.

定理 3.5 ([Fjt12a]). n次元対数的ファノ多様体 (X,D)で, r(X,D) ≥ n/2, ρX ≥ 2かつD ̸= 0なるものを分

類した. (具体的なリストは, 昨年の代数幾何学城崎シンポジウムでのポスター発表で与えた ([藤田 11])ので

割愛する.)

この定理 3.5と既存の結果等を組み合わせると, 事実 1.3 (1)の対数的ファノ多様体版が得られる.

系 3.6. 対数的ファノ多様体 (X,D)で, r(X,D) ≥ dimX − 2なるものが分類された.

定理 3.5では, X のピカール数が 2以上の場合しか考察していないが, ピカール数が 1の場合は寧ろ (系 3.6

を考える場合は)状況が簡単になっている. というのも, 対数的ファノ多様体 (X,D)で D ̸= 0なるものに対

し, もし X のピカール数が 1ならば, X それ自身ファノ多様体になり, rX > r(X,D) が成立するからである.

なぜなら, 上記の仮定の下では Dは豊富となり, −KX = −(KX +D) +D は「より豊富」となる為である.
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4 基本性質

対数的ファノ多様体の基本性質を以下に述べる. 明示的に述べられているもの以外の文献は, [Mae86]もし

くは [Fjt12a] を見て頂きたい.

命題 4.1. (X,D)を n次元対数的ファノ多様体とし, D の既約分解を D =
∑m

i=1 Di とする. このとき以下

が成立する :

(1) 自然な準同型 Pic(X) → H2(Xan;Z)が同型で, これらはどちらも有限生成で捩れを持たないアーベル

群である. 特に X のピカール数は Pic(X)の階数に等しい.

(2) 任意の i, j に対し, Di ∩Dj ̸= ∅が成立. 更に言うと, (X,D)の極小 lcセンターはただ一つに定まる.

これより特にm ≤ nが成立.

(3) 任意の 1 ≤ i ≤ m に対し, Ei :=
∪

j ̸=i(Di ∩ Dj) ⊆ Di とおく. このとき同伴性から, (Di, Ei) は

(n− 1)次元対数的ファノ多様体で, r(X,D)|r(Di,Ei) が成立する.

(4) 以下の列は完全 :

0 → Pic(D)
α−→

⊕
1≤i≤m

Pic(Di)
β−→

⊕
1≤i<j≤m

Pic(Di ∩Dj),

ここで α は制限より誘導される自然な準同型, そして β((Li)i) := (Li|Di∩Dj ⊗ L∨
j |Di∩Dj )i<j で与え

られる.

(5) (錐定理及び収縮定理 ) 曲線の錐 NE(X)は有限本の端射線で張られる. また, 各端射線 R ⊆ NE(X)

に対し, R は X 上の有理曲線のクラスで張られ, また R に付随した収縮射 contR : X → YR が存在

する.

(6) [Zha06] X は有理連結多様体 (rationally connected variety).

(7) [BCHM10] X は森夢空間 (Mori dream space). (森夢空間の定義は [HK00]を見て頂きたい.)

5 証明の方針

以下, 3章の定理の証明のあらすじを述べる.

5.1 定理 3.1の証明の方針

この証明のアイデアは, Casagrande氏の一連の結果 [Cas09, Cas11]に基づく. Casagrande氏はファノ多

様体上の因子について同様の議論を展開しているのだが, 今回のセッティングだと, (考えるべき因子がはっき

りしている為)簡潔な議論で証明することができる. 以下 (X,D)を対数的ファノ多様体で, D ̸= 0とする.

Step 1 まず, 命題 4.1 (7)でみたように, X は森夢空間だった. これより, (−D)-MMPを走らせることが

できる. この MMPは (D がゼロでない有効因子ゆえ) 必ずファイバー型で終わる. また, −(KX +D)でス

ケールをつけることにより, この (−D)-MMPは (KX +D)-MMPであるようにもとれる. このMMPを

X = X0 99K X1 99K · · · 99K Xk π−→ Y

で表すことにする.
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Step 2 次に, Di ⊆ Xi を, D の固有変換 (strict transform)とする. このとき, (詳しくは述べないが) 各

MMPのステップで Di の中の曲線が潰れることがわかる. これは収縮射のファイバーの次元の評価等から従

う (このMMPは KX -MMPでもあるので, 各 Xi は高々端末的故, ファイバー次元の評価がうまくいく). こ

の性質より, dim
(
Coker(N1(D

i) → N1(X
i))

)
は各 0 ≤ i ≤ k で不変なことが証明できる.

Step 3このMMPは (−D)-MMPだったので, π|Dk : Dk → Y は全射. よって合成N1(D
k) → N1(X

k) →
N1(Y )も全射. ここで ,全射N1(X

k) → N1(Y )の核は 1次元なので, 次のどちらかが成立する:

(1) N1(D
k) → N1(X

k)は全射, もしくは

(2) Dk 内のどの曲線も π で潰れない.

まず (1)のときは, Step 2より N1(D) → N1(X)も全射. よって N1(X) → N1(D)は単射. ここで命題 4.1

(1)より Pic(X) → N1(X)は単射. よって可換図式

N1(X) −−−−→ N1(D)x x
Pic(X) −−−−→ Pic(D)

に於いて, 合成が単射ゆえ Pic(X) → Pic(D)も単射.

次に (2)のときを考える. このとき, π のファイバーの次元は常に 1. (なぜなら, もし 2次元以上のファイ

バー F をもつと, F と Dk との交わりは曲線を含んでしまい矛盾.) ここでもし k > 0 と仮定すると, π の

ファイバー内の曲線 lk ⊆ Xk で, 有理写像 Xk 99K X の不確定部分と交わりつつ含まれないようなものが取

れる. このとき負性補題 (negativity lemma)より, (−(KX +D) · l) < (−(KXk +Dk) · lk) が成立 (ここで

l ⊆ X は lk の固有変換). lk は π のファイバー内でとったので, (−(KXk +Dk) · lk) ≤ 2 − 1 = 1 となるが,

−(KX +D)は豊富な Cartier因子ゆえ (−(KX +D) · l)は自然数値しかとりえず矛盾. よって k = 0しかあ

りえない. このとき π : X → Y は, 一般ファイバー C ⊆ X に対し, C ≃ P1, (−KX ·C) = 2かつ (D ·C) = 1

が (π が (KX +D)-負かつ D-正であることから)確かめられる. よって [Fjt87]より π は P1-束で D は π の

切断であることが証明できる.

5.2 定理 3.3の証明の方針

予想 Mn
ρ 及び LMn

ρ の仮定の下, 予想 LMn+1
ρ を導出したい. 以下, (X,D) を, 予想 LMn+1

ρ の仮定を満

たす対数的ファノ多様体, つまり (n + 1) 次元対数的ファノ多様体で D ̸= 0 なもの, 更に ρX ≥ ρ かつ

r := r(X,D) ≥ ((n+ 1) + ρ− 1)/ρとする.

Step 1 まず, D の任意の既約成分 D1 をとる. このとき対 (D1, E1) は, 命題 4.1 (3) より n 次元対数的

ファノ多様体で r(D1,E1) ≥ r ≥ (n+ ρ)/ρが成立. 更に系 3.2より ρD1 ≥ ρX(≥ ρ)が成立. よって LMn
ρ を対

(D1, E1)に適用することで, E1 = 0, つまり D = D1 でなくてはならないことがわかる. この D にMn
ρ を適

用することで, D ≃ (Pr−1)ρ かつ ρD = ρX = ρ が成立する.

Step 2 次に, D と正に交わる端射線 R ⊆ NE(X) を任意にとり, R の極小有理曲線 (minimal rational

curve)を CR ⊆ X とかく. Rに付随する収縮射を π : X → Y とかくと, 以下が成立:

• π の D への制限の, 像への全射 π|D : D → π(D)は代数ファイバー空間 (algebraic fiber space) (これ

は R1π∗OX(−D) = 0より従う).
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• π|D : D → π(D)は同型射ではない (これは 5.1章の Step 2と同様に示すことができる).

ここで D ≃ (Pr−1)ρ だったので, 上記の事実から特に dimD > dimπ(D) がわかる. よって π はファイバー

型 (そうでないなら π は D を潰す因子収縮射でないといけないが, 今, D と正に交わるように端射線を選ん

でいたので矛盾). よって, 任意の π のファイバーが D と交わるので Y = π(D) も成立. ρY = ρ − 1 ゆえ,

π|D : (Pr−1)ρ → (Pr−1)ρ−1 (一番目の成分を潰す射影)とみることができる.

Step 3 収縮射 π の任意のファイバー F をとる. このとき,

• 上で得られた π|D の明示的な記述より, dim(F ∩D) = r − 1が成立. よって, dimF ≤ r が成立する.

• [Wís91b] により, dimF ≥ (−KX · CR) − 1 が知られている. ここで, 指数の定義から, ある豊富な

Cartier因子 Lが存在し, −(KX +D) ∼ rL とかける. このとき, (−KX ·CR)− 1 = r(L ·CR) + (D ·
CR)− 1 ≥ r + 1− 1 = r が成立.

これらより, dimF = r, (−KX · CR) = r + 1 かつ (D · CR) = 1 が成立する. よって, [Fjt87] より, π は

((Pr−1)ρ−1 上の) Pr-束で, π|D は部分 Pr−1-束であることが示され, あとは容易に結論を得られる.

5.3 定理 3.5の証明の方針

これは基本的に定理 3.3の証明と同じである. つまり, まず D の構造が帰納的な議論によりわかり, あとは

Dと正に交わる端射線に付随する収縮射を詳しく見ることで X の構造がわかる.
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