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イントロダクション
ここでは，多様体はすべて複素数体 C上で定義されているものとする．ϕ : S → P1 は P1上の
楕円曲面とする．ここで，楕円曲面と云えば，

• ϕは相対極小であり，

• 切断 Oを持つものとする．

さらに，この報告では，

ϕは少なくとも一つは特異ファイバーを持つ

と仮定する．MW(S)はϕ : S → P1の切断の集合とする．仮定から，MW(S) 6= ∅である．MW(S)
は C(P1)-有理点の集合とみなされ，よく知られているように Oを単位元とするような可換群の
構造が入る（Mordell-Weil群）．この加法を +̇で表し，m倍写像を [m]sで表す．mが負の整数
の場合は，逆元を−m倍したものと解釈する．なお，以下では切断をその像と同一視し，S上の
曲線と考えることにする．
さて，k個の切断 s1, . . . , sk ∈ MW(S)を選んでその和

∑
i[ai]si を考えるとこれはMW(S)の

新たな元であり，その像は S上の新たな曲線を与える．本報告の目的はMW(S)上の演算の結果
として得られるこうした S上の曲線の幾何学的な応用を考察することである．ここでは，ある特
別な有理楕円曲面上で, s, [2]sが与える曲線が，conic-line arrangement の Zariski 対の例を構成
するのに利用できることを紹介する．
まず，Zariski 対の定義を復習しておく：

Definition 1 次数 nの被約な平面代数曲線の対 (B1, B2)が以下の条件を満たすとき，これを次
数 nの Zariski 対という．

(i) Bi (i = 1, 2)はともに次数 nの曲線であり，B1の combinatorial type (以下のDefinition 2
を参照）は B2 のそれと等しい．

(ii) ペア (P2, B1)からペア (P2, B2)への同相写像は存在しない．

Definition 2 ([6]) 曲線 B の combinatorial type とは以下の 7つ組

(Irr(B),deg,Sing(B),Σtop(B), σtop, {B(P )}P∈Sing(B), {βP }P∈Sing(B)),

で与えられる．
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• Irr(B)は Bの既約成分の集合であり，deg : Irr(B)→ Z≥0は各既約成分にその次数を対応
させる写像である．

• Sing(B)は B の特異点の集合であり，Σtop(B)は Sing(B)の各点の topological typeの集
合である．さらに，σtop : Sing(B)→ Σtop(B)は各特異点に対し，その topological typeを
対応させる写像とする．

• B(P )はBの P ∈ Sing(B)は局所分枝の集合とし，βP : B(P )→ Irr(B)は各局所分枝にそ
の分枝を含む既約成分を対応させる写像とする．

二つの被約な平面曲線 B1 と B2 が，same combinatorial type をもつ (または，単に same com-
binatorics をもつ)とは， 上記の combinatorial typesのデータ

(Irr(Bi),degi, Sing(Bi), Σtop(Bi), σtopi, {βi,P }P∈Sing(Bi), {Bi(P )}P∈Sing(Bi)), i = 1, 2,

が等しいことをいう．すなわち， Σtop(B1) = Σtop(B2),であり，全単射写像 ϕSing : Sing(B1)→
Sing(B2), ϕP : B1(P ) → B2(ϕSing(P )) (各 P ∈ Sing(B1) ϕIrr : Irr(B1) → Irr(B2) が存在して，
以下条件をみたす：deg2 ◦ϕIrr = deg1, σtop2 ◦ϕSing = σtop1, and β2,ϕSing(P ) ◦ ϕP = ϕIrr ◦ β1,P .

Bi (i = 1, 2) が既約のとき，B1 と B2 は次数が等しく，特異点の数，対応する各特異点の
topological type が等しいとき，same combinatoricを持つ．また，line arrangementの場合は，
それぞれの incidence relationsが等しいとき，B1 と B2 は same combinatorial typeを持つ．

Zarsiki対の最初の例はその名が示す通り Zariski ([17, 18])により与えられた以下の例である：

Example 3 (B1, B2)は以下の条件を満たす既約な 6次曲線の対とする： (i) B1と B2はともに
既約 6次曲線でその特異点は 6個のカスプのみである．(ii) B1の 6個のカスプはある 2次曲線上
にあるが， B2 の 6個のカスプを通る 2次曲線は存在しない．このとき，(B1, B2)は Zariski 対
である．

Zariskiの例以降，Zariski対の研究はしばらく進展がほとんどなかったが，90年代に入って多
くの研究がなされた（例えば， [6] の参考文献を参照). そのなかでも，次のような例がある：

Example 4 1. (Artal Bartolo, 徳永 [7]) B1, B2はそれぞれ 2つの nodal cubicを既約成分に
もつ 6次曲線とする．Bi = Ci,1 + Ci,2とおく．B1, B2ともに Ci,1と Ci,2は 1点で 9重に
交わっているものとする．さらに，C1,1 ∩ C1,2 は各 nodal cubicの変曲点，C2,1 ∩ C2,2 は
各 cubicの変曲点ではない，とする．このとき，(B1, B2)は Zariski対である．

2. (土橋, 難波 ([12])) B1, B2 はともに 4つの既約な 2次曲線を既約成分にもつ 8次曲線とす
る．Bi =

∑4
j=1 Ci,j とおく．さらに，

(i) i = 1, 2に対して，Ci,j (j = 1, 2)は Ci,j (j = 3, 4)に相異なる 2点で接する．

(ii) Ci,1 t Ci,2, Ci,3 t Ci,4

(iii) Bi (i = 1, 2)の特異点は nodeと tacnodeのみである．
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(iv) B1 に関しては，8つの接点を通る 2次曲線が存在するが，B2 にはそのような 2次曲
線は存在しない．

このとき，(B1, B2)は Zariski対である．

3. (Artal-Bartolo, Carmona-Ruber, Cogolludo-Agustin, Marco-Buzunariz ([4], [5])) 9本の直
線，11本の直線からなる line arrangementの Zariski対

ここでは，ある有理楕円曲面の切断 s, [2]sを利用して，conic-arrangementの Zariski対が構成
できることを紹介したい．

Remark 5 Conic-line arrangementsについては，M. Amram, M. Friedman, D. Garber, M. Te-
icher and A. M. Uludagによる研究がある ([1, 2, 3, 9])．彼らの結果は conic-line arrangementの
補空間の基本群の性質に関するものだが， Zariski対の例は与えて無いようである．

[6]において述べているように（乱暴かもしれないが）Zariski対の研究は以下の 2つのステッ
プからなると云える：

(I) same combinatoricsを持つけれども，“何か違った性質,” 例えばー Example 3にあるよう
に特異点の locationに関する違いーを持つように B1 と B2 を構成すること．

(II) 対 (P2, B1) が (P2, B2)同相にならないことを示す．

ここでは，上記の (I)について，新たな手法を紹介したい．すなわち，楕円曲面のMordell-Weil
群の演算および切断から構成できる曲線の幾何学を用いる手法である．以下，どのようにして平
面曲線を構成するかを簡単に説明する．
まず，この節のはじめに述べた楕円曲面 ϕ : S → P1 は常に以下のような形で得られているこ
とに注目する（詳しくは，[11]等を参照されたい）．

• Σd は次数 d（dは偶数）の Hirzebruch曲面とする．

• ∆0は∆2
0 = −dを満たす切断，T は (i) 高々単純特異点しか持たず（単純特異点については，

[8]参照），(ii) ∆0 ∩ T = ∅を満たす Σd上の tri-sectionとする（この条件のもと，∆0 + T

は Pic(Σd)で 2-divisible である）．

• f ′ : S′ → Σd は∆0 + T で分岐する 2次被覆とする.

• µ : S → S′ は標準特異点解消とする（標準特異点解消については [10]参照）．仮定から µ

は最小特異点解消であり，以下の ‘double cover diagram’を満たす：

S′ µ←−−−− S

f ′
y yf

Σd ←−−−−
q

Σ̂d.

ここで，qは blow-upの合成であり，f は誘導された 2次被覆である（f の分岐因子は非特
異である）．
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上記の設定のもと，S は以下の二つの条件を満たす P1 上の楕円曲面となる：

• 楕円ファイバー空間 ϕ : S → P1 は Σd → P1 から引き起こされたものである．

• ϕは∆0 の preimageとして切断 Oを持つ．

∆1及び ∆2はともに Σdの切断で条件：∆2
i = d及び∆i ∩∆0 = ∅ (i = 1, 2)を満たすものとす

る．∆i (i = 1, 2)はそれぞれ qよる∆i (i = 1, 2)の狭義引き戻しとする．ここで，以下の条件が
満たされているとしよう：

1. 各 iに対し，f∗(∆i)は二つの切断 s±∆i
である．

2. Σ̂d は有限回の blow-downののち，P2 になる．この blow-downの写像を q : Σ̂d → P2 で
表す．

上記の設定で，[2]s+
∆i

(i = 1, 2) を MW(S)において s+
∆i
を 2倍して定まる切断とし，same

combinatoricsをもつ平面代数曲線 B1 及び B2 を構成する手法として q ◦ f(s+
∆i

)，q ◦ f([2]s+
∆i

)
(i = 1, 2)，及び q(∆(S/Σ̂d))を利用することを考える．ただし，∆(S/Σ̂d)は f の分岐因子である．
本稿では，このアイデアを d = 2に利用して，次数 7の conic-line arrangementに関する Zariski
対を構成する.

Zariski対研究の Step (II) については，これまでの論文 [13, 14, 15]同様，Galois群が位数 2n

の二面体群D2nに同型となるような P2のGalois分岐被覆（D2n-被覆）を利用する．さて，この
報告で扱う次数 7の conic-line arrangementは以下の通りである：

Conic-line arrangement 1

Ci (i = 1, 2)はともに非特異な 2次曲線，Lj (i = 1, 2, 3, 4)は直線で以下の条件を満たすもの
とする：

(i) L1 と L2 は共に C1 と横断的に交わる．C1 ∩ L1 = {P1, P2}, C1 ∩ L2 = {P3, P4}とおく．

(ii) C2 は C1 に相異なる 2点 {Q1, Q2}で接するかまたは 1点 {Q}で接する．ここで，前者を
t ype (a)，後者を type (b)と呼ぶ．

(iii) C1 ∩ C2 の点における接線は L1 ∩ L2 を通らない．

(iv) C2 は L1 と L2 に接する.

(v) L3 は P1 と P3 を通る.

(vi) L4 度は P1 と P4 を通る.

(vii) L3 と L4 は共に C2 と横断的に交わる.

B1 := C1 + C2 + L1 + L2 + L3, B2 := C1 + C2 + L1 + L2 + L4とおく．すると，B1と B2は
same combinatoricsを持つ.
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続いて Conic-line arrangement 2について説明する．この conic-line arrangementはConic-line
arrangement 1の直線 L1 と L2 を非特異な 2次曲線に置き換えたものである．

Conic-line arrangement 2

C1, C2, C3 はすべて非特異な 2次曲線，L1 は L2 は直線で以下の条件を満たすものとする：

(i) C1 と C2 は横断的に交わる. C1 ∩ C2 = {P1, P2, P3, P4}とおく.

(ii) C3 は C1 及び C2 に各交点での交点数が偶数になるように接する．必要なら C1 と C2 を取
り替えると，以下の 3通りのどれかが起きているとしてよい：

(a) C3 ∩ C1 = {Q1, Q2}, C3 ∩ C2 = {Q3, Q4}．

(b) C3 ∩ C1 = {Q1}, C3 ∩ C2 = {Q2, Q3}.

(c) C3 ∩ C1 = {Q1}, C3 ∩ C2 = {Q2}.

(iii) 各 Qi における接線は C1 + C2 の 2重接線（bitangent line）でない．

(iv) L1 は P1 と P3 を通る.

(v) L2 は P1 と P4 を通る.

(vi) L1 及び L2 共に C3 と横断的に交わる.

B1 := C1 + C2 + C3 + L1, B2 := C1 + C2 + C3 + L2とおく．B1とB2は same combinatorics
をもつ.

C1

C2

L1

L2

L3

P1

P2

P3

P4

Q1
Q2

L1

P1
C1

P2 C2

Q2 Q1

P4

P3

L2L4

B1 B2

Conic-line arrangement 1 of type (a)
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C1

C2

C3

L1

P1P2

P3
P4

C2

P1
P2

C3

C1

P4 P3

L2

B1 B2

Q1 Q2

Q3

Q4 Q4

Q1 Q2

Q3

Conic-line arrangement 2 of type (a)

ここでは，明示的に与えられた有理楕円曲面とそのうえの切断を利用して以下の二つの条件を
満たす conic-line arrangementの対の例を与える．より一般の statementや証明の詳細について
は [16]を参照されたい．

Theorem 6 (i) conic-line arrangement の対 (B1, B2) で，（イ）Bi (i = 1, 2) は Conic-line
arrangement 1 で述べた combinatorics をもつ，（ロ）(B1, B2)は Zariski 対である，を満た
すものが存在する．

(ii) conic-line arrangement の対 (B1, B2)で，（イ）Bi (i = 1, 2)は Conic-line arrangement 2
で述べた combinatorics をもつ，（ロ）(B1, B2)は Zariski 対である，を満たすものが存在
する．

1 例の構成
Example 1.1 [T, X, Z]は P2 の同次座標 (t, x) := (T/Z, X/Z)は Z = 0を無限遠直線とおいた
ときの P2の非同次座標とする．以下のような 2次曲線C1と 4つの直線 L1, L2, L3, L4を考える：

C1 : x− t2 = 0, L1 : x− 3t + 2 = 0, L2 : x + 3t + 2 = 0,

L3 : x− t− 2 = 0, L4 : x− 1 = 0.

C1 ∩ (L1 ∪ L2) = {[±1, 1, 1], [±2, 4, 1]} であることに注意する. Q1 = C1 + L1 + L2 とおき，
zo = [0, 1, 0]とおく．S′

1はQ1で分岐する P2の 2次被覆とする．zoを通る直線のペンシルは S′
1

上に種数 1の曲線束 Λzo を引き起こす．S′
1の特異点を解消し，さらに Λzo,1の base pointを解消

すると有理楕円曲面 ϕzo,1 : S1 → P1 をえる．この有理楕円曲面はWeierstrass方程式

S1 : y2 = (x− t2)(x− 3t + 2)(x + 3t + 2).

で与えられる楕円曲面である．
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この設定のもと，S1 の切断 s±Li
(i = 3, 4)を以下のように選ぶ：

s±L3
= (t + 2,±2

√
2(t− 2)(t + 1)) s±L4

= (1,±3(t + 1)(t− 1)).

S1 の生成ファイバーを C(t)上の楕円曲線とみて，楕円曲線上の ‘2倍’写像を計算すると，

[2]s+
L3

= ( 9
8 t2, 1

32 t
√

2(9t2 − 16)), [2]s+
L4

= (t2 + 1
4 , 1

2 t2 − 9
8 )

を得る．ここで，
C2 : x− 9

8 t2 = 0, C ′
2 : x− t2 − 1

4 = 0.

とおく．Q1 + C2 + L3 と Q1 + C2 + L4 はともに Conic-line arrangement 1 of type (a) の
combinatoricsをもつ．また，Q1+C ′

2+L3とQ1+C ′
2+L4はともにともにConic-line arrangement

1 of type (b)の combinatoricsをもつ．
pは奇素数，D2p は位数 2pの二面体群とする．このとき，[16]より，

• Q1 + C2 + L3（resp. Q1 + C ′
2 + L4）に沿って分岐する P2のD2p-被覆で，Q1に沿って 2

重に分岐，C2 + L3（resp. C ′
2 + L4）に沿って p重に分岐するものが存在する．

• Q1 + C2 + L4（resp. Q1 + C ′
2 + L3） に沿って分岐する P2 のD2p-被覆で，Qに沿って 2

重に分岐，C2 + L4（resp. C ′
2 + L3）に沿って p重に分岐するものは存在しない．

が従う．故に，(Q1 + C2 + L3,Q1 + C2 + L4)，(Q1 + C ′
2 + L3,Q1 + C ′

2 + L4)はともに Zariski
対となる．

Example 1.2 座標に関する記号は Example 1.1のものを踏襲する．

Conic-line arrangement 2 of type (a).

以下の定義方程式で与えられる 2次曲線 C1, C2 と直線 L1, L2 を考える：

C1 : x− t2 + 2 = 0, C2 : x2 − 2x + t2 − 4 = 0,

L1 : x− t = 0, L2 : x− 3t + 4 = 0.

C1 ∩ C2 = {[±2, 2, 1], [±1,−1, 1]}であることに注意する．Q2 = C1 + C2, zo = [0, 1, 0] とおく．
Example 1.1と同様，S′

2をQ2 で分岐する P2の 2次被覆とすれば．zoを通る直線のペンシルは
S′

2上に種数 1の曲線束 Λzo,2を引き起こす．S′
2の特異点を解消し，さらに Λzo,2の base pointを

解消すると有理楕円曲面 ϕzo,2 : S2 → P1 を得る．この有理楕円曲面はWeierstrass方程式

y2 = (x− t2 + 2)(x2 − 2x + t2 − 4).

で与えられる楕円曲面である．この設定のもと S2 の切断 s±Li
(i = 1, 2)を以下のように選ぶ：

s±L1
= (t,±

√
−2(t + 1)(t− 2)), s±L2

= (3t− 4,±
√
−10(t− 1)(t− 2)).

すると，Example 1.1と同様にして，

[2]s+
L1

= ( 1
2 t2 − 2,− 1

4

√
−2t(t2 − 4)), [2]s+

L2
= ( 1

10 t2 − 2,− 3
100

√
−10t(t2 + 20)).
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を得る．ここで，
C3 : x− 1

2 t2 + 2 = 0, C ′
3 : x− 1

10 t2 + 2 = 0

とおく．Q2+C3+L1, Q2+C3+L2, Q2+C ′
3+L1, Q2+C ′

3+L2はすべてConic-line arrangement
2 of type (a)の combinatoricsをもつ．Example 1.1と同様にして，[16]より，

• Q2 + C3 + L1（resp. Q2 + C ′
3 + L2）に沿って分岐する P2のD2p-被覆で，Q1に沿って 2

重に分岐，C3 + L1（resp. C ′
3 + L2）に沿って p重に分岐するものが存在する．

• Q2 + C3 + L2（resp. Q2 + C ′
3 + L1） に沿って分岐する P2のD2p-被覆で，Q2に沿って 2

重に分岐，C3 + L2（resp. C ′
3 + L1）に沿って p重に分岐するものは存在しない．

が従う．故に，(Q2 + C3 + L1,Q2 + C3 + L2)，(Q2 + C ′
3 + L1,Q2 + C ′

3 + L2)はともに Zariski
対となる．

Conic-line arrangement 2 of type (b).

Conic-line arrangement 2 of type (a)で考えた楕円曲面 ϕzo,2 : S2 → P1 とつぎの定義方程式
で与えられる直線 L1, L2 を考える．

L1 : x− t = 0, L2 : x + 1 = 0.

L2 から定まる S2 の切断を

s±L2
= (−1,±

√
−1(t− 1)(t + 1)).

とおく．すると，
[2]s+

L2
=
(

t2 − 17
4

,
3
8
√
−1(4t2 − 19)

)
.

を得る．ここで，
C3 : x− t2 +

17
4

= 0.

とおく．すると，2次曲線 C3 は C1 には 1点で，C2 には相異なる 2点で接することがわかる．
C3 と Li (i = 1, 2) の交わりを考えると Q2 + C3 + L1 と Q2 + C3 + L2 はともに Conic-line
arrangement 2 of type (b)の combinatoricsをもつ．さらに，これまでと同様にして，[16]より，

• Q2 + C3 + L2 に沿って分岐する P2 の D2p-被覆で，Q2 に沿って 2重に分岐，C3 + L2 に
沿って p重に分岐するものが存在する．

• Q2 + C3 + L1 に沿って分岐する P2 の D2p-被覆で，Q2 に沿って 2重に分岐，C3 + L1 に
沿って p重に分岐するものは存在しない．

が従う．故に，(Q2 + C3 + L1,Q2 + C3 + L2)，は Zariski対となる．
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Conic-line arrangement 2 of type (c).

以下の定義方程式で与えられる 2次曲線 C1, C2 と直線 L1, L2 を考える：

C1 : x− t2 + 1
2 = 0, C2 : x2 − x + t2 = 0,

L1 : x = 1√
2
, L2 :

√
2

4

(√
−1c1 − c2

)
x + t− 1

4

(√
−1c1 + c2

)
= 0,

ただし，c1 =
√

2 + 2
√

2, c2 =
√
−2 + 2

√
2とする．このとき，

C1 ∩ C2 =
{[
±
√
−1/2 + 1/

√
2, 1/
√

2, 1
]

,

[
±
√
−1/2− 1/

√
2,−1/

√
2, 1
]}

.

である．Q3 = C1 + C2 とし，zo = [0, 1, 0]とおく．これまでの例と同様に，Q3 に沿って分岐す
る P2の 2次被覆上で zoを通る直線のペンシルから得られる種数 1の曲線束の固定点を除去して，
有理楕円曲面 ϕzo,3 : S3 → P1 を得る．この楕円曲面はWeierstrass方程式

y2 =
(

x− t2 − 1
2

)
(x2 − x + t2).

で与えられるている．ここで，L1, L2 から定まる S3 の切断を

s±L1
=
(

1√
2
,±
√
−1
2

(−2t2 − 1 +
√

2)
)

.

とおく．すると，

[2]s+
L1

=

(
t2,

√
−1

2
t2

)
を得る．ここで，

C3 : x− t2 = 0

とおく．このとき，Q3 + C3 + L1 及び Q3 + C3 + L2 は共に Conic-line arrangement 2 of type
(c)の combinatoricsを持つ．さらに，これまでと同じように [16]より，

• Q3 + C3 + L1 に沿って分岐する P2 の D2p-被覆で，Q2 に沿って 2重に分岐，C3 + L2 に
沿って p重に分岐するものが存在する．

• Q3 + C3 + L2 に沿って分岐する P2 の D2p-被覆で，Q2 に沿って 2重に分岐，C3 + L1 に
沿って p重に分岐するものは存在しない．

が従う．故に，(Q2 + C3 + L1,Q2 + C3 + L2) は Zariski対となる．
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line arrangements, Compos. Math. 141 (2005), no. 6, 1578–1588.

[5] E. Artal, J. Carmona, J.I. Cogolludo, and M.Á. Marco: Invariants of combinatorial line
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