
極小ログ食い違い係数の半連続性問題について
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この記事は論文 [13]の内容の解説である.

1 イントロダクション

極小ログ食い違い係数は, フリップの停止問題を局所的な特異点の問題に帰着させるた

めに Shokurovによって定義された, 特異点の不変量である. 極小ログ食い違い係数に関

し 2 つの予想, ACC 予想 (ascending chain condition conjecture) と LSC 予想 (lower

semi-continuity conjecture) がある. Shokurovによって, この 2つの予想から, フリップ

の停止問題が証明できることが知られている [15]. 以下, 極小ログ食い違い係数を定義し,

ACC予想, LSC予想の内容を説明する. その後, 今までに知られている結果を紹介し, 今

回証明したケースを紹介する.

2 極小ログ食い違い係数の定義

極小ログ食い違い係数はログ対 (X, a)と呼ばれる正規 Q-Gorenstein代数多様体 X と

その R-イデアル aの組に対して定義される不変量である. ここで R-イデアルとは通常の
イデアル層 ai の形式的 R>0 乗積

∏s
i=1 a

ri
i のことをさす.

注 2.1. 通常, 双有理幾何学においては, ログ対 (X,∆) といった場合, ∆ は X の R-
Cartier因子を表すのが普通である. ∆に対応する R-イデアルを考えることで, 今回のロ

グ対の概念は通常のものの拡張になっている.

また今回は簡単のために考えないが, 上記ログ対ではなく, ログ鼎 (log triple) (X,∆, a)

とよばれるより一般の概念を扱う. ここで, X は正規代数多様体, ∆ は KX + ∆ が

R-Caritier になっているような R-Weil 因子, a は X 上の R-イデアルを表す (X に
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Q-Gorenstein性を仮定しない).

E を X 上空の因子, 即ち固有双有理射 f : X ′ → X が存在して E は X ′ 上の因子に

なっているようなものとする. このとき, ログ対 (X, a) の E に関するログ食い違い係数

aE(X, a)が次のように定義される：

aE(X, a) := 1 + ordE(KX′ − f∗KX)− ordE a.

ここで, ordE a :=
∑s

i=1 ri ordE ai として R-イデアルの orderを定義している.

Z をX の閉集合としたとき, Z における極小ログ食い違い係数mldZ(X, a)が次のよう

に定義される：
mldZ(X, a) := inf

cX(E)⊂Z
aE(X, a).

ここで, E はその X でのセンター cX(E)が Z に含まれるようなすべての X 上空の因子

を動く. またここで, センター cX(E)は, E の X での像 f(E)として定義される.

3 極小ログ食い違い係数に関する予想

今回扱う ACC予想と LSC予想とは以下のような予想である.

予想 3.1 (ACC予想 (ascending chain condition conjecture)). 非負整数 nと集合 Γ ⊂
[0, 1]を固定する. Γが降鎖律 (DCC) をみたすとき, 次の集合{

mldx
(
X,

s∏
i=1

arii
) ∣∣∣∣ (X,

s∏
i=1

arii
)
は n次元ログ対, ri ∈ Γ, x ∈ X

}
は昇鎖律 (ACC) をみたす.

予想 3.2 (LSC予想 (lower semi-continuity conjecture)). (X, a)をログ対とするときに,

次の関数
|X| → R≥0 ∪ {−∞}; x 7→ mldx(X, a)

は下半連続である. ここで |X|によって X の閉点の集合を表す.

事実 3.3. ACC予想は以下の場合に正しいことが知られている：

(1) (Ambro [3]) (X, a)がトーリック対 (5章を参照) であるものに限定した場合.

(2) (Alexeev [1], Shokurov [14]) dimX = 2の場合.

(3) (川北 [9]) 代数多様体 X を固定し, Γが有限集合である場合.
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事実 3.4. LSC予想は以下の場合に正しいことが知られている：

(1) (Ambro [2]) (X, a)がトーリック対である場合.

(2) (Ambro [2]) dimX ≤ 3の場合.

(3) (Ein, Mustaţă, 安田 [7]) X が非特異である場合.

(4) (Ein, Mustaţă [6]) X が局所交叉代数多様体である場合.

上記 (3)の結果にはジェットスキームの理論が使われている. 極小ログ食い違い係数は

ジェットスキームを用いて表すことができ, この表示は多様体が非特異である場合には,

表示がきれいなものになっている. この表示を用いて LSC予想が正しいことが示されて

いる. (4)の結果は逆同伴定理を用いて (3)の結果に帰着させることで示された. 今回の目

的の 1つは, 結果 (3)の別の方向の拡張として, 高々商特異点をもつような代数多様体に

ついて LSC予想が正しいことを示すことである.

ACC 予想に関連して, Mustaţă によって提起されたイデアル進半連続性予想 (ideal-

adic semi-continuity conjecture) というものがある：

予想 3.5 (Mustaţă [8]). (X,
∏s

i=1 a
ri
i ) をログ対とし, Z を X の閉集合とする. このと

き, 正整数 lが存在して, ai + I lZ = bi + I lZ をみたす任意のイデアル層 bi に対し,

mldZ
(
X,

s∏
i=1

arii
)
= mldZ

(
X,

s∏
i=1

brii
)

が成り立つ. ここで, IZ で Z の定義イデアル層を表している.

この予想はイデアルの generic limit と呼ばれる手法により ACC 予想と関連している

[8]. generic limit は Kollár [11] によって導入さた. その手法を用いて de Fernex, Ein,

Mustaţăがログ標準閾値 (log canonical threshold) に対する ACC予想を非特異多様体

に対して証明した ([4], [5]) という経緯がある. その証明の鍵になっているのが, 上記イデ

アル進半連続性予想のログ標準閾値版であり, 極小ログ食い違い係数に対しても成立が期

待されている.

事実 3.6. 予想 3.5は以下の場合に正しいことが知られている：

(1) (de Fernex, Ein, Mustaţă [4]) mldZ(X,
∏s

i=1 a
ri
i ) = 0である場合.

(2) (Kawakita [8]) (X,
∏s

i=1 a
ri
i )が高々 klt (Kawamata log terminal) 特異点である

場合.

(3) (Kawakita [10]) dimX = 2である場合.
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今回の目的のもう 1つは, 予想 3.5を (X,
∏s

i=1 a
ri
i )がトーリック対である場合に証明

することである.

4 商特異点に対する LSC予想

今回, 論文 [13]で証明したのは次の結果である.

定理 4.1. X を正規代数多様体とし, Deligne-Mumford スタックの圏でクレパント特異

点解消をもつと仮定する. このとき, 以下が成立する.

(1) aを X 上の R-イデアルとする. このとき関数

|X| → R≥0 ∪ {−∞}; x 7→ mldx(X, a)

は下半連続となる.

(2) T を代数多様体とし, Aを X × T 上の R-イデアル, xを X の閉点とする. このと

き関数
|T | → R≥0 ∪ {−∞}; p 7→ mldx(X,Ap)

は下半連続となる. ここで, Ap は Aの X × {p}への制限を表すものとする.

上記 (1)は LSC予想に他ならない. (2)もある種の半連続性を主張している. (1)では

極小ログ食い違い係数を量る点 xを動かした場合の半連続性を主張しているのに対し, (2)

では xを固定し, その代わりイデアルを別の代数多様体 T 上で動かした場合の半連続性を

主張している. (2)は次の章で予想 3.5をトーリック対に対して証明する際に必要となる.

有限群 Gが非特異多様体 X に余次元 1で自由に作用していると仮定する. [X/G]でス

タックの意味での商を表すことにすると, 自然な射 [X/G] → X/Gは X/Gのクレパント

特異点解消を与えている. よって次の系を得る.

系 4.2. 高々商特異点しかもたない代数多様体 X に対し LSC予想が成立する.

以下, 定理 4.1 (2)の証明の概略を述べる. X が非特異である場合にはジェットスキー

ムの理論を用いて示すことができる (4.2 節). 一般の場合 (商特異点などを扱う場合) の

証明は割愛し, 補足するに留めた (4.3節).
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4.1 ジェットスキーム

まずは, 必要となるジェットスキームについて性質を確認しておく. C上のスキーム X

と整数m ≥ 0に対し, m-ジェットスキームを JmX とかく. 今回の解説では, 以下の性質

を用いる.

(1) Jm(X)は集合としては (即ち C-値点全体は) 射 SpecC[t]/(tm+1) → X 全体と同

一視される.

(2) (truncation morphism) m ≥ n に対して, φm,n : JmX → JnX が自然に定まる.

これは集合論的には SpecC[t]/(tn+1) → SpecC[t]/(tm+1)の合成として得られて

いる.

(3) J0X と X は自然に同一視される.

(4) Y を X の閉部分スキームとするとき, JmY は JmX の閉部分スキームと自然にみ

なせる.

Ein, Mustaţă, 安田 [7]によって極小ログ食い違い係数はジェットスキームの言葉で記

述できることが知られている.

定理 4.3 (Ein, Mustaţă, 安田 [7]). X を非特異多様体, Z をX の部分集合, aをX 上の

イデアル層, Y を aに対応する X の閉部分スキームとする. r を正実数とするとき,

mldZ(X, ar) = inf
m≥0

{
(m+ 1) dimX − rm− dim(φ−1

m,0(Z) ∩ JmY )
}

が成立する. ここで φ−1
m,0(Z) ∩ JmY は JmX のなかで交わりをとっている (ジェットス

キームの性質から, JmX
φm,0−−−→ J0X ∼= X および JmY ⊂ JmX,Z ⊂ X であるので).

注 4.4. Ein, Mustaţă, 安田 [7]は非特異とは限らない代数多様体も扱っている. この場

合の記述は定理 4.3のものより「複雑」なものになる (4.3節も参照). また簡単のため, 上

記定理では R-イデアルのうち ar とかけるものしか扱っていない.

多様体族に対して極小ログ食い違い係数を扱いたいので, 相対的ジェットスキーム

(relative jet scheme) を必要とする.

定理 4.5 (Mustaţă [12]). W を S 上のスキームとする. このとき S 上のスキーム

Jm(W/S)が存在して, 任意の閉点 p ∈ S について,

Jm(W/S)p ∼= Jm(Wp)
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が成り立つ. ここで ∗p により, pでのファイバーを表している.

4.2 X が非特異の場合

次を示すのが目標である.

X を非特異多様体, T を代数多様体, Aを X × T 上のイデアル層, r > 0を正実数と

する. このとき関数

|T | → R≥0 ∪ {−∞}; p 7→ mldx(X,Ar
p)

は下半連続となる.

Aに対応する X × T の閉部分スキームを Y とする. X × T の T 上の相対的ジェット

スキームを考えると

Jm(X × T/T )
φm,0−−−→ J0(X × T/T ) = X × T → T

を得る. このとき

Jm(Y/T ) ⊂ Jm(X × T/T ), {x} × T ⊂ J0(X × T/T )

とみなすことができる. ここで, Fm : Sm → T を次のように定める：

• Sm := Jm(Y/T ) ∩ φ−1
m,0({x} × T ),

• Fm : Sm → T は φm,0 と射影 X × T → T の合成.

すると, 任意の閉点 p ∈ T に対し,

F−1
m (p) ∼= Jm(Yp) ∩ φ−1

m,0(x)

が成立していることが, 相対的ジェットスキームの定義からわかる.

定理 4.3によって, mldx(X,Ar
p)を Fmのファイバーの次元を使って表すことができる：

mldx(X,Ar
p) = inf

m≥0

{
(m+ 1) dimX − rm− dim(Jm(Yp) ∩ φ−1

m,0(x))
}

= inf
m≥0

{
(m+ 1) dimX − rm− dimF−1

m (p)
}
.

この記述によって mldx(X,Ar
p) の下半連続性は dimF−1

m (p) の上半連続性に言い換え

ることができた.
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主張 4.6. 各m ≥ 0について, 関数

T −→ Z; p 7→ dimF−1
m (p)

は上半連続となる.

Fm は固有射ではないので, この主張は自明ではない. しかし, φm,0 : Jm(X × T/T ) →
X × T のファイバーに作用する C∗-作用での商を考えることで, 固有射のファイバーの次

元の上半連続性に帰着できる.

4.3 X が一般の場合

定理 4.3において, X は非特異と仮定しているが, 非特異ではない代数多様体に対して

も (より複雑な形にはなるが) 極小ログ食い違い係数をジェットスキームの言葉で表すこ

とができる (Ein, Mustaţă, 安田 [7]). しかし, LSC 予想を示すにあたって同様の議論を

しようとすると, 記述が「複雑」なため同じ議論が適用できない. そこで, [13]においては,

安田の捩れジェットスタックを利用して, 商特異点などの場合に議論を拡張している.

安田は [16], [17]において, Deligne-Mumfordスタックに対してジェットスキームのス

タック版に対応する捩れジェットスタックを定義し, Deligne-Mumford スタック上のモ

チーフ積分の理論を展開している.

X を正規代数多様体とし, Deligne-Mumford スタックの圏でクレパント特異点解消

f : X → X をもつと仮定する. まず Ein, Mustaţă, 安田の理論により (X, a)の極小ログ

食い違い係数は X 上のジェットスキームの次元で記述できる. 次に安田の捩れジェット

スタックの理論を使うことで, これは X 上の捩れジェットスタックの次元で記述できる.

そして, f がクレパントであることと X がスタックの意味で非特異であることを用いる
と, この記述が「よい」ものになっていることがわかる. 「よい」ものになっている理由

は, 定理 4.3の記述がX が非特異の場合に「よい」ものになっているのと同じ理由である

が, ここでは割愛する. この「よい記述」を使うことで LSC予想が証明できる.

5 トーリック対に対する予想 3.5

定理 4.1を使うことでトーリック対に対して予想 3.5を証明することができる. ここで

トーリック対 (X,
∏s

i=1 a
ri
i ) とは, X が正規トーリック多様体であり, 各イデアル ai が

トーラス不変であるようなものをさす.
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定理 5.1. (X, a) をトーリック対とし, Z をトーラス不変な X の閉集合とする. このと

き, 予想 3.5が (X, a), Z に対して成立する.

注 5.2. 上記の定理において, R-イデアル aはトーラス不変であることを仮定しているが,

予想 3.5における bに関してはトーラス不変であることを仮定していない. よって, トー

リック対の組み合わせ論的な記述だけでは証明することはできない.

以下, 証明の概略を述べる.

ここでは簡単のため s = 1とし, 示すべきの等式のうち, 不等式

mldZ(X, ar
)
≤ mldZ(X, br)

を示す (逆の不等式は常に成立することが知られている).

まず, 局所的な問題であるので, X は始めからアファイントーリック多様体と仮定

してよい. また, アファイントーリック多様体はトーリック多様体の圏において small

Q-factorial modificationをもつので, X はアファイン Q-分解的なトーリック多様体であ

ると仮定してよい. あとで重要となるのは, このような X は高々商特異点しかもたないの

で, 定理 4.1が適用できることである.

証明のアイデアは, トーリック不変とは限らない b の退化を考えて, a と比較すること

である. この退化によって極小ログ食い違い係数が下がることは定理 4.1によって保証さ

れている. これにあたり, 次のようなうまい退化を選ぶ必要がある.

補題 5.3. (X, a) を上記とする. このとき, トーラス T ⊂ X の 1 次元部分トーラス

T ′ ∼= C∗ であって, 次をみたすものが存在する：

(1) T ′ に対応する bの退化を b0 とするとき, a ⊂ b0 が成立する.

(2) Z の任意の点は T ′-固定点である.

この補題は組み合わせ論的な議論で証明できる.

補題 5.3 (1)により,
mldZ(X, ar

)
≤ mldZ(X, br0)

が従う. また X は高々商特異点しかもたないので, 定理 4.1 (2)により

mldZ(X, br0) ≤ mldZ(X, br)

が従う (正確には dimZ = 0ではないので定理は適用できない. しかし補題 5.3 (2)の条

件を使うことで同様に証明できる). 以上で所望の不等式が得られる.
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