
標数 5の超特殊K3曲面上有理曲線について

法政大学理工学部　桂　利行

1 序
pを素数, nを自然数として, q = pnとおく. 有限体Fq上の射影平面P2(Fq)

の Fq-有理点の集合を A, Fq 上定義された射影直線の集合を Bとすれば, A,

B それぞれは q2 + q + 1個の元からなる. 直線 ℓ ∈ A 上には B の q + 1個
の点が存在し, 逆に, 点 P ∈ Bをとおる Aの直線が q + 1個存在する. この
ような関係を, 集合 A, Bは (q2 + q + 1)q+1-configurationをなすという (cf.

Dolgachev [4]).

次に, 代数的閉体 k の標数を 2でないとし, k 上の種数 2の非特異完備代
数曲線を C, その Jacobi 多様体を J(C) とする. C ⊂ J(C) において, C

は J(C)の involution ιで不変としてよい. J(C)2 を 2等分点のなす群とし,

T = {Ta(C) | a ∈ J(C)2}とおく. 商空間 J(C)/ιの 16個の有理特異点を解
消してできるKummer曲面Km(J(C)) 上に, T から得られる 16個の非特異
有理曲線の集合をA, 特異点解消から得られる 16個の例外曲線の集合を Bと
すれば, A, B それぞれの有理曲線は互いに交わらない. 一方, ℓ ∈ Aは Bの丁
度 6個の有理曲線と交わり, ℓ ∈ BもAの丁度 6個の有理曲線と交わる. この
ような関係も, 集合A, Bは (166)-configurationをなすという (cf. Dolgachev

[4]).

我々は, K3曲面上の非特異有理曲線の配置を考える. K3曲面Xは, Picard

数が 22のとき超特異であると言われる. このようなK3曲面は, 定義体の標数
が正の時のみ存在する. Sが超特異ならば, そのNéron-Severi群NS(X)はラ
ンク 22の格子であるが, その discriminatは −p2σ の形をしていることがM.

Artinによって示されており, σ は Artin不変量と呼ばれている. 超特異 K3

曲面 X の Artin不変量が 1のとき, X を超特殊 K3曲面という. 標数 p = 2

においては, 超特殊K3曲面上には非特異有理曲線のなす (215)-configuration

が存在することが知られており (cf. Dolgachev-Kondo [5], Katsura-Kondo

[7], Shimada [10]), p = 3の場合には, (1610)-configurationが存在することな
どが示されている (cf. Katsura-Kondo [8], 複素数体上では Barth-Nieto [1],

Traynard [12]参照).

本稿では, 標数 5において, Artin不変量が 1の超特異 K3曲面上にある非
特異有理曲線の配置を調べ, いくつかの美しい対称性を持った配置が存在し,
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それが格子理論と関係していることを示す. この研究は, 金銅誠之, 島田伊知
朗両氏との共同研究である（詳細は [9]参照）.

2 超特殊アーベル曲面
k を標数 p > 0の代数的閉体, E を k 上の超特異楕円曲線とする. E の零
点を P∞ とし, アーベル曲面 A = E × E を考える. Aの Néron-Severi群を
NS(A)とし, Aの主偏極 Y = E × {P∞}+ {P∞} ×E をとる. O = End(E),

B = End(E)⊗Qとおけば, Bがdiscriminant pの有理数体Q上の quaternion

division algebra になり, Oがそのmaximal orderになることはよく知られて
いる. a ∈ B の canonical involutionを āとかく. A上の因子 Lに対し

φL : A −→ Pic0(A)

x 7→ T ∗
xL− L,

なる準同型写像を得る. ここに, Tx は点 x ∈ Aによる translationである.

H = {

(
α β

γ δ

)
| α, δ ∈ Z, β, γ ∈ O, γ = β̄}.

とおく. H はM2(O) ∼= End(A)の部分群になり, 次の定理が成り立つ (たと
えば, [6]参照).

定理 2.1. 加群の準同型写像

j : NS(A) −→ H

L 7→ φ−1
Y ◦ φL

は, 全単射であり

j(E × {P∞}) =

(
0 0

0 1

)
, j({P∞} × E) =

(
1 0

0 0

)
.

となる. L1, L2 ∈ NS(A)に対し

j(L1) =

(
α1 β1

γ1 δ1

)
, j(L2) =

(
α2 β2

γ2 δ2

)
,

とおけば, 交点数は

(L1, L2) = α1δ2 + α2δ1 − γ1β2 − γ2β1.

で与えられる.
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m : E × E → E を E の加法とし,

∆ = Ker m.

とおけば ∆ = {(P,−P ) | P ∈ E}である. 2つの自己準同型写像 a1, a2 ∈
O = End(E)に対し

∆a1,a2
= (a1 × a2)

∗∆.

とおく. とくに, ∆ = ∆1,1 である. このとき, 次が成り立つ (cf. [6]).

定理 2.2.

j(∆a1,a2
) =

(
ā1a1 ā1a2

ā2a1 ā2a2

)
Eの自己準同型写像 g ∈ End(E)のグラフをΦg とかく. ここで, A = E×E

上の代数曲線と Φg の交点数を計算する公式を求める. C を種数 g ≥ 1の非
特異代数曲線,

ηi : C −→ E (i = 1, 2)

を finite morphismsとし

η = (η1, η2) : C −→ E × E = A.

なる写像を考える. ηの像を Γ[η]と書く. ηが C から Γ[η]への双有理写像と
すると

(Γ[η], E × {P∞}) = deg η2, (Γ[η], {P∞} × E) = deg η1. (1)

である. 加法m : E × E −→ E から因子 ∆ = Ker m = {(P,−P ) | P ∈ E}
を得るが, isogeny g ∈ End(E)に対し Φg = ((−g)× id)∗∆となる. 合成写像

θ : C
η−→ E × E

(−g)×id−→ E × E
m−→ E.

を考えれば, Γ[η]と Φg の交点数は次で与えられる:

命題 2.3. ηがCからΓ[η]への双有理写像であるとする. このとき, (Γ[η],Φg) =

deg θとなる.

Proof.

(Γ[η],Φg) = deg η∗Φg = deg(η∗ ◦ ((−g)× id)∗∆)

= deg(η∗ ◦ ((−g)× id)∗ ◦m−1(P∞))

= deg((m ◦ ((−g)× id) ◦ η)∗(P∞)).

= deg θ.
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3 標数5の楕円曲線
kを標数 5の代数的閉体とすれば, k上の超特異楕円曲線は, 同型を除いて
ただ１つ存在し,

y2 = x3 − 1.

で与えられる. E をその非特異完備モデルとする. アフィンモデルで E 上の
２点 (x1, y1)(x2, y2)の加法は

x = −x1 − x2 +
(y2 − y1)

2

(x2 − x1)2
,

y = y1 + y2 −
(y2 − y1)

3

(x2 − x1)3
+

3(x2y1 − x1y2)

(x1 − x2)
.

(2)

で与えられ, 2倍写像 [2]E は

x = x1 + 1/y21 , y = 2y1 − 1/y1 + 1/y31

で与えられる. ω = 2+3
√
2とおけば, ωは 1の原始 3乗根であり, 2等分点は

P∞ = (0,∞), P0 = (1, 0), P1 = (ω, 0), P2 = (ω2, 0).

で与えられる. ここに, P∞はEの零点である. 2等分点P0による translation

TP0 は
T ∗
P0
(x) =

x+ 2

x− 1
, T ∗

P0
(y) =

2y

(x− 1)2
.

で与えられる.

u = 2(x+ T ∗
P0
(x)− 1), v = 2

√
2(y + T ∗

P0
(y)).

とおけば, u, v は T ∗
P0
不変であり, uは vは方程式 v2 = u3 − 1を満たす. し

たがって,

u =
2x2 + 3x+ 1

(x− 1)
, v =

2
√
2y(x2 + 3x+ 3)

(x− 1)2
.

は商写像
ϕE,2 : E −→ E

(x, y) 7→ (u, v).

を与える. 直接計算によって

ϕ2
E,2 = −[2]E .

となる. Eは自己同型 γ: γ : x 7→ ωx, y 7→ −y を持ち, γ6 = id となる. ここ
に, idはEの恒等写像である. B = End0(E) = End(E)⊗ZQは discriminant

5の division algebra であり, O = End(E)はそのmaximal orderで, その Z

上の基底は
ω1 = 1, ω2 = γ, ω3 = ϕE,2, ω4 = γϕE,2.
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で与えられる. A = E × E 上の因子

B1 = E × {P∞}, B2 = {P∞} × E, B3 = (−id× id)∗∆, B4 = (−γ × id)∗∆,

B5 = (−ϕE,2 × id)∗∆, B6 = (−γϕE,2 × id)∗∆

を考える. 第２章の定理を用いれば

j(B1) =

(
0 0

0 1

)
, j(B2) =

(
1 0

0 0

)
, j(B3) =

(
1 −1

−1 1

)
,

j(B4) =

(
1 −γ5

−γ 1

)
, j(B5) =

(
2 ϕE,2

−ϕE,2 1

)
,

j(B6) =

(
2 −ϕE,2γ

2

−γϕE,2 1

)
.

となる. ここに, O = End(E)の元として, idを 1, inversion ιE を−1 と書く.

定理 3.1. Néron-Severi群NS(A)の基底は, B1, B2, B3, B4, B5, B6で与え
られる.

Néron-Severi群 NS(A) の基底 B1, B2, B3, B4, B5, B6 に関する Gram行
列は 

0 1 1 1 2 2

1 0 1 1 1 1

1 1 0 1 3 4

1 1 1 0 2 3

2 1 3 2 0 2

2 1 4 3 2 0


. (3)

であり, その行列式は −52 である.

4 超特殊K3曲面上の有理曲線の配置
以上の考察に基づいて, 主定理を簡潔に述べる. kを標数 5の代数的閉体, E

を前節に与えられた k上の超特異楕円曲線とする. アーベル曲面 A = E ×E

を考え, ιをその involution, A/ιを商曲面とする. A/ιの 16個の有理特異点
を解消して得られる kummer曲面をKm(A)と記せば, Km(A)は, 同型を除
いて k上の唯一の超特殊 K3曲面である.

Km(A)の上に 96本の非特異有理曲線を構成するために,種数 2の代数曲線

F : v2 = u6 − 1

と, 種数 5の代数曲線

G : v2 =
√
2 (u12 + 2u8 + 2u4 + 1),
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を考え, 正則写像

ϕE,2 : E → E (u, v) 7→

(
2u2 + 3u+ 1

u− 1
,

2
√
2 v (u2 + 3u+ 3)

(u− 1)2

)
,

ϕF,2 : F → E (u, v) 7→
(
u2, v

)
,

ϕF,3 : F → E (u, v) 7→
(

2u

u3 − 1
,

v (2u3 + 1)

(u3 − 1)2

)
,

ϕG,3 : G → E (u, v) 7→

(
4
√
2 (u+ 3

√
2 + 4)2 (u+ 2

√
2 + 4)

f
,

(4 + 4
√
2) v

f2

)
,

ただし, f := (u+
√
2)(u+ 4

√
2 + 1) (u+ 3

√
2 + 2),

ϕG,4 : G → E (u, v) 7→

(
u4 + (1 + 4

√
2)u2 + 2

g
,

v u

g2

)
,

ただし, g := u4 + (1 + 2
√
2)u2 + (4 +

√
2)

をとる. また, 自己同型写像

γ : E → E (x, y) 7→ (ωx,−y),

hF : F → F (u, v) 7→

(
2
√
2u+ 4

u+ 2
√
2
,

v

(u+ 2
√
2)3

)
,

h′
F : F → F (u, v) 7→

(
2
√
2u+ 1

u+ 3
√
2
,

v

(u+ 3
√
2)3

)
,

hG : G → G (u, v) 7→
(
2u+ 3

u+ 1
,

4v

(u+ 1)6

)
を考える. また, τ を (P,Q) 7→ (Q, ιE(P ))で与えられる Aの自己同型写像と
する. A上の曲線 Γに対し, Γを 2等分点 A2 によって translateした曲線全
体の集合を T (Γ)と書く.

L01 := T (Γ[(ϕF,2, ϕF,2 ◦ hF )] ),

L02 := T (Γ[(ϕF,3, ϕF,3 ◦ h′
F ] ),

L10,(4,3) := T (Γ[(ϕG,4, ϕG,3)] ),

L10,(4,4) := T (Γ[(γ2 ◦ ϕG,4, γ ◦ ϕG,4 ◦ hG)] ),

L10 := L10,(4,3) ∪ τ(L10,(4,3)) ∪ L10,(4,4) ∪ τ(L10,(4,4)),

L11,(1,2) := T (Γ[(γ2, γ2 ◦ ϕE,2)] ),

L11,(2,2) := T (Γ[(ϕE,2 ◦ γ, γ ◦ ϕE,2)] ),

L11 := L11,(1,2) ∪ τ(L11,(1,2)) ∪ L11,(2,2) ∪ τ(L11,(2,2)),

L12 := T (B1) ∪ T (B2) ∪ T (B4) ∪ T (Γ[(id, γ2)] ).

A上の曲線群 LνiをKm(A)上に移した曲線群を Sνi と書く. さらに, A/ιの
特異点解消から得られる 16個の例外曲線の集合を S00 とおく. このとき, 次
の定理を得る.
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定理 4.1. Km(A)上に, 16個の互いに交わらない非特異有理曲線からなる 6

個の集合
S00,S01,S02,S10,S11,S12

が存在して, 次の性質を持つ:

(a) i ̸= jならば, ν = 0, 1に対し, Sνiと Sνj は (166)-configurationをなす.

(b) i = 0, 1, 2に対し, 集合 S0i と S1i は (1612)-configurationをなす.

(c) i ̸= j ならば, S0i と S1j は (164)-configurationをなす.

5 格子理論との関係
Lを index (1, 25)の even unimodular latticeとする. このような latticeは

uniqueであり, Λを Leech lattice, H を rank 2の hyperbolic latticeとする
とき,

Λ ∼= H ⊕ Λ

となることが知られている. dual lattice L∨ := Hom(L,Z) を, extended

symmetric bilinear formをもつ L⊗Qの latticeとみなす. また, cone

{x ∈ L⊗R | x2 > 0}.

は 2つの連結成分からなるが, その一方を positive coneと呼び, PL と書く.

RL = {v ∈ L | v2 = −2}

とおく. RL の元 rは Lの reflection

Sr : x 7→ x+ ⟨x, r⟩r

を定義する. W (L)を {sr | r ∈ RL}によって生成される群とする. hyper-

planesの族R∗
L = {(v)⊥ | v ∈ RL} を考え、

PL \
∪

v∈RL

(v)⊥

の connected componentの PLでの closureをR∗
L-chamberという. Weyl群

W (L)が PL の上に作用するが, R∗
L-chamberはその基本領域である. index

(1, 25)の even unimodular lattice LのR∗
L-chamberを Conway chamberと

呼ぶ.

w ∈ Lを w2 = 0を満たす 0ではない primitive vectorとする. wが次の 2

条件を満たすときWeyl vectorと呼ぶ.

(i) wは L⊗Rにおける PL の閉包に含まれる.
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(ii) ⟨w⟩⊥/⟨w⟩ ∼= Λ.

Weyl vector wに対し,

∆(w) := {r ∈ PL | (r, w) = 1}.

とおく. このとき, 次が成り立つ (Conway [2], Conway-Sloane [3]).

定理 5.1. wをWeyl vectorとすれば,

D(w) := {x ∈ PL | (r, x) ≥ 0 r ∈ ∆(w)}

はConway chamberである. 逆に, Conway chamber Dに対し, D = D(w)と
なるようなWeyl vector wがただ一つ存在する.

S = NS(Km(A)) とおく. lattice S についても, positive cone PS , RS ,

R∗
S-chamberなどを lattice Lの場合と同様に定義する. 標数 5のとき, S の

Lへの primitive embeddingでその直交補空間 Rが次の２条件を満たすもの
が存在する: R上の discriminant quadratic form qR

qR : R
∨
/R → Q/2Z

x mod R 7→ x2 mod 2Z

に対し

(i) R は Leech lattice に埋め込みを持たない.

(ii) 自然な写像 O(R) → O(qR)は全射になる.

この埋め込みは O(L) の作用を modulo にして一意的である. PS , PL を
Km(A)の ample coneを含む方の連結成分とする.

NC(Km(A)) = {C ∈ NS(A) | C2 > 0, (C,C ′) ≥ 0 for any curve C ′ > 0}

とおけば, NC(Km(A))は S の R∗
S-chamberである（Rudakov-Shafarevich

[11]）. また, x ∈ L⊗Rに対し,

x 7→ xS x 7→ xR,

を, それぞれ S ⊗ R, R ⊗ R への射影とすると, v ∈ L に対し, vS ∈ S∨,

vR ∈ R∨ となる.

RL|S = {rS | r ∈ RL, (rS , rS) < 0}, R∗
L|S = {(rS)⊥ | rS ∈ RL|S}

とおく. R∗
L|S は S の positive cone PS で局所有限になる. Conway chamber

Dが S-nondegenerateとは, D ∩PS が PS の空ではない開集合を含むという
ことである. Dが S-nondegenerate Conway chamberならば, D := D ∩ PS

はPSのR∗
L|S-chamberとなる. このとき, Dを induced chamberという. PL
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は Conway chambersで覆われるから, PS は induced chambersで覆われる.

RS は RL|S の部分集合だから, R∗
S-chamberは induced chambersの合併と

なる.

PS の chamber NC(Km(A))は induced chambersの合併となるが, その中
に次のような３つの induced chamberが存在する.

D0 : 252個の (−2)-vectorsを wallsを作るベクトルに含む.

D1 : 168個の (−2)-vectorsを wallsを作るベクトルに含む.

D2 : 96個の (−2)-vectorsを wallsを作るベクトルに含む.

D0とD1は隣り合っており,共通の (−2)-vectorsは 126個. D0とD2も隣り
合っており, 共通の (−2)-vectorsは 48個. また, D0, D1, D2の (−2)-vector以
外のwallsを作るベクトルもすべて決定できている. また, D2の 96個の (−2)-

vectorsのなす配置は, 前節で幾何学的に構成された smooth rational curves

の配置に対応している. D0の wallsとして現れる 252個の (−2)-vectorsは次
の様な幾何学的意味を持つ. CF を射影平面 P2 の 6次の Fermat曲線とし,

πF : X → P2 を CF で分岐する P2 の double coveringとする. このとき, X

は超特殊K3曲面になる. CF の上には 126個の F25-有理点が存在する. その
各点における CF の tangent lineをとれば, 126個の lineが得られる. 各 line

を π で引き戻せば, 1点で 3重に接する 2個の smooth rational curvesが得
られ, したがって, 126個の lineからX 上の 256個の smooth rational curves

を得る. これらが D0 の wallsとして出てくる 256個の (−2)-vectorsに対応
している.
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