
＆ ＆
vol(P ) v̂ol(P )

deg(P i · Qdim X−i) d̂eg(P
i · Qdim X−i

)
P Q P ≡num Q P ∼R Q

s(P, Q) = s(P, Q) = s(P, Q)
sup{t : P ⊃ tQ + c,∃c} sup{t : P − tQ }

X P, Q
R R X

v̂ol(P + Q)
1

dim X ! v̂ol(P )
1

dim X + v̂ol(Q)
1

dim X .

A = diag(a1, . . . , an) B = diag(b1, . . . , bn)
A, B

V (A(k) · B(n−k)) =
1(
n
k

)
∑

I⊂{1,...,n},
♯I=k

∏

i∈I

ai ·
∏

j /∈I

bj.
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∀k

V (A(k) · B(n−k)) !

⎛

⎜⎜⎝
∏

I⊂{1,...,n},
♯I=k

∏

i∈I

ai ·
∏

j /∈I

bj

⎞

⎟⎟⎠

(n
k)

−1

= det(A)
k
n det(B)

n−k
n

det(A + B) =
n∑

k=0

(
n

k

)
V (A(k) · B(n−k))

!
n∑

k=0

(
n

k

)
det(A)

k
n det(B)

n−k
n =

(
det(A)

1
n + det(B)

1
n

)n

.

∀k a1/b1 = · · · = an/bn

C = diag(c1, . . . , cn)

V
(
(A + B)(n−1) · C

) 1
n−1 ! V (A(n−1) · C)

1
n−1 + V (B(n−1) · C)

1
n−1 .

s = s(A, B) = min{ai/bi}

0 "
(
V (A(n−1) · B)

1
n−1 − s det(B)

1
n−1

)n

" V (A(n−1)·B)
n

n−1−det(A)·det(B)
1

n−1 .

s = sup{t ∈ R : det(A − tB) > 0}

det(A) = n

∫ s

t=0

V
(
(A − tB)(n−1) · B

)
dt

" n

∫ s

t=0

(
V (A(n−1) · B)

1
n−1 − t det(B)

1
n−1

)n−1

dt

s(A,B) = s(B,A)−1 = (det(A)/ det(B))
1
n
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R
X

Spec(Z)
d := dim X−1 X Rat(X)

R R D =
(D, g) R R D = a1D1 + · · · + alDl D

g : (X \
⋃

Supp(Di))(C) → R g
∀p ∈ X(C)

up(x) := g(x) +
l∑

i=1

ai log |fi(x)|2

C0 p fi Di

p ∞ R
R X D̂iv(X)

L = (L, | · |) X

s L d̂iv(s) := (div(s),− log |s|2)
R C0

φ ∈ Rat(X)× ⊗Z R φe1
1 · · ·φer

r

φi ∈ Rat(X)× ei ∈ R φ R

(̂φ) := e1((φ1),− log |φ1|2) + · · · + er((φr),− log |φr|2).

R D X

H0(D) :=
{
φ ∈ Rat(X)× : (φ) + D ! 0

}
∪ {0}

Ĥ0(D) :=
{
φ ∈ H0(D) : ∥φ∥g

sup " 1
}

,

∥ · ∥g
sup H0(D) ⊗Z R

∥φ∥g
sup := ess.sup

x∈X(C)
|φ(x)| exp

(
g(x)

2

)
.

R D D ! 0 g ! 0 D
1 ∈ Ĥ0(D)

D

v̂ol(D) = lim sup
m→∞

log ♯Ĥ0(mD)

mdim X/ dim X!
.
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D → v̂ol(D)
dim X

D v̂ol(D) > 0 R
B̂ig(X)

D v̂ol(A) > 0 v̂ol(D + A) > 0

D = (a1D1 + · · ·+ alDl, g) R X
Di

x ∈ X(Q)
x K(x) {x} Cx

∗ x /∈ Supp(Di) ∀i x

hD(x) :=
1

[K(x) : Q]

⎛

⎝
l∑

i=1

ai log ♯OCx(Di)/OCx +
1

2

∑

σ:K(x)→C
g(xσ)

⎞

⎠ .

φ ∈ Rat(X)× ⊗Z R D + (̂φ)
∗

D D up ∀p
hD(x) ! 0 ∀x ∈ X(Q) R

X N̂ef(X)

D D ( ) −
( ) ∞ R

R X Înt(X)

Pd
Z = Proj(Z[X0, . . . , Xd])

H := {X0 = 0}

gFS := log
(
1 + |X1/X0|2 + · · · + |Xd/X0|2

)
.

H = (H, gFS)
λ > 0 (H, gFS + λ)

x := (x0 : · · · : xd) ∈ Pd
Z(Q)

hnaive(x) :=
1

[K(x) : Q]

∑

v∈MK(x)

log
(
max

i
{|xi|v}

)
,

α ∈ K(x)×

hnaive(x) = hH(x) + O(1)
hD + O(1) D
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D0, . . . , Dd−1

d̂eg :

d︷ ︸︸ ︷
Înt(X) × · · ·× Înt(X)×D̂iv(X) → R,

(D0, . . . , Dd−1; Dd) /→ d̂eg(D0 · · ·Dd)

R N d̂eg(N
·d+1

) = v̂ol(N)

D0, . . . , Dd−1 Dd d̂eg(D0 · · ·Dd) !
0

C∞ ∗

D
ϕ : X ′ → X R H X ′

d̂eg(H
·d · ϕ∗D) ! 0

D
R H1, . . . , Hd R H1,Q, . . . , Hd,Q

deg(DQ · H2,Q · · ·Hd,Q) = 0 d̂eg(D
·2 · H2 · · ·Hd) " 0

d̂eg(D · H1 · · ·Hd) = 0 d̂eg(D
·2 · H2 · · ·Hd) " 0

t = deg(DQ · H2,Q · · ·Hd,Q)/ deg(H1,Q · H2,Q · · ·Hd,Q)
D − tH1, H2, . . . , Hd

D Spec(H 0(OX))

D, E, H1, . . . , Hd R X
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i 1 " i " d

d̂eg(D
·i · E·(d−i+1)

)2 ! d̂eg(D
·(i−1) · E·(d−i+2)

) · d̂eg(D
·(i+1) · E·(d−i)

).

k 1 " k " d + 1 i 0 " i " k

d̂eg(D
·i · E·(k−i) · Hk · · ·Hd)

k

! d̂eg(D
·k · Hk · · ·Hd)

i · d̂eg(E
·k · Hk · · ·Hd)

k−i.

k 1 " k " d + 1

d̂eg((D + E)·k · Hk · · ·Hd)
1
k

! d̂eg(D
·k · Hk · · ·Hd)

1
k + d̂eg(E

·k · Hk · · ·Hd)
1
k .

D (ϕ : X ′ → X, M)

ϕ X ′ X ′
Q

M R X ′ ϕ∗D − M

D Θ̂(D) D
Θ̂(D) ̸= ∅

0 " n " d D0, . . . , Dn

Dn+1, . . . , Dd

(D0, . . . , Dn; Dn+1, . . . , Dd)

⟨D0 · · ·Dn⟩Dn+1 · · ·Dd := sup
(ϕ,M i)∈bΘ(Di)

d̂eg(M0 · · ·Mn · ϕ∗Dn+1 · · ·ϕ∗Dd).

B̂ig(X)×(n+1) × (N̂ef(X) ∩ B̂ig(X))×(d−n) → R,

(D0, . . . , Dn; Dn+1, . . . , Dd) /→ ⟨D0 · · ·Dn⟩Dn+1 · · ·Dd,

Dn+1, . . . , Dd

B̂ig(X)×(n+1) × Înt(X)×(d−n) → R,

(D0, . . . , Dn; Dn+1, . . . , Dd) /→ ⟨D0 · · ·Dn⟩Dn+1 · · ·Dd.
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n = d − 1

B̂ig(X)×d × D̂iv(X) → R,

(D0, . . . , Dd−1; Dd) /→ ⟨D0 · · ·Dd−1⟩Dd.

D

v̂ol(D) = ⟨D·(d+1)⟩

D, E R i 1 " i "
d − 1

⟨D·i · E·(d−i+1)⟩ ! v̂ol(D)
i

d+1 · v̂ol(E)
d−i+1

d+1

⟨D·d⟩E ! ⟨D·d · E⟩ ! v̂ol(D)
d

d+1 · v̂ol(E)
1

d+1 .

v̂ol(D + E) !
d+1∑

i=0

(
d + 1

i

)
⟨D·i · Ed−i+1⟩ !

(
v̂ol(D)

1
d+1 + v̂ol(E)

1
d+1

)d+1

.

D, E R

v̂ol(D − E) ! v̂ol(D) − (dim X)d̂eg(D
·d · E).

D /→ v̂ol(D)
R D E

lim
t→0

v̂ol(D + tE) − v̂ol(D)

t
= (dim X)⟨D·d⟩E.

D X

h+
D
(X) :=

v̂ol(D)

(dim X) vol(DQ)
.

(xn) X
X (xn)

lim inf
n→∞

hD(xn) ! h+
D
(X).
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hD(xn) h+
D
(X) D D + t(0, 2f)

D

R

f : X(C) → R
(xn)

hD(xn) h+
D
(X)

lim
n→∞

1

[K(xn) : Q]

∑

σ:K(xn)→C
f(xσ

n) =
⟨D·d⟩(0, 2f)

vol(DQ)
.

D P

0 "
(
(⟨D·d⟩P )

1
d − sv̂ol(P )

1
d

)d+1

" (⟨D·d⟩P )1+ 1
d − v̂ol(D) · v̂ol(P )

1
d ,

s = s(D, P ) = sup{t ∈ R : D − tP }

D, E R

v̂ol(D + E)
1

d+1 = v̂ol(D)
1

d+1 + v̂ol(E)
1

d+1

i 1 " i " d d̂eg(D
·i · E·(d−i+1)

) = v̂ol(D)
i

d+1 · v̂ol(E)
d−i+1

d+1

d̂eg(D
·d · E) = v̂ol(D)

d
d+1 · v̂ol(E)

1
d+1

∃φ ∈ Rat(X)×

D

v̂ol(D)
1

d+1

− E

v̂ol(E)
1

d+1

= (̂φ).

⇒ ⇒ ⇒
⇒

s = s(D, E) =

(
v̂ol(D)

v̂ol(E)

) 1
d+1

s(E, D) = s−1.

D−sE sE−D
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XQ ω
∫

X(C) ω = 1

D X

b(mD) := Image
(〈

Ĥ0(mD)
〉

Z
⊗Z OX(−mD) → OX

)
.

µm : Xm → X Xm Xm,Q
b(mD)OXm

F (mD) := b(mD)OXm M(mD) := µ∗
m(mD) − F (mD).

L2 e1, . . . , erm

〈
Ĥ0(mD)

〉

C

Berg(mD)(x) := |e1(x)|2 + · · · + |erm(x)|2, x ∈ X(C),

OXm(F (mD))

|1F (mD)|(x) =
√

Berg(mD)(µm(x)), x ∈ Xm(C).

F (mD) := (F (mD),−µ∗
m log Berg(mD)) M(mD) :=

µ∗
m(mD) − F (mD)

XQ D

k 1 " k " d+ 1 Dk, . . . , Dn

R Dn+1, . . . , Dd R

⟨D·k · Dk · · ·Dn⟩Dn+1 · · ·Dd = lim
m→∞

⟨Dk · · ·Dn⟩M(mD)·k · Dn+1 · · ·Dd

mk
.

lim
m→∞

d̂eg(M(mD)·d · F (mD))

md+1
= 0.

R D
D = P + N P R N

R v̂ol(P ) = v̂ol(D)
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dim X = 2
D

dim X ! 3
X

P2
Z = Proj(Z[X0, X1, X2]) zi := Xi/X0

H := {X0 = 0}

g := max
{
−2, log |X1/X0|2 + 2, log |X2/X0|2 + 2

}
,

H
ρ : P2(C) → R!0

Supp(ρ) # {|z1| < exp(−2)}× {|z2| < exp(−2)} .

H = (H, g + ρ) hH(1 : 0 : 0) < 0 g + ρ

P2
Z (1 : 0 : 0) {X0 ̸= 0}

ϕ : Proj(Z[z1, z2][Y1, Y2]/(z2Y1 − z1Y2)) → {X0 ̸= 0}.

ϕ∗H E
wij := Yj/Yi

P =

(
ϕ∗H − 1

2
E, max

{
log |ziwi1|, log |ziwi2|, log |ziwi1|2 + 2, log |ziwi2|2 + 2

})
,

N =

(
1

2
E, max {0,−2 − max {log |ziwi1|, log |ziwi2|}} + ϕ∗ρ

)
! 0,

v̂ol(H) = v̂ol(P ) = 5/4

P, Q R v̂ol(P ) = v̂ol(Q)
P ! Q P = Q

2v̂ol(P )
1

d+1 = v̂ol(P )
1

d+1 + v̂ol(Q)
1

d+1 " v̂ol(P + Q)
1

d+1 " v̂ol(2P )
1

d+1 .

∃φ ∈ Rat(X)× ⊗Z R P − Q = (̂φ) ! 0

(̂φ) ! 0 ⇔ (̂φ) = 0 (⇔ φ ∈ H0(O∗
X) ⊗Z R).

R
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