
THOMAE，S　FORMULA　FOR　TRI肌E　COVERING　AND
　　　　BINARY　GRAPH〈松本圭司氏との共同研究）

寺杣友秀

　　　　　　1．㌔TROWCT1◎長超楕円曲線のTHOM題の公式

　gを2以上の自然数としλ1，＿，λ2g＋1をλ1＜…＜λ2g＋1なる実数とす

る。Cを
　　　　　　　　　　　　　　　　　29十1
　　　　　　　　　　　　（フ：紗2＝　rl（エーλ∂

　　　　　　　　　　　　　　　　　べ　び
で定まる超楕円曲線とし、0の上のhomologyのsymplectic　base　A，＿，Ag，81，＿，Bg

を下の図のように定める。

　　　　　　　　　　　　　　　Bl

ま輪2柵とおくと吟。．，ω，は項微分形鵡基底となる。さらに

　　　　　　y
れらの基底に関する周期行列1ッ，砺を

（・ユ）吋ムω・）＿∵馬一（ムω・）＿

として定め、正規化された周期行列アを

（1．2）　　　　　　　　　　γ＝PA・后1

と定める。このときγはτ＝£アノm（γ）＞0を満たし、g次のSi鴫el上半空間の

点を定める。A＝（A1，＿，A29）＝（A～A”）∈Q9ΦQ9に対してCh＆racterist輌c

がAのTheta　c◎獺垣滋θ（ちA）を

　　　姻一Σ・xp（…q；（・＋A’）・・刷）＋（・＋岬））

　　　　　　　nCZg

と定める。2A∈Z29であればθ4（ア，A）はAのZ29による剰余類のみで定
まる。2A∈Z29のとき4A’・£A”の偶奇によりそれぞれAをeven　theぬ
ch雛acger輌stic，◎dd伍eta　ch＆rcteτistc　a・う。　odd　tlleta　cha主a℃総rist▲c　Aに対

するtheta　constantは消えている。　even　theta　chamcteristicのうちで消えてい
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2 Thomae’s formula 

ないものの値を与えるのがThomaeの公式である。半整数のthetacharacteristic 
に対して｛1，・ぺ2g+1｝の部分集合集合Sが［M],p.106によるやり方でただ一
通りに定まる。 U={l,3,5，・・.'2g + 1｝とおき、｛1,2，・・.,2g + 1｝の部分集
合P,Qに対しての対称差P0 Qを（P-Q)u(Q-P）によって定義する。

定理 1.1(Thomaeの公式［T],[FJ,[M]).#So U = g + 1とする。以上の記号の
もとで次の式が成立する。

。（T,A)4＝三Ldet(PB)2 n 
(2π）9 --r  !. ＇－~ p,qt::_;::,ou,p<.q 

（入p一入q）・ 日（入p 入q)
p,q経SoU,pくq

2. BERSHADSKI-RADUL-NAKAYASHIKIによる TRIPLECYCLIC COVERINGに
対する THOMAEの公式

Bershadski-Radul-N akayashikiにより plの特別なタイプのd・重巡回被覆に
おける Thom舵の公式の類似物が与えられた。ここではd=3のときに限って
それを紹介しよう。

入1'...，入3nをCの異なる点、として plの3次の巡回被覆Cを

C: y2 = IJ(xーん）
i=l 

によって定める。このようなタイプの3次被覆をbranchingindex (1/33n) = 
(1/3，.・汁1/3）の被覆という。このときCの種数はg= 3n-2となる。 Cの正
則微分形式の基底として次の微分形式 W1γ・・，W3nー2がとれる。

( xi-ldx 
for i = 1, ... , n -1 

(2.1) w -) y 
包－ ) xi-ndx 

I 2 ¥. y 
for i = n, ... , 3n -2. 

Cには μ3= {wεc I w3 = 1｝が x 1--t x,yト→ων によって作用するので
-l+v'-3 

H1(C,Q/Z）にも μ3が作用する。 ω＝ として定まる自己同型を
2 

ρと書き、 H1(C,Q/Z）の（1－ρ）－torsion pointをH1(C,Q/Z)(lーρ）と書く。
H1 (C, Q/Z)(l-p）構造は次のように記述される。 plの起点bをとりそれをCに

持ち上げたものをると書く。 bを起点として入zのまわりを反時計廻りに小さくま
わってもとに戻る道を%とする。ただしγ1,...川3nを合成したものは可縮であ
るようにとっておく。%をbを起点としてCに持ち上げたものを告とかく。こ
のときl(l－ρ）（弘一;y3n）はHi( C, Q/Z)(1ーρ）の元を与える。 ei( i = 1, ... , 3n) 
を基底とする F3 上のベクトル空間 EB~~1F3eiの部分空間

z = {k向｜乞ki三 O(mod3)}

の元 ei-e3nに対してl(l-p）（弘一 13n）を対応させることにより Z →
H1(C,Q/Z)(lーρ）なる写像が定まる。この対応により次の同型写像を得る。

H(F3 ~ EB~~1F3ei ~ F3）竺Hi(C, Q/Z)(l-p) 
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寺紬友秀 3 

ここで α は 1 日 Z.:::~~1 eiで与えられる写像、 βはZ.:::iki ei i--; Z.:::i k包で与えら
れる写像でHはhomologyを殺す。 A= Z.:::i ki eiをZの元とするとき Aic 
{l, ... ,3n} (j=0,1,2）を

Ai= {iε ｛1，.・・，3n}I ki = j ( mod 3)} 
と定める。
次にAε H1(C,Q/Z)c1－ρ）に対応する差繍ム（A）を次のように定義する。ま
ずAのZへのもちあげAをとってきてX.j(j口0,1, 2）を上のように定義する。
そして（Ai,Aj）を

～～  J flpFAi,qEAi （λp一入q) if ( iヂj)
(Ai, A.J）二く とー

J l Ilp,qEAi ,pくq（入p…入q) if ( i = j) 
と定義し、

ム（A）口（Ao,A1)(A1, A2）（瓦2,Ao)(Ao, Ao)3(Ai, A1)3（え2,A2)3 

と定めると、これは持ち上げAの取り方によらない事がわかる。
最後にCの日ymplecticbase Ai,・・・ ,A9,B1，・・・，Bgを闘定して theta∞ル
日tantとの関係者のべることにしよう。

z2gミH1(C,Z):(ai,bi)i日工作iAi尚昆）
i=l 

なる同型が定まるので、この間盟により

H1問肌－p)c伊ザ9
なる単射ができる。このときり…マン定数pがはお29;z2gの元として定まる。
上のsymplecticbase A1, ... , A9, B1, ... , B9 ti.E員！J微分形式（2.1）老使って式
(1.1）により PA,PBを定め、これらを用いて正鯛化された周期行列7ーを式（1.2)
により定める。
上の記号の準備のもとで Bershadski-Radul羽akayashikiによる Thomaeの
定理の類訟は次のように述べられる。

定理2.1(Bershadski-Rad叫－Nakayashiki）.上記の記号のもとで＃Ao=#A1 
#A2(= n）とする。このとき

(1) A＋ρE (iz)2g jz2gのQ29への持ち上げをIとすると 1'J(T，わ6はその
持ち上げ方によらない。この1'J(r，がな1'J(r,A÷ρ）6と書く。
(2) 

。（r,A＋ρ）6=CA det(Ps)3 ・ム（A)

が成り立つ。こ乙でCAは曲線Cによらない絶対定数である。

この報告では次の問題を考える。

Problem 2.2. (1）上の窓壊に現れる絶対定数はいくつになるか？
(2) branching indexが（1/33n）でない一般の場合ではどうなっているか？

-17・



4 Thomae’s formula 

3. plの巡回3重被覆と BINARYTREE 

この章以降は一般のbranchingindexの場合を考える。入i,... , >.nを相異な
る複素数とする。さらに α1'.・・， hε ｛ 1,2｝で L:~＝ l 向三 O (mod 3）を満たす
ものとする。 Cを

(3.1) y3 = II(x一九）α包
i=l 

によって定義された曲線とする。この曲線のんにおける branchingindexを
向／3と定義する。このタイプの曲線をbranchindexが（αi/3,... , an/3）の曲線
という。
前章と同様にしてH1(C,Z）に仰の作用が自然に定まるので、その生成元の
作用ρも同様に定まる。 H1(C,Q/Z）の（1 ρ）－torsion elementの集合をやは

り同様にH1(C,Q/Z)(lーρ）と書く。まずこの群を分岐点の集合を用いて記述す
る。 F3線形写像α，βを

α：F3→札《ei: 1 f---t玄e包

β：札iF3ei→F3：乞kie包f---t~二帆
i=l i=l 

によって定めると列

F3 ~ cf=1 F3ei £ F3 
はcomplexとなるが、このcomplexを用いて

白 β
(3.2) H(F3→ EBf=1 F3ei→ F3）竺 H1(C, Q/Z)(l-p) 

なる同型を得る。
次にbinarytreeとCのhomologyのsymplecticbaseについて述べよう。こ
こでtreeはplanartreeつまり各頂点には巡回順序が定まっている treeで、あっ
て、 trivalent、すなわち各内頂点（innervertex）からは丁度3本のedgeが出て

いているものを言う。さらにbinaryというのは各頂点に2つの色（ここでは白
と黒）がついていてedgeで結ぼれている頂点には異なる色がつけられているも
のとする。またbinarytreeのmarkingとは各内頂点から出ている3本のedge
のうちの2つのedgeが指定されているものとする。この指定は図形的には孤
を結ぶことによってあらわす。下は makedbinary treeの例である。

． 
＼ 
＼ 
＼ 
＼ 

o，~げ／ρ

marked binary treeを端頂点（outervertex）が丁度入i,...，んになるようにC
の上に書く。ただし入zのbranchingindexが1/3の時は白い頂点、 2/3の時は
黒い頂点が書かれているようになっているものとする。 plのコピー3枚を（コ
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5 

ピーはZ/3によって番号付けされているものとする）このグラフに沿って切れ
目をいれて、貼り付ける。乙のときの貼り合わせのルールは黒い頂点を左に見
ながら edgeを横切る時にはコピーの番号を一つ増やし、右に見ながら横切る
時にはひとつ減らすように別のシートに移ってゆくというものである。（下図）
このようにして貼り付けたものがCを与えている。

寺相iJi友秀

• ! 0 
+I 

0 ! • 
上の表示を用いてCのsyrnplecticbaseを構成しよう。まず、各innervertex 
uに対して、そこでのmarkingを用いてCのtopologicalcycle Av, Bvを定義
する。vertexuの色に応じて定義は異なるが、その定義を下に図示する。ここ
で一点鎖線、 実線、点線はそれぞれ0番目、 1番目、 2番目のシートの上の道
を表す。
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（別）

乙のとき ｛Av,Bv}vはsyrnplecticbaseとなり、uが白いinnervertexであれば
ρ2(Av) = Bぃ 黒ならばρ（Av)= Bvとなる。 innervertexの数がCのgenus
g(C）となり、 下の同型が得られる。

i: z9 EB z9→ Hi(C,Z): (Pv,qv)v:innervertex 1---t乞（pvAv+ qvBv) (3.3) 

またRiemannconstant は p ＝ ~ ラ： （Av+ Bv）で与えられる。Av,Bvからな
2ムJ

るsymplecticbaseはRiemannconstant pはmarkedbinaη 七reeの取り方に
dependする。以下markedbinary treeはfixして考える。

ー19・



6 Thom師、 formula

4.微分形式と周期行列

Cの微分形式について述べる。入zにおける branchingindexを向／3とし、

い一向似。方程式ゆ1）附ける向1凶いて、 Y2＝河川）

とおく。すなわち

y~ = IJ(xーん）b,
i=l 

となる。いま di= I:i（αi/3) -1, d2 = I:i(bi/3) -1とおくと、 di+d2個の微
分形式的老

Z包ー1dx
ηJ＝一一一一－ for j = 1ド・・，di
- Y1 

xi-1dx 
η1j+d1 ＝ーでアー

Y2 
for j = 1, ... , d2・

と定めると、乙れらはCの正則微分形式の基底となることがわかる。したがって
H0(C,nh）の次元はdi+d2でdim(H0(C,Oh）（χ） = d2,dim(H0(C,nh）（支）＝
diとなる。ここで χはμaの自然な指標、 H0(C,Oh）（χ）は指標χで作用す
るH0(C,nh）の部分空間等である。 di,d2は白あるいは黒のinnervertexの
数にもなっている。前章で定義した symplecticbaseおよび微分形式市（i= 
1, ... 'g = di + d2）を用いて周期行列PA,PB、および正規化された周期行列T
を式（1.1),(1.2）によって定義する。

5. 3次巡回被覆に対する THOMAEの公式

それではThom配の公式を述べることにしよう。同型（3.2),(3.3）より得ら
れる次の写像を考える。

(5.1）恥（β）→H1印刷1-p).s H1(C, ~Z/Z)(l-p) ';1 （ ~Z)29 /Z29 

A=  I:i kieiをKer（／））の元とする。 A土を

五土＝ {iε ｛1, ... ,n} I向＝士1 (mod 3)} 

と定義し、さらにx.； を
Aj = {i EA土 Iki = j ( mod 3)} 

と定義する。 81,82をXjのどれかとして（81'82）を

J IJpE=S1 ,qES2 （入p一入q)
(81,82) = ＜ ε 
LTip,qε81,Pくq（入p一入q)

-20・
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寺ft~ 友秀 7 

と定義する。このとき AεKer（β）に対して

ム（五）＝日（λf，付）3(Ai，λi)3II （λf，λj)2 
t手j

II（λf，λj）（λr，今）
Zく3

とおくとム（A）は H1(C, Q/Z)(l-p）における Aの類Aのみによることがわか
る。これをム（A）と書くことにする。

Ker（β）の元Aが条件

(5.2) #At -#A0 = #At -＃瓦1=#At－＃瓦z
を満たしているか否かは、そのH1(C,Q/Z)(lーρ）における類のみにより決定さ

れる。 H1(C, Q/Z)(l-p）の元Aの持ち上げAがこの条件を満たしているとき A
はequidistributedであるという。
以上の準備のもとで、次の定理が成立する。

定理 5.1(MatsumotかT.).

AをequidistributedなH1(C,Q/Z)(1-p）の元とする。

(1) Aを写像（5.1）によって（~z)29 ;z2gの元とみる。 λをAの（~z)29 ヘ
3 

の持ち上げとする。このとき79(r,A+p)6はその持ち上げの仕方によら
ない。ここでρはリーマン定数である。これを単に79(A+ p）と書く。
(2) (Thomaeの公式の類似）

。（r,A＋ρ）6 ＝土Ct..・det(PB)3 ・ム（A)

が成立する。ここでCt..はAのみによる absoluteconstantで

11 ex= [(2π）333/4 exp（一πH)J-69.
12 

となる。

6.証明のアウトライン

証明は Bershadski-Radul・Nakayashikiの場合の3重被覆の曲線の退化を考
え一般のbranchingindexの場合の定理を absoluteconstantの部分を除いて
証明する。 Absoluteconstantを決定する部分についても3重被覆の退化を考
え楕円曲線の場合に帰着させる。楕円曲線の場合は 1の3乗根における theta
constantとガンマ関数の比の計算に帰着する。これは Chowla-Selbergの公式
として知られている。
ここでは証明の中心となる曲線の退化の様子についてのべることにしようo
tを0に近い複素数として分岐点入1,...，んおよびそこにoutervertexをもっ
marked binary treeを変形することを考える。ここで簡単のためん，...,Anは、
この順番でtreeのplanargraphより導かれる outervertexのcyclicorderの順
番になっていてんと入i+lはinnervertex pにedgeで結ぼれているとする。 C

の点えを一つ選んで、 k= i,i + 1として分岐点入k(t）を

入包（t)＝入＋t（入k一入）

-21・



8 Thomae’s formula 

と変形する。このとき分妓点の後形入1γ・1入i(t），入i+l(t），・・1入niこ従ってそ
の3次被覆Cも変形する。この変形は原点にも安定曲線に完備化され、特異
ブアイバーは二つの連結成分をもっ。連結成分の一つは上の臨機でただt=O
の極限をとったもので、 pl内のんい・・，ん－1人入叫2,・ .. ,.Anで分岐した3次巡
儲被覆でこれをC2とおく。もう一つの或分はe= (x -'5..)/tなる plの産擦に
変換することにより見やすくなる。この産標変換で分妓点入k(t）は入~（t）に変
換される。ここで

J （入k一入）／t if kヂυ＋1
入~（t)= ~ 
i入i－入 if k江口i,i十1

である。従って、特異ファイパ…のもう一つの成分誌ご＝ん－λλi+l－え∞
で分岐する3次巡回被覆C1となる。特異ファイパーはこの二つの成分をC1（こ
れは楕円曲線となる）の∞上にある分岐点と C2のえ上にある分p岐点でくっつ
けたものとなる。 ζのとき曲線C上にある markedbinary tr附も下の図のよ
うに分裂する。

従ってこの分解に従ってsymplecticbaseもそれぞれの成分上の日ymplecticbase 
に分解する。

微分形式の方も極援を考えると、差積ム（A）とキャンセルして有限の鑓とな
る。たとえ認ん，入件1が告のoutervertexであるとして、上の踏の状況のよう

にinntervertex pにつながっていたとすると、ん上の空の繍分は
- Y2 

r dx r>-i+l (t) dx 
I - =wi（ト w)I 
)B11 Y2(t) 九事例

と計算されるが、さらに、上の藤擦とで変換することにより

lim t1!3 f丘＝ wi（ト w) f>.;+1 <i,e 
ぃo JB11 Y2(t) Ilk戸，i+l（え＿Ak)bk/3 λ4 （ご一入i)2/3（と一入i+l)2/3

-wi {1 -w) 1 1 
B（一一）．

｛ん一入i+l)l/3Ilk肖，i+l（入…入k)bk/3 3' 3 

なる極限をえるoPBのそれぞれの成分に対して上と問様の計算な行うとdet(Ps)
は過当なtのベ習で割ると有限の倒に近づく。競臓のほうからも tのベきがで
でキャンセルする。
正規化された縄期はSiege：上半空間の中の（g-1）×（g-1）行列と lxl行列
の議和行予Hこ夜来するのでthetaconstantはある有慢の｛起こ収束する。このこと
から Cに関するすhomaeの公式から C2に関する Thomaeの公式を（absolute
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寺事h友秀 9 

constantの部分を除いて）得る。さらに CとC2の Thomaeの公式に関する
absolute constant同士の関係式が得られるので、 ab自のluteconstantが決定は
marked binary treeがinnervertexが1個のものに3宅金ι分解されてしまった

-1十、／…3 -
とき、すなわち v v を虚数乗法九もつ楕円曲線の時に帰着される。こ

2 
の時は、この公式は Chowla-Selbergの公式に帰着される。
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