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概 要

量子色力学 (QCD)によって記述される多体系の物理は、クォーク・グルーオンプラズマやコ

ンパクト天体内部といった様々な物理現象で支配的であり、その相構造の解明は理論的・実

験的両側面において重要である。量子色力学の特徴的な性質として、カイラル対称性の自発

的破れが挙げられる。近年QCD相図研究において、カイラル非一様相と呼ばれる、空間的

異方性を持った秩序変数で特徴づけられた相の存在が示唆され、活発に研究が進められてい

る。これまでの研究から、外部磁場無し・カイラル極限といった下で、平均場近似での計算

により、低温・中密度領域においてカイラル非一様相が出現することが知られている。しか

し、このような簡単化された系での議論では、カイラル非一様相の理解が十分に得られたと

は言い難い。そこで本論文では、より多様な角度からカイラル非一様相の性質を調べること

で、その理解を深める試みについて議論する。

まず始めに、裸のクォーク質量が存在する系におけるカイラル非一様相の性質について考

察する。カイラル極限の場合、カイラル対称性が自発的に破れた相では熱力学関数がワイン

ボトル型となる為、系の基底状態はカイラル円周と呼ばれる無数の等価な最小点の任意の１

点で与えられる。一方クォーク質量が有限である場合、系の基底状態はカイラル円周の特定

の１点で与えられる。この違いにより、空間非一様な秩序変数 (非一様構造)に定性的な差が

現れる。具体的には、カイラル極限の場合カイラル円周に等価に巻き付くような関数形であっ

た非一様構造が、カイラル円周の最小点に偏在化して巻き付く非一様構造へと変化する。従っ

て、有限質量効果はカイラル非一様相の構造を定性的に変化させると考えられる。実際本研

究では、カイラル非一様相内で非一様構造は温度の上昇と共に単調に偏在化していくことを

示す。また相転移の次数について、カイラル極限では非一様・回復相間の相転移線 (終境界

線)の次数は２次であったが、有限質量効果によって１次相転移へと変化することを示す。

続いて、非一様カイラル相転移における、揺らぎの効果について考察する。これまで凝縮

系物理学やパイオン凝縮の研究において、秩序変数の量子または熱揺らぎの効果が相転移の

次数を２次から１次へと変化させることが知られている。一方カイラル非一様相の研究にお

いては、典型的な非一様構造に対して終境界線は２次相転移であることが知られているもの

の、これまで揺らぎの効果は十分に議論されてこなかった。相境界上ではその転移の次数に

応じて得られる物理的応答が変化するので、カイラル相転移の次数を正しく理解することは

重要である。そこで本研究では先行研究で用いられた手法をさらに発展させ、量子-熱揺らぎ

の効果を同時に考慮する手法を開発し、具体的に非一様カイラル相転移の次数の定性的・定

量的変化について議論する。結果、量子-熱揺らぎの効果によって終境界線は２次相転移から

１次相転移へと変化し、また非一様相の領域が減少することを示す。
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第1章 はじめに

量子色力学 (QCD)とは強い相互作用を記述する基礎理論 [1, 2]であり、理論・実験的両側

面から活発に研究が進められている。QCDは局所的なカラー対称性 (SU(Nc))および大域的

なフレーバー対称性 (SU(Nf ))を持ち、そのラグランジアンはクォーク場 (ψ)およびゲージ

(グルーオン)場Aを用いて、以下のように与えられる：

LQCD = −1

4
F a
µνF

µν
a + ψ̄(i /D −Mq)ψ, (1.0.1)

ここでMq は各フレーバーの質量を表す行列である。また、a, b, c = 1, . . . , N2
c − 1 (A,B =

1, . . . , Nc)はSU(Nc)の基本 (随伴)表現の添字を表し、ギリシャ文字 µ, ν = 0, . . . , 3でローレ

ンツベクトルの添字を表す。また、F a
µνは曲率テンソルであり、次式で定義される：

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcA

b
µA

c
ν ,

ここで gおよび fabcは理論の結合定数、SU(Nc)の構造定数をそれぞれ表している。最後に

共変微分 (Dµ)ABは次式で定義されている：

(Dµ)AB = δAB∂µ − i
g

2
(λa)ABA

a
µ,

ここで (λa)ABは SU(Nc)の基本表現である (Nc = 3ならばGell-Mann行列)。本論文はQCD

の低エネルギー領域における熱力学的性質に関して主に議論する。従って、本論文ではカラー

およびフレーバー数としてNc = 3, Nf = 2を選ぶ。

QCDはそのシンプルなラグランジアンにも関わらず、多様な興味深い物理現象を記述する。

QCDを理解するための実験的アプローチとしては様々な手法が確立している。まず挙げられ

るのはは低エネルギー散乱実験を用いたハドロンの性質の解明である。ハドロンはクォーク

およびグルーオンから構成される複合粒子と考えられている為、QCDの低エネルギー励起状

態を解明する為に重要であると考えられる。また、高エネルギー重イオン衝突実験を通じた高

温度領域におけるQCDの凝縮系物理学的側面の解明も意義深い。高温度領域では閉じ込め・

非閉じ込め相転移が起こり、クォークとグルーオンがプラズマ状態となっている (QGP) [3]

ことが強く示唆されているが、このような系はビックバン直後の初期宇宙にも存在していた

と考えられており、QGPからもたらされる物理を理解することは自然を理解する上で重要で

ある。さらには、中性子星などのコンパクト天体の冷却過程や超新星爆発、連星合体といっ
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た実際に宇宙で起こるイベントの観測からもQCDを理解する試みが進められている [4]。例

えば、中性子星のコア付近の温度・密度領域ではクォーク多体系が実現していると考えられ、

そこから得られる情報は天体の状態方程式や冷却過程に影響を与えていることが期待されて

いる。

一方、理論的にはQCDは閉じ込め・非閉じ込め相転移によるクオーク・グルーオン自由

度の解放や、カイラル対称性の自発的破れによる南部-ゴールドストーン (NG)粒子の出現、

アノマリーに起因する対称性の量子効果による破れなどを中心に、QCDの真空の含めた熱

力学的側面の解明が進められている。QCDを解明するということは、端的に言えば、QCD

のエネルギースペクトルを非摂動的に求め、その系の時間発展を把握できるようになるとい

うことである。しかしながら、現時点では系の時間発展を追うことはおろか、QCDのエネル

ギースペクトルを求めることも極めて困難である。QCDは理論の非可換ゲージ理論であるた

めに、漸近的自由な理論であることが知られている [5,6]。以上で挙げた理論的に興味深い現

象は比較的低エネルギー領域で起こる為、理論の結合定数が大きく摂動的計算ですら破綻し

てしまう。さらには、以上で挙げたような実験・観測から得られるQCDの情報は摂動計算

が困難なエネルギー領域と対応している。従って、何らかの形で計算の困難さを回避する手

法が必要であると言える。

この問題を克服する一つの方法としては、大規模数値計算を通じてQCDの分配関数を第

一原理的に計算してしまう、格子QCDが挙げられる [7, 8]。しかしながら、格子QCDによ

る計算は低温・高密度領域では符号問題と呼ばれる困難が生じることが知られており [9,10]、

今のところ根本的な解決には至っていない。特に本研究で主に議論する物理現象は、この問

題が厳しく出現する領域で観測されると考えられている為、異なるアプローチが必要である。

次善の策の一つとしては、QCDの特定の側面を記述する有効模型を用いた解析が挙げられ

る。本論文では、カイラル対称性およびその自発的破れに関連する物理現象を主たる研究対象

としている。これを記述する有効模型として、例えば南部-Jona-Lasinio(NJL)模型が知られ

ている [11]。NJL模型は、QCDとの対応関係は完全に解明された訳ではないものの、(1.0.1)

式においてグルーオン自由度を積分することにより得られる模型であると解釈されており、

QCDの低エネルギー領域におけるカイラル対称性の自発的破れに起因する現象を良く記述

することが知られている [12, 13]。NJL模型は特定の近似の下で分配関数を解析的に計算す

ることが可能である為、これを用いてQCD相図を有効的に求めることが可能である。

図 1.1は特定の簡単化された系を用いて描いたQCD相構造を表す概略図である。水色の斜

線領域はカイラル対称性が自発的に破れている相であり、茶色の領域はカイラル対称性が回

復した相である。また、先に挙げたような実験・観測的アプローチはそれぞれ図 1.1に記さ

れているような領域と理論的に対応している。例えば、QGPや初期宇宙は高温、低-中密度

領域で実現していると考えられており、ハドロン散乱実験で生成される核物質は低温、低密
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図 1.1: 温度 (T )-バリオン数化学ポテンシャル (µ)平面上の一様なQCD相図。赤実線および

青点線はカイラル対称性の自発的破れに関する１次および２次相転移線をそれぞれ表す。緑

点は３重臨界点 (TCP)と呼ばれる２次相転移点を表す。

度領域に対応すると考えられている。また、コンパクト天体のコア部分は低温、中密度領域

に相当すると考えられている。

図 1.1で記述されるQCD相図は、様々な制限の下で与えられていることに注意する。QCD

相構造の研究は様々な新しい視点を取り入れ、活発に進展している。例えば、クォーク対が凝

縮系物理学におけるCooper対のように凝縮することで特徴づけられるカラー超伝導 [14,15]

の研究が挙げられる。さらに、模型を改良することで、より現実のQCD相図へと近づける

試みもある。例えば、カラー閉じ込めの効果を有効的にNJL模型に取り入れることで構成さ

れる Polyakov loop extended NJL(PNJL)模型 [16]などは新たな進展と言える。

近年のQCD相構造研究の大きな進展として、秩序変数の空間的異方性を考慮したQCD相

図の拡張が挙げられる。図 1.1は様々な制限の下で描かれていると述べたが、その状況の一つ

として「秩序変数は空間的に一様である」という前提がある。本来、このような前提を定め

る必然性は特に無く、空間的異方性を考慮した秩序変数を用いてQCD相図を再構築すること

は、理論的に意義深い。実際、物性物理学では秩序変数が空間的異方性を持つ相 (非一様相)

が様々な物理系において現れることが確認されており、活発に研究が進められている。例え

ば、Cooper対が運動量を持つようなFulde-Ferrell-Larkin-Ovchinikov (FFLO)超伝導 [17,18]

や、電子のスピン密度や電荷密度が周期的に変調した秩序状態を持つスピン密度波 [19,20]や

電荷密度波 [21]などが良く知られている。本論文では、これらの研究の本質である非一様性

の概念をQCDにおけるカイラル対称性の自発的破れに導入し、QCD相図に対する新たな知

見を得る。

図 1.2は秩序変数の非一様性を考慮した QCD相構造を表す概略図である。図の赤色の縦

線領域は非一様なカイラル秩序変数が熱力学的に優位である相であり、カイラル非一様相と

呼ばれる。カイラル非一様相は低温、中密度領域に現れるため符号問題が厳しく、従って有
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図 1.2: 秩序変数の非一様性を考慮した温度 (T )-化学ポテンシャル (µ)平面上のQCD相図。

赤実線および青点線は図 1.1と同様。ピンク実線はカイラル非一様相の相境界。緑点は一様

凝縮・非一様凝縮・回復相の共存する３重点であり、Lifshitz点と呼ばれる。

効模型を用いた計算が (少なくとも現時点では)必要とされる。また、カイラル非一様相にお

ける一様相-非一様相および非一様相-回復相の相境界 (始境界線および終境界線)の終点は図

1.1におけるTCPと共通しており、この点は Lifshitz点 (LP)と呼ばれている。

カイラル非一様相から得られる物理的知見は、様々な実験・観測に特徴的な示唆を与える。

例えば、図 1.2はカイラル非一様相がコンパクト天体のコア部分において実現することを示唆

しているが、非一様性に起因するコンパクト天体の冷却過程が理論的に予言されている [22]。

さらには、高エネルギー重イオン衝突後のハドロン化の過程は TCPの下方を通過する可能

性があるが、その際非一様性に起因するクォーク数感受率の特徴的な振る舞いが示唆されて

いる [23]。以上の観点から、カイラル非一様相の研究はQCD相構造の実験的解明に対して

も大きな影響を与えることが理解できる。

しかしながら、これまでの研究から非一様カイラル相転移の全貌が明らかにされたとは言

い難い。以上の先行研究は荷電対称・外部電磁場無し・カイラル極限の前提の下で得られた

結果であり、また相図の計算自体も平均場近似 (MFA)の下で行われていることに注意する。

物質の性質を明らかにする際には、例えば系に電磁場を与えてその応答を調べるといった手

法が取られるだろう。同様に考えると、非一様カイラル相研究においては、簡単化された理

論的枠組みを本質的に発展させることで、その定性的および定量的変化を通じてカイラル非

一様相への理解を深めることが重要である。

試みの１つとしては、外部磁場を系に導入することが挙げられる。外部磁場の存在はクォー

クの運動方程式 (EOM)を変化させ、結果クォークのエネルギースペクトルはLandauレベル

を構成し離散化される。外部磁場の影響はゼロ温度の場合にFrolovらによって初めて議論さ

れ、磁場の存在によってカイラル非一様相が大きく広がることが示された [24]。一方我々は

磁場の存在によって最低Landau準位に非一様性に起因する非対称性が現れることに着目し、
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カイラルアノマリーによって異常なクォーク粒子数密度が出現すること、この寄与が新たな

LPを出現させることを示した [25]。さらに我々はFrolovらの議論をさらに発展させ、より一

般の非一様構造の関数形を用いて µ-B平面上のQCD相図を構築した [26]。このように、外

部磁場の存在はカイラル非一様相の性質を定性的に変化させる。従って、T -µ-B平面上での

カイラル非一様相構造を解明することは、非一様カイラル相転移の物理の理解を進める上で

重要な課題である。他の試みとしては、Iwataらによる荷電非対称性を考慮したカイラル非

一様相の議論が挙げられる [27]。Iwataらは LP付近の解析を行うことにより、アイソスピン

非対称性が新たな非一様相および臨界点を誘起することを示した。

本論文ではカイラル非一様相の理論的知見を得る新たな試みとして、有限の裸のクオーク

質量 (current quark mass)を持つような系について議論し [28]、さらにMFAを超えた取扱い

として、量子-熱揺らぎがQCD相図へ与える影響を議論する [29]。

本論文は以下の構成で議論を進める。第 2章ではQCDの有効模型として、NJL模型の持

つ基本的性質および熱力学をレビューする。第 3章ではカイラル非一様相研究の導入として、

簡単化された系におけるカイラル非一様相の基本的性質および熱力学をレビューする。第 4

章では、外部磁場が存在する系におけるカイラル非一様相について議論する。特に、このよ

うな系ではカイラルアノマリーに起因して非一様相の領域が大きく拡大することを、解析的・

数値的両側面から議論する。第 5量では、current quark massの存在によるカイラル非一様

構造の変化について議論する。特に、質量項の存在によって非一様構造の関数形が変化する

こと、また熱力学的特徴が定性的に変化することを見る。第 6章では、秩序変数の量子-熱揺

らぎがカイラル非一様相に与える効果について議論する。特に、これらの揺らぎの効果は終

境界線の相転移の次数を変化させ、さらにその相境界の位置を変化させることを見る。
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第2章 Nambu-Jona-Lasinio模型

本章ではQCDのカイラル対称性を尊重した有効模型として、NJL模型の基本的性質およ

びその熱力学をレビューする [12,13]。前章で述べたように、カイラル非一様相はQCDの直

接計算が困難な領域で出現することが示唆されている。従って、有効模型を用いた計算が主

たる解析手法となるが、本論文では主にNJL模型を用いて議論を進める。

まず始めにQCDの対称性の議論からNJL模型の持つべきラグランジアンの形について議

論する。出発点はNc = 3, Nf = 2のQCDラグランジアン ((1.0.1)式)である。(1.0.1)式はカ

イラル極限では以下のような左手/右手系クォークの大域的 SU(2)L/R回転に関して不変であ

ることに注意する：

ψL/R → exp

(
−iθaL/R

τa

2
− iδL/R

)
ψL/R,

ここでψL/Rは左手/右手系のクォーク場を表し、τa(a = 1, . . . , 3)はSU(2)L/Rの生成子である。

また θaL/R(δL/R)はSU(2)L/R(U(1)L/R)の回転角を表している。以上から、QCDの持つ大域的

対称性は SU(2)L×U(1)L×SU(2)R×U(1)Rであることが分かった。ここで、U(1)L×U(1)R

は軸性アノマリーに起因するインスタントンの効果によってU(1)V に破れていることに注意

(ここで添え字 V は左手/右手系を同時に回転させるベクトル的変換を意味している) [30]。同

様に、SU(2)L × SU(2)Rは、後に見るように、特定の条件下ではカイラル対称性の自発的破

れが起こり SU(2)V のみが対称性として残る。

以上で見たQCDの大域的対称性を尊重した有効模型を構成する。我々はカイラル対称性

とその自発的破れに興味があるが、これらクォークの持つ対称性に起因する量であることに

注意する。従って、有効模型のラグランジアンはクォーク自由度のみによって構成されれば

良い、このことは即ちQCDラグランジアンからグルーオン自由度を積分してしまったもの

と解釈される。左手/右手系のクォークの変換性の下で不変になるようなラグランジアンは、

カイラル極限の場合最も簡単な形としては次のように与えられる：

LNJL = ψ̄i/∂ψ +G[(ψ̄ψ)2 + (ψ̄iγ5τψ)
2]. (2.0.1)

ここでGは任意の定数であり、クォークの４点接触相互作用の強さを表す結合定数である。

カイラル対称性が自発的に破れた場合、南部-ゴールドストーン (NG)定理により０質量NG

粒子が現れ、これはパイオンと呼ばれている。Gの値は真空中での構成子クォーク質量やパ
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イオン崩壊定数を基に決定される。また、クォークの質量項を考慮する場合、ラグランジア

ンの表式は以下の通り：

LNJL = ψ̄(i/∂ −Mq)ψ +G[(ψ̄ψ)2 + (ψ̄iγ5τψ)
2]. (2.0.2)

(2.0.2)式では質量項の存在の為にカイラル対称性はあらわに破れていることに注意する。従っ

て、カイラル極限の場合と異なり、NG粒子はもはや近似的であり、実際有限質量となって

現れる。実際、パイオンは真空中で 138MeVと有限質量を持つことが知られている。

我々はカイラル対称性の自発的破れに興味がある為、以下では簡単のためSU(2)V , SU(2)A

を用いてSU(2)L×SU(2)R ∼ SU(2)V ×SU(2)Aと書く。ここでSU(2)V (SU(2)V )はアイソス

ピン (カイラル)対称性をそれぞれ表している。アイソスピン (カイラル)変換によってクォー

クは ψ → exp(iθaV τ
a/2)ψ (ψ → exp(iγ5θ

a
Aτ

a/2)ψ)と変換される。最後に、以上の記法はあく

まで簡便的なものであり、群論的には正しくはないことに注意する。何故ならば、SU(2)Aは

変換に関して閉じていないからである。

2.1 カイラル対称性の自発的破れ

ラグランジアンが構成できたので、カイラル対称性の自発的破れについて議論する。本節

ではまずは導入として真空 (T = µ = 0)に関して議論する。NG定理により、カイラル対称

性の秩序変数は SU(2)Aの変換の生成子と非可換な演算子の真空期待値 (VEV)として同定さ

れることに注意。簡単な計算により、クォークの双１次形式の期待値 ⟨ψψ̄⟩および ⟨ψiγ5τaψ⟩
がこれに該当することが分かる。

NJL模型はクォーク自由度で記述された理論であるため、ボソン的演算子の期待値を直接

計算することには不向きである。以下では理論をボソン的自由度で書き換える。NJL模型の

生成汎関数は以下のように与えられる：

Z =

∫
DψDψ̄ exp

[
i

∫
d4xLNJL

]
. (2.1.1)

理論をボソン化する為に補助場 (ϕ′
0, ϕ

′
a)を導入し、生成汎関数に以下の恒等式を挿入する：

1 =

∫
Dϕ′

0Dϕ′
a exp

[
i

∫
d4x

{
− 1

4G
(ϕ′

0(x)
2 + ϕ′

a(x)
2)

}]
.

汎関数積分は積分する場の定関数シフトに関して不変であるので、ϕ′
0 → ϕ0 + 2Gψ̄ψ, ϕ′

a →
ϕa + 2Gψ̄iγ5τaψと場を再定義する。生成汎関数の表式は

Z =

∫
DψDψ̄Dϕ0Dϕa exp

[
i

∫
d4x

{
ψ̄i/∂ψ − 1

4G
(ϕ2

0 + ϕ2
a)− ψ̄(ϕ0 + iγ5τaϕa)ψ

}]
. (2.1.2)
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となる。ϕ0(x), ϕa(x)に関するEOMから、これらは秩序変数と関係する量であることが分か

る；ϕ0 = −2Gψ̄ψ , ϕa = −2Gψ̄iγ5τaψ。従って、以下では ϕ0(x), ϕa(x)のVEVが有限に存在

するか否かでカイラル対称性の自発的破れを判定する。(2.1.2)式はクォーク場に関して双１

次形式になっているので、クォーク場に関しては汎関数積分をあらわに実行できる：

Z =

∫
Dϕ0Dϕa exp[iNfNcS], (2.1.3)

S =

∫
d4x

[
− 1

4G
(ϕ2

0 + ϕ2
a)

]
− i log Det[i/∂ − (ϕ0 + iγ5τaϕa)].

ここでSはϕ0(x), ϕa(x)に関する有効作用である。クォーク自由度が積分されたため、生成汎

関数はもはやボソン自由度のみで与えられていることに注意。一般的に、フェルミオン４点相

互作用を持つ理論をボソン的自由度のみで書き換える手続きはHubbard-Stratonovich変換と

呼ばれ [31,32]、主に凝縮系物理学の分野などで広く用いられている。しかしながら、(2.1.3)式

をボソン自由度に関して解析的に解くことは依然として難しい。ここではMFAを (2.1.3)式に

用いて計算を進める。さらに冒頭で述べたように、本章では一様な凝縮に限定して議論を進め

る。即ち、ϕ0(x), ϕa(x)のVEVは空間的異方性を持たないとする：⟨ϕ0(x)⟩ = ϕ0, ⟨ϕa(x)⟩ = ϕa。

以上の下で、有効ポテンシャルの表式を次のように得る：

Veff(ϕ0, ϕa) =
1

4G
(ϕ2

0 + ϕ2
a) + 2iNfNc

∫
d4p

(2π)4
log(ϕ2

0 + ϕ2
a − p2). (2.1.4)

(2.1.4)式は ϕ2
0 + ϕ2

aの関数で与えられている為、ϕ
2
0 + ϕ2

a = const.(chiral surfaceと呼ばれる)

を守るような変換に関して値を変えないことに注意。このような変換は SU(2)A変換に対応

している。もし有効ポテンシャルがϕ0 = ϕa = 0で最小値を取るならば、真空はこの点で与え

られるのでSU(2)A変換に関して真空は不変である。従って、この場合カイラル対称性は保た

れている。一方で、もし有効ポテンシャルがワインボトル型をしている、つまり ϕ2
0 + ϕ2

a ̸= 0

で最小値を取る場合、系は無限個の縮退した真空を持ち、またこれらは SU(2)A変換によっ

て互いに移り変わりあう。従って、この場合カイラル対称性は自発的に破れており、chiral

surfaceに平行なソフトモードが存在する。このような０質量モードがパイオンであり、一方

chiral surfaceに垂直な振動モードに対応する有限質量粒子がシグマメソンである。以下では

簡単の為荷電中性を要請する (ϕ1 = ϕ2 = 0)。また、縮退した真空はどれも等価であるので、

特に ϕ0 = 0としても一般性は失われない。(2.1.2)を見れば分かるように、ϕ0は対称性の自

発的破れによって得られた構成子クォーク質量に対応している。これをあらわに示すため、

以下では ϕ0 = mと表す。以上の準備の下で (2.1.4)式の積分を実行すると

Veff = −2NfNc

∫
d3p

(2π)3

√
p2 +m2 +

1

4G
m2. (2.1.5)

を得る。(2.1.5)式の右辺第１項はDiracの海からの寄与を表す項であるが、この積分は発散

している。NJL模型は繰り込み不可能な模型であるため、理論の適応限界であるカットオフ

8



を人為的に導入する必要がある。ここでは以下のような３次元運動量切断を導入する：∫
d3p

(2π)3

√
p2 +m2 →

∫ p2≤Λ2

d3p

(2π)3

√
p2 +m2.

ここでΛは理論のカットオフである。このとき有効ポテンシャルは解析的に積分を実行する

ことができる。結果は

Veff
Λ4

= − 3

2π2
+
m2

2

[
1

G2
− 3

π2

]
+O(m4 logm). (2.1.6)

である。(2.1.6)式において、O(m2)項の係数の符号によって、有効ポテンシャルの最小値を

与えるmの値が変化することに注意。G > 3/π2が満たされる場合、有限のmで有効ポテン

シャルは最小値を与える。即ち有効ポテンシャルは無限の縮退した真空を持ち、カイラル対

称性は自発的に破れている。

2.2 T -µ平面上での一様なQCD相図

本節では有限温度-化学ポテンシャルでの一様なQCD相図について議論する。真空で定義

された理論を有限温度-化学ポテンシャルに拡張する手法はいくつかあるが、本論文では平衡

系を扱うので、最も簡単に議論できる虚時間法を用いて議論を進める。

始めに理論を有限温度系へ拡張する。まずは時間方向に虚時間 τ ≡ itを導入し、積分領域

を τ ∈ [0, β = 1/T ]とする。ここで T は系の温度である。さらに、ボソン (フェルミオン)に

ついて、虚時間方向に (反)周期境界条件を課す。以上の手続きによって、生成汎関数は熱力

学における分配関数として与えられる：

Z =

∫
D[fields] exp

[
i

∫
d4x L

]
→ Tr

∫
D[fields] exp

[
−
∫ β

0

dτ

∫
d3x LE

]
.

ボソンまたはフェルミオンの境界条件によって、虚時間方向に関する Fourier変換は離散化

され、これは松原周波数と呼ばれる：

ωn =

{
2nπT (Boson)

(2n+ 1)πT (Fermion)
,

この操作により、エネルギー方向の積分は松原周波数に関する無限和で置き換えられる。

次に有限化学ポテンシャルへの拡張を考える。化学ポテンシャルは粒子数 (N)に関して熱

力学的に双対な量であり、この効果はハミルトニアンに次のように与えられる：H̃ = −µN。
QCDにおいて粒子数演算子はN = ψ†ψ = γ0ψ̄ψで与えられるので、µを理論に導入する為

にはラグランジアンを次のように変形すればよい：

L → L+ µψ̄γ0ψ.
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以上の拡張を考慮して一様な場合のカイラル極限での熱力学関数の表式を求めると

Ω

V
=
NfNc

8π2

∫ ∞

1

dx

x3
e−M2x +

M2

4G

− NfNcT

π2

∫ ∞

0

dy y2
[
log(e−β(

√
y2+M2−µ) + 1) + log(e−β(

√
y2+M2+µ) + 1)

]
.

(2.2.1)

を得る。ここで V は系の体積を表している。(2.2.1)式では松原周波数に関する和をあらわ

に実行していることに注意 [33]。また、右辺第一項は真空からの寄与を表しているが、真空

の場合と同様発散を除去する為に正則化を行っている。ここでは後の便利の為、proper time

regularization (PTR) [34]を真空部分に用いている。以上は全てカイラル極限に限って議論

をしたが、current quark massが存在する場合でも全く同様に計算できる。
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図 2.1: T -µ平面上でのQCD相図 (左：カイラル極限、右：mc = 5MeV)。

　

図 2.1は一様相に限った場合の T -µ平面上のQCD相図である。赤線 (実線)は１次相転移

線、緑線 (点線)は２次相転移線を表している。カイラル極限の場合、赤線と緑線の交点は

TCPを表している。一方、current quark massが有限の場合、２次相転移線は失われ、クロ

スオーバーになる。このとき、１次相転移線の終点は臨界終点 (CEP)と呼ばれる２次相転移

点となる。
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第3章 カイラル非一様相に関する初期的

研究

第 2章で行われた議論は全て、秩序変数が空間的に一様な定数であるという前提の下で行

われてきた。しかしながら、導入でも述べたように、秩序変数が一様である必然性は存在し

ない。実際、物性物理学の分野では非一様な秩序変数によって特徴づけられた物理系が存在

するし、以下で見るようにQCD相図研究においてもカイラル非一様相が一様相-回復相の相

境界における低温・中密度領域に現れることが分かる。

本章では、カイラル非一様相研究の導入として、議論を簡単化するいくつかの制限を課し

た上で、カイラル非一様相の性質およびその熱力学に関してレビューする [35]。以下では議

論を簡単化する制限として、アイソスピン対称・外部電磁場無し・カイラル極限を系に課し、

かつ計算は全てMFAの下で行う。カイラル非一様相が出現する領域は符号問題が厳しいた

め、NJL模型のようなQCDの有効模型を用いて議論を進める。

上述の制限の下での 1+ 3次元のNJL模型のラグランジアンは (2.0.1)式で与えられ、これ

を Hubbard-Stratonovich変換を用いてボソン化された生成汎関数は (2.1.3)式で与えられて

いる。ここで、一般化されたカイラル対称性の秩序変数を以下のように定義する：

Φ(x) ≡ ⟨ϕ0(x)⟩+ i⟨ϕ3(x)⟩ ≡ ∆(x)eiθ(x),

⟨ϕ1(x)⟩ = ⟨ϕ2(x)⟩ = 0.

ここで荷電対称性を課している為、ϕ1, ϕ2に関してはVEVは消えている。また、∆(x)およ

び θ(x)は非一様構造の振幅および位相にそれぞれ対応している。以上の記法において、MFA

の下での熱力学関数の表式は以下の通り：

ΩMF = −TTrLog
[
/p+ µγ0 +

1

2
(1 + γ5τ3)Φ +

1

2
(1− γ5τ3)Φ

∗
]
+

1

4G

∫
d4x|Φ(x)|2. (3.0.1)

非一様な秩序変数は任意の関数形を持つことはできないことに注意。(3.0.1)式のEOMの解

となるようなΦ(x)のみが取り得る関数形として許される：
δΩMF

δΦ(x)
= 0. (3.0.2)

EOMの解には例えば構成子クォーク質量といった、いくつかの任意定数が含まれている。こ

れらの得られた非一様構造の関数形で張られる関数空間に関して ΩMFを各 T, µごとに最小

化することで、非一様構造を考慮に入れたQCD相図を求めることができる。
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当然ながら、(3.0.2)式は汎関数微分方程式であるため、解析的に解くことは容易ではない。

先駆的な研究として、Nakano-Tatsumiによって (3.0.2)式を満たす非一様構造の解が発見的に

求められた [36,37]。彼らによって導出された非一様構造はDual Chiral Density Wave(DCDW)

と呼ばれている。その後、NJL2(1 + 1次元でのNJL模型)におけるより一般的な非一様構造

の関数形がBasarらによって導出された [38–40]。彼らの研究に関しては Sec. 3.1でレビュー

する。NJL2はあくまで 1+1次元系での理論であり、同様の議論が 1+3次元において成立す

るか否かは非自明である。NickelはNJL2で得られた非一様構造を 1+3次元におけるNJL模

型に「埋め込む」手法を開発した [41]。実際、NJL2における解を埋め込むことにより、1+1

次元での解の１つとDCDWとが対応していることが分かる。彼の研究に関しては Sec. 3.2

でレビューする。

以上の議論は全て熱力学関数の直接的な計算によって導出されているが、これ以外にも特

定の模型に依存しないような手法が存在する。１つは generalized Ginzburg-Landau (gGL)理

論を用いたアプローチである。この手法は、LP付近のカイラル非一様相の性質を研究する際

に、有効な手法であることが知られている [42]。本手法では熱力学関数の関数形を理論の持つ

対称性のみから決定する為、模型の詳細に依存せずに議論できることに注意する。もう１つは

相関関数を用いたアプローチである。この手法では対称性が回復した相から相関関数の極の振

る舞いを調べ、これを非一様相側へ外挿していくことにより終境界線を決定する [37,43,44]。

これらの手法に関しては Sec. 3.3で議論する。

3.1 1 + 1次元系での非一様構造

本節ではNJL2での非一様構造の決定法についてレビューする [38–40]。ここでは簡単の為

Nf = 1として議論する。NJL2のラグランジアンは以下のように与えられる：

LNJL2 = ψ̄2i/∂ψ2 +G[(ψ̄2ψ2)
2 + (ψ̄2iγ5ψ2)

2], (3.1.1)

ここで ψ2は 1 + 1次元におけるクォーク場を表している。また、1 + 1次元系ではガンマ行

列 γµはPauli行列で与えられる。具体的には γ0 = σ1, γ
1 = −iσ2, γ5 = σ3となる。1 + 3次元

の場合と同様に一般化されたカイラル対称性の秩序変数を次のように定義する：

Φ2(x) = −2G(⟨ψ̄2(x)ψ2(x)⟩ − i⟨ψ̄2(x)iγ5ψ2(x)⟩) ≡ ∆(x)eiθ(x). (3.1.2)

MFAの下で (3.1.1)式は以下のように書き換えられる

LMF
NJL2

= ψ̄2[i/∂ − 1

2
(1− γ5)Φ2(x)−

1

2
(1 + γ5)Φ

∗
2(x)]ψ2 −

|Φ2(x)|2

4G
. (3.1.3)
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(3.1.3)式はクォーク場に関して双１次形式になっているので、生成汎関数においてこれに

関する汎関数積分を実行することができる。得られる有効作用の表式は

SMF
NJL2

= −iNclogDet[i/∂ − 1

2
(1− γ5)Φ2(x)−

1

2
(1 + γ5)Φ

∗
2(x)]−

1

4G

∫
|Φ2(x)|2. (3.1.4)

である。Φ2(x)に関する EOMは δSMF
NJL2

/δΦ2(x) = 0より

Φ2(x) = −4iNcG
δ

δΦ∗
2(x)

logDet[i/∂ − 1

2
(1− γ5)Φ2(x)−

1

2
(1 + γ5)Φ

∗
2(x)]. (3.1.5)

(3.1.5)式を解析的に解くことは難しい。そこでまずは (3.1.3)式の固有方程式からスタートす

る。この式はBogoliubov-de Gennes (BdG)方程式と呼ばれている [45]

HMF
NJL2

ψ2(x) = Eψ2(x), (3.1.6)

HMF
NJL2

= −iγ5
d

dx
+ γ0[

1

2
(1− γ5)Φ2(x)−

1

2
(1 + γ5)Φ

∗
2(x)]

=

(
−i d

dx
Φ2(x)

Φ∗
2(x) i d

dx

)
.

非一様構構造は (3.1.2)式で定義されているので、これと (3.1.6)式が自己無矛盾的に解けれ

ば (Hartree-Fock (HF)法)、我々はNJL2におけるMFAの下での一般的な非一様構造の関数

形を知ることができる。

Basarらは適当な ansatzの下でレゾルベントの性質を用い [46, 47]、構造決定の方程式が

Non Linear Schrödinger Equation (NLSE) [48]と呼ばれる方程式に帰着されることを示した。

NLSEはAblowitz-Kaup-Newell-Segure (AKNS)ヒエラルキー [49]の存在の為に、可解であ

ることが知られている。以下ではNLSEから得られるいくつかの基礎的な非一様構造につい

て紹介する。AKNSヒエラルキーを用いたより一般的な非一様構造の関数形に関しては、例

えば [50–52]で議論されている。

3.1.1 Real Kink Crystal

RKCはNLSEの実解であり、振幅に関して有限の周期を持つ非一様構造である。凝縮系物

理学において、RKCは polaron crystal [53–55]や、Larkin-Ovchinnikovタイプの超伝導 [18]

などで現れる。RKCの具体的な関数形は以下のように与えられる：

Φ2(x) =
√
ν

2m

1 +
√
ν
sn
( 2m

1 +
√
ν
x; ν
)
, (3.1.7)

ここで sn(. . . )はJacobiの楕円関数を表し、0 < ν < 1は楕円関数の母数である。また、sn(x, ν)

は周期 2K(ν)を持つ。ここでK(ν)は第一種完全楕円積分である。

RKCの場合のクォークのエネルギースペクトルを図 3.1に示した。RKCのスペクトルは

E = 0に関して対称であり、特にバンド構造を持つことに注意。νの増加に関してバンドの

幅は単調に小さくなっている。
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図 3.1: RKCにおけるクォークのエネルギースペクトル [38]。横軸は νを表している。

3.1.2 Dual Chiral Density Wave

DCDWは NLSEの複素解であり、位相に関して有限の周期を持つ非一様構造である。凝

縮系物理学において、DCDWは Fulde-Ferrellタイプの超伝導 [17]やスピンまたは電荷密度

波 [19–21]などで現れる。DCDWの具体的な関数形は以下のように与えられる：

Φ2(x) = meiqx, (3.1.8)

ここでmおよび qは非一様構造の振幅および波数をそれぞれ表している。DCDWの場合の

クォークのエネルギースペクトルは以下の通り：

trR =
|E − q/2|√

m2 − (E − q/2)2
⇒ ρ(E) ̸= 0 ⇔ |E − q/2| ≥ m. (3.1.9)

(3.1.9)を見れば分かるように、DCDWは一様構造のエネルギースペクトルを q/2だけ定数

シフトさせることで得られる。このことはクォーク場を以下のように局所的なカイラル回転

を用いて再定義することによって理解される。

Φ2(x) → e−iqxΦ2(x) , ψ2(x) → e−iqxγ5/2ψ2(x).

以上の変換により、DCDWはもはや一様構造へと変換されていることに注意。変換された

クォーク場は BdG方程式 ((3.1.6)式)の固有状態になっており、その固有値は ψ2(x)の固有

値Eを用いてE − q/2と書ける。結局、非一様構造における平面波的因子は、エネルギース

ペクトル全体を定数シフトすることに対応している。
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3.1.3 Complex Kink Crystal

CKCはNLSEの複素解であり、振幅・位相両者に関して有限の周期を持つ非一様構造であ

る。CKCの具体的な関数形は以下のように与えられる：

Φ2(x) = −A(m, θ, ν)σ(A(m, θ, ν)x+ iK′ − iθ/2)

σ(A(m, θ, ν)x+ iK′)σ(iθ/2)

× exp[iA(m, θ, ν)x(−iζ(iθ/2)) + ins(iθ/2) + iθζ(iK′)/2], (3.1.10)

A(m, θ, ν) = −2imsc(iθ/4)nd(iθ/4),

ここで sc = sn/cn, nd = 1/dnであり、sn, cn, dnは Jacobiの楕円関数である。また、σおよび

ζはWeierstrassのシグマおよびゼータ関数であり、K′(ν) = K(1− ν)と定義している。θは

CKCのwinding angleを表し、νは楕円関数の母数であり、mは振幅の最大値を表す。振幅

の周期は L = 2K(ν)/A(m, θ, ν)で与えられており、位相は Lで周期的に変化する

Φ2(x+ L) = 2e2iϕΦ2(x),

ϕ = K(−iζ(θ/2) + ins(iθ/2)− ζ(K(ν))θ

2K(ν)
).

CKCの場合のクォークのエネルギースペクトルを図 3.2に示した。図 3.2から、エネルギー

スペクトルは θ = 2K′(ν)のとき E = 0に関して対称であることが分かる。実際、直接的な

計算により θ → 2K′(ν)なる極限で CKCは RKCに帰着することが分かる。また、CKCも

RKCと同様バンド構造を持つが、ν → 1の極限でバンドは１点のみの集合となる。１点のみ

の集合は熱力学的には影響を与えないので、このときCKCは一様構造と等価になる。

2K’ 4K’
Θ

-m

m

E

2K’ 4K’
Θ

-m

m

E

2K’ 4K’
Θ

-m

m

E

2K’ 4K’
Θ

-m

m

E

図 3.2: CKCのエネルギースペクトルを θの関数として描いた [38]。左 (右)図は ν = 0.1(0.9)

の場合を表す。

最後に、以上の解は局所的なカイラル回転によって得られるエネルギースペクトルの定数シ

フトは、簡単の為無視していることに注意する。一般にはDCDWのような位相因子をCKC

に付け加えても再びNLSEの解となることが知られており、文献によっては位相因子を付け

加えたものをCKCと呼ぶこともある。この場合、CKCは特定の極限の下でRKC・DCDW

と一致する解となっていることが分かる。
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3.2 1 + 3次元中の非一様構造

本節では低次元の理論で発見された非一様構造を 1 + 3次元の理論へ「埋め込む」手法に

ついてレビューする。この手法はNickelによって開発され、1 + 2次元以下の理論の任意の

n(≤ 2)次元的構造 (独立な空間 n次元方向に空間変調した非一様構造)に対して一般に適用

することができる [41]。本節では前節で得られた非一様構造を 1 + 3次元に埋め込み、その

熱力学的性質を議論することを念頭におく為、特に 1 + 1次元の理論で得られた１次元的構

造の埋め込みについて解説する。

3.2.1 低次元理論で得た非一様構造の 1 + 3次元への埋め込み

始めに、1+ 1次元における非一様構造について、後の便利のために熱力学関数の表式およ

びギャップ方程式をあらわに書き下しておく。これまでと同様に、以下ではNJL模型を用い

た解析を行う。(3.0.1)式において、松原振動数に関する振動数をあらわに書けば

ΩMF = −TNc

V

∑
n

TrD,f,V log

(
1

T

(
iωn + H̃MF − µ

))
+

1

4GV

∫
V

d3x |Φ(x)|2. (3.2.1)

を得る。ここで V は系の体積を表し、ωn = (2n + 1)πT (n ∈ Z)はフェルミオンに関する松
原振動数である。また H̃MFは

H̃MF = −iγ0γi∂i + γ0
(
1

2
(1 + γ5τ3)Φ(x) +

1

2
(1 + γ5τ3)Φ

∗(x)

)
.

で与えられる。H̃MFは τ3の上下成分によってテンソル分解できる；H̃MF = HMF,+

⊗
HMF,−。

クォークのエネルギースペクトルの集合を {En}とすると、松原振動数の和を実行すること
で (3.2.1)式は

ΩMF = −2TNc

V

∑
En

ln

(
2 cosh

(
En − µ

2T

))
+

1

4GV

∫
V

d3x |Φ(x)|2. (3.2.2)

のように書き換えられる。

熱力学関数を具体的に計算する為には、エネルギースペクトルを具体的に求めなくてはな

らない。しかし、本章の冒頭でも述べたように、エネルギースペクトルは 1 + 1次元の場合

と 1 + 3次元の場合で一般に異なる。実際、クォークのエネルギー固有状態に関して仮に z

方向の運動が同じであっても x, y方向の運動が異なれば、それらの波動関数は異なった状態

として分類されるだろう。そこで、本節では自己無撞着的な１次元的構造が得られた前提の

下、Lorentzブーストを用いて各 z方向のエネルギー固有状態で {En}を分類する。
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以下で具体的に {En}の分類法を述べる。Lorentz変換の生成子を S(Λ)とすると、４元運

動量演算子 P µの変換性は

S(Λ)P µS(Λ)−1 = Λµ
νP

ν .

である。ここで P⊥ ≡
√

(P x)2 + (P y)2とし、固有値を p⊥とする。明らかに P⊥と H̃MFは可

換であるので、ψλ,p⊥をこれらの同時固有状態とすると、ψλ,0は

H̃MFψλ,0 = λψλ,0 , P⊥ψλ,0 = 0,

を満たす。ここで λは静止系におけるエネルギー固有状態を表す。Lorentzブーストによって

これらの固有値は (λ,0)から
(
λ
√

1 + p2
⊥/λ

2,p⊥

)
へと移る。ここで ψ

λ
√

1+p2
⊥/λ2,p⊥

を

ψ
λ
√

1+p2
⊥/λ2,p⊥

≡
(√

1 + p2
⊥/λ

2

)− 1
2

S−1(Λ)ψλ,0.

と定めると、これは P µの固有状態であり、その固有値は以下の通り：

P µψ
λ
√

1+p2
⊥/λ2,p⊥

=

(
λ
√

1 + p2
⊥/λ

2,p⊥

)µ

ψ
λ
√

1+p2
⊥/λ2,p⊥

. (3.2.3)

従って、{En}は Lorentzブーストによって λおよび p⊥のラベルに分類されることが分かっ

た。特にEnに関する和は ∑
En

=
∑
λ

∫
dp⊥

(2π)d⊥
.

となる。ここで d⊥は垂直方向の次元の数である。

以上で {En}を λの値によって分類できたので、この系の熱力学を調べるためには ψλ,0の

具体的な関数形が分かれば十分である。そこで次に、1+ 1次元系で得られた１次元的構造は

ψλ,0の具体例として援用できることを示す。P⊥ψλ,0 = 0に注意すると、HMF,+はWeyl表現

の下で

HMF;1D =


i∂z 0 Φ(z) 0

0 −i∂z 0 Φ(z)

Φ(z)∗ 0 −i∂z 0

0 Φ(z)∗ 0 i∂z

 . (3.2.4)

で与えられる。ここではp⊥ = 0なる部分空間にハミルトニアンを制限しているので異なる記号

を用いている。(3.2.4)式に適当なユニタリ変換を施すことでHMF;1D = H1D(Φ(z))
⊗

H1D(Φ(z)
∗)

と書ける。ここでH1D(Φ(z))は

H1D(Φ(z)) =

(
−i∂z Φ(z)

Φ(z)∗ i∂z

)
. (3.2.5)
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で与えられている。(3.2.5)式は (3.1.6)式で与えられるHMF
NJL2
と完全に同じ形をしていること

に注意。HMF,−に関しても全く同様のことが言えるので、従って H̃MFは 1 + 1次元系でのハ

ミルトニアン (のテンソル積)と同型であることが示せた。

3.2.2 いくつかの具体例

前節で 1+ 1次元系における非一様構造が 1+ 3次元系でそのまま用いれることが分かった

ので、本節では典型例としてRKCおよびDCDWに関してQCD相図を求める。前節で得た

{En}の分解を用いて熱力学関数の表式は以下のように与えられる：

ΩMF = −2TNc

V∥

∑
λ

∫
dp⊥

(2π)d⊥
log

(
2 cosh

(
λ
√

1 + p2
⊥/λ

2 − µ

2T

))
+

1

4GV

∫
V

|Φ(x)|2.

(3.2.6)

(3.2.6)式を具体的に計算する為に、以下で準備を行う。

エネルギースペクトルに関する和は状態密度を用いて書き換えられることに注意。具体的

には、f(λ)は任意のエネルギーの関数、ρ(λ)は状態密度とすると従って

1

V∥

∑
λ

∫
d2p⊥

(2π)2
f

(
λ
√
1 + p2

⊥/λ
2

)
= 2

∫ ∞

−∞
dλ

∫
d2p⊥

(2π)2
ρ(λ)f

(
sign(λ)

√
λ2 + p2

⊥

)
=

∫ ∞

0

dE ρ̃(E)f̃ (E) , (3.2.7)

を得る。ここで λ = Eu, λ2 + p2
⊥ = E2と変数変換した。ρ̃(E)は

ρ̃(E) =
1

2π

∫ 1

−1

duE2ρ(Eu).

と定義されている。(3.2.7)式を (3.2.6)式に代入すると、ΩMFの表式は

ΩMF = −2Nc

∫ ∞

0

dE ρ̃(E)f̃bare (E) +
1

4GL

∫ L

0

dz |Φ(z)|2, (3.2.8)

となる。ここで Lは非一様構造の周期であり、f̃bare(E)は次のように定義される：

f̃bare(E) = T log

(
2 cosh

(
E − µ

2T

))
+ T log

(
2 cosh

(
E + µ

2T

))
= f̃UV(E) + f̃medium(E),

f̃UV(E) = E,

f̃medium(E) = T log

(
1 + exp

(
−E − µ

T

))
+ T log

(
1 + exp

(
−E + µ

T

))
.

f̃UVおよび f̃mediumはそれぞれ真空および有限な T, µからの寄与を表している。(3.2.8)式を

各 T, µごとに任意定数 (例えばDCDWではm, q)に関して最小化することで、T -µ平面上で

のQCD相図を求めることができる。
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A Real Kink Crystal

RKCの関数形は (3.1.7)式で与えられていた。ρ̃(E)の表式は以下の通り：

ρ̃(E) = θ(
√
ν̃m− E)

E(θ̃|ν̃) + (E(ν)/K(ν)− 1)F(θ̃|ν̃)
π2

Em

+ θ(E −
√
ν̃m)θ(m− E)

E(ν̃) + (E(ν)/K(ν)− 1)K(ν̃)

π2
Em

+ θ(E −m)
E(θ|ν̃) + E(ν)/K(ν)F(θ|ν̃)− F(θν̃) +

√
(E2 −m2)(E2 − ν̃m2)/(Em)

π2
Em,

(3.2.9)

ここで ν̃ = 1−ν, θ̃ = arcsin(E/(
√
ν̃m)), θ = arcsin(m/E)である。また、F(θ|ν)およびE(θ|ν)

は第一種および第二種の楕円積分を表す。(3.2.9)式を (3.2.8)式に代入し、m, ν に関して各

T, µごとに最小化することで、RKCに関するQCD相図を得る。
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図 3.3: RKCの場合のQCD相図 [41]。赤実線および黒点線は、一様構造に限定した場合に

得られる一様相と回復相の間の１次および２次相転移線をそれぞれ表す。青点線は spinodal

領域が存在する境界を表し、オレンジ色の領域は非一様相を表す。

まず始めに T -µ平面上でのQCD相図を図 3.3に描いた。熱力学関数は真空部分に発散を

持つので、ここではPauli-Villars正則化を真空部分に与えている [56]。RKCで定められる非

一様相が一様-回復相間TCP(=LP)より低温領域において現れていることが分かる。
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図 3.4: 真空での構成子クォーク質量を 250, 300, 350MeVとなるようにカットオフを変化させ

た際の物理量および非一様相の変化 [41]。左：波数 (点線)および構成子クォーク質量 (実線)

の T = 0MeVでの変化。黒線、赤線、黄線は 250, 300, 350MeVの場合にそれぞれ対応する。

右：カットオフを変化させたことによる非一様相の変化。250, 300, 350MeVと増えるに従っ

て、非一様相の領域は単調に広がる。

図 3.4はいくつかのカットオフパラメータでの物理量およびQCD相図を表している。左図

では T = 0での波数および構成子クォーク質量変化を µの関数として描いた。いずれのカッ

トオフでも一様-非一様相境界 (始境界線)上で、波数および構成子クォーク質量構成子クォー

ク質量の µ微分は不連続に変化している。これらの物理量は熱力学関数の１階微分によって

与えられているので、始境界線はカットオフの値に依らず２次相転移線であることを表して

いる。構成子クォーク質量に関しては、非一様-回復相境界 (終境界線)でも同様の振る舞いが

見られる。一方、波数に関しては終境界線上で不連続に変化している。この振る舞いは一見

１次相転移を示唆しているように思われるが、実際は２次相転移である。終境界線上で構成

子クォーク質量が０になっていることに注意する。振幅が０である以上波数がどのような値

であっても無関係であるので、従って波数は熱力学的に有意な量とはならない。

右図ではカットオフの変化によるQCD相図の変化を描いた。真空の構成子クォーク質量

が上昇するに従って、非一様相の領域は単調に増加していることが分かる。

B Dual Chiral Density Wave

DCDWの関数形は (3.1.8)式で与えられていた。ρ̃(E)の表式は以下の通り：

ρ̃(E) =
E
√
(E − q)2 −m2

2π2
θ(E − q −m) +

E
√

(E + q)2 −m2

2π2
θ(E − q +m)θ(E + q −m)

+
E(
√

(E + q)2 −m2 −
√
(E − q)2 −m2)

2π2
θ(q −m− E). (3.2.10)

(3.2.10)式を (3.2.8)式に代入し、m, qに関して各 T, µごとに最小化することで、DCDWに

関するQCD相図を得る。
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図 3.5: DCDWの場合のQCD相図 [37]。斜線領域は非一様相を表し、黒線は一様構造に限

定した場合に得られる一様相と回復相の間の１次相転移線をそれぞれ表す。

まず始めに T -µ平面上でのQCD相図を図 3.5に描いた。熱力学関数は真空部分に発散を

含むので、ここでは PTRを真空部分に用いて正則化した。RKCの場合と同様、DCDWで

定められる非一様相が一様-回復相間TCP(=LP)より低温領域において現れていることが分

かる。
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図 3.6: T 一定の下での構成子クォーク質量 (実線)および波数 (点線)の変化を µの関数とし

て描いた [37]。左 (右)図は T = 0( ̸= 0)での変化を表している。

次にT 一定の下での構成子クォーク質量および波数の変化を、µの関数として図 3.6に描い

た [37]。RKCの場合と異なり、いずれの図でも始境界線では構成子クォーク質量および波数

が共に不連続に変化している。実際、任意の温度領域においてこの不連続性は保たれており、

従ってDCDWの場合始境界線は１次相転移を示している。一方、終境界線ではいずれの図

でもRKCの場合と同様に、構成子クォーク質量は連続的に (または微小に不連続に)消えて
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いることが分かる。実際、任意の温度領域において同様の振る舞いが見られ、従ってDCDW

の場合終境界線は２次相転移 (または弱い１次相転移)を示している。

3.3 熱力学関数の直接計算を用いない非一様相の解析

ここまではNJL模型といったQCDの有効模型の熱力学関数を直接計算することで、カイ

ラル非一様相の熱力学的性質を調べてきた。しかし、有効模型はあくまでQCDとは異なる

ので、何らかの異なる手法を用いて得られた結果をより確かなものとする必要がある。そこ

で本節では有効模型を介さずに非一様相を解析する手法についてレビューする。

3.3.1 Generalized Ginzburg-Landau理論を用いた解析

本小節では generalized Ginzburg-Landau理論 (gGL)を用いた解析法をレビューする。一般

に、Ginzburg-Landau(GL)理論とは、熱力学関数を秩序変数およびその微分のベキで表し、

これを用いて相構造を決定する手法である [57]。カイラル非一様相研究においては、まず [58]

によって 1 + 1次元系において議論され、その後 Nickelによって 1 + 3次元系に一般化され

た [42]。このような一般化されたGLは gGLと呼ばれている。

GLにせよ gGLにせよ、熱力学関数の関数形は系に要求されている対称性のみによって決

定される。従って、gGLに基づいた熱力学関数の表式は有効模型の詳細なラグランジアンの

形に依存せずに決定される。一般には gGLによって得られる熱力学関数は秩序変数およびそ

の微分の無限次まで含まれるが、もしもこれらの大きさが十分小さければ、有効的に適当な

ベキの次数まで取り込めば十分である。特に LP近傍では、秩序変数の大きさおよびその微

分は理論のカットオフと比べて十分に小さいので、こうして得られた gGLによる熱力学関数

は系の相構造を正しく記述していると期待される。この意味において、gGLは LP近傍で妥

当なアプローチと考えられている。

以下では秩序変数とその微分 (即ち非一様構造の「波数」)が同程度の大きさであることを

仮定する。実際、LP付近では有効模型を用いた解析はこの仮定が妥当であることを支持して

いる。対称性の要求から、熱力学関数の表式は以下の通り：

ΩgGL =
β2
2
|Φ(z)|2 + β4a

4
|Φ(z)|4 + β4b

4
|∂Φ(z)|2 + β6a

6
|Φ(z)|6 + β6b

6
|Φ2(z)| |∂Φ(z)|2 + β6c

6

∣∣∂2Φ(z)∣∣2 .
(3.3.1)

LP近傍を考える為、ここでは秩序変数およびその微分の６次まで考慮した。一般に、ΩgGL

の各次数の係数の表式は具体的な理論の詳細に依存してしまうが、NJL模型を考える場合、
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これらの係数の間に次の恒等式が成立することが知られている：

β4a = β4b ≡ β4,

β6a =
1

5
β6b = 2β6c ≡ β6.

このとき、(3.3.1)式より熱力学関数の表式は次のように与えられる：

ΩgGL =
β2
2
|Φ(z)|2 + β4

4

[
|Φ(z)|4 + |∂Φ(z)|2

]
+
β6
6

[
|Φ(z)|6 + 5|Φ(z)|2 |∂Φ(z)|2 + 1

2

∣∣∂2Φ(z)∣∣2] .
(3.3.2)

以下では (3.3.2)式を解析することにより、非一様構造を考慮した場合のQCD相図を求め

る。具体的な非一様構造の関数形として、ここでは DCDWを考える；Φ(z) = meiqz/
√
2。

(3.3.2)式に代入し、１周期分に関して平均化すると Ω̃gGL ≡ ΩgGL/V として

Ω̃gGL =

[
β2
4
m2 +

β4
16
m4 +

β6
6
m6

]
+

(
β4
8
m2 +

β6
8
m4

)
q2 +

β6
24
m2q4. (3.3.3)

を得る。(3.3.3)式において、右辺第２・３項は秩序変数の空間的異方性に起因して現れてい

ることに注意する。m, qに関して Ω̃gGLを最小化する条件を求めれば、非一様構造を考慮し

た場合のQCD相図が求まる。結果を以下にまとめる。

(A) β4 > 0ならば、２次相転移が β2 = 0で起こる。

(B) β4 < 0において、２次相転移が β4 = 8β2β6/3でおこる。

(C) β4 < 0において、１次相転移が β4 = 99β2β6/17で起こる。

具体的な模型を用いて係数の値を求めることで、(B),(C)はそれぞれ終境界線、始境界線に対

応していることが分かる。(A)に関しては一様構造の場合と同様で、一様-回復相間の２次相

転移を表している。これら３つの相境界は (βc
2, β

c
4) = (0, 0)で同時に終点を迎えるが、これは

LPを表している。一様構造でのGLを用いた議論と比較すると、gGLはTCPと LPがQCD

相図上の同じ座標で与えられていることを示すことが分かる。

3.3.2 相関関数を用いた解析

相関関数を用いた手法は、例えばカイラル対称性の自発的破れにおけるソフトモードの解

析 [59, 60]などにおいて、広く用いられている。本小節では相関関数を用いた終境界線の決

定についてレビューする [37]。以下で見るように、本手法は相境界が２次相転移である場合

に対して有効である。RKCやDCDWといった典型的な非一様構造によって得られる終境界

線は全て２次相転移であることが熱力学関数の直接計算および gGLによって示されているの

で、本手法は相境界の解析に有効であると言える。
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基本的な相関関数を用いた解析法は以下の通りである。まず始めに、回復相におけるクォー

ク伝播関数を用いて、外線運動量 (q0,q)の秩序変数の相関関数を構成する (以下ではこれを

C(q0,q)と表す)。この相関関数を用いることで、回復相から非一様相との相境界へと外挿す

ることを考える。実際、相関関数は静的極限 q0 → 0の下で秩序変数の感受率と関係すること

が知られおり、これが発散する点を以って２次相転移が起こったと理解できる。物性物理学に

おいては、スピンまたは電荷密度波の解析においてその有用性が確かめられている [43, 44]。

相関関数と感受率との関係性については以下のように理解できる。以下ではフェルミオンの

４点接触相互作用を持つ任意の理論を考え、その結合定数をGとする。まず、相関関数をフェ

ルミオンの分極関数Π0(q0,q)で表すことを考える。乱雑位相近似 (RPA)の下では、相関関

数は分極関数の直列的な無限和で与えられ、具体的には

C(q0,q) =
Π0(q0,q)

1− 2GΠ0(q0,q)
, (3.3.4)

で与えられる。一方、理論をボソン化した後RPAの下で ⟨|Φ(q)|2⟩を求めると、これは

Γ(0,q) ≡ ⟨|Φ(q)|2⟩ = 2G

1− 2GΠ0(0,q)
, (3.3.5)

となる [61]。(3.3.5)式は熱力学関数のO(|Φ(q)|2)の係数、即ち感受率と対応している：

Ω(Φ) = Ω|Φ=0 +
1

2!
Γ−1(0,q)|Φ(q)|2. (3.3.6)

(3.3.5)式および (3.3.4)式より 2GC(0,q) = Π0(0,q)Γ(0,q)なる関係があることが分かる。

従って (3.3.6)式より、感受率が発散する点で２次相転移が起こるので、従って相関関数が発

散する点を以って２次相転移と考えられる。

以下ではカイラル対称性における非一様相転移において、相関関数による解析を考える。

回復相において、非一様相転移を引き起こす秩序変数の候補としては ϕ0, ϕ3が挙げられる。

しかし、回復相においてはこれらは秩序変数として等価であるので、分極関数の表式はいず

れの場合でも同じである。従って、以下では擬スカラーチャンネルを用いて計算を進める。

相関関数の表式は

Γps(0,q) =
2iG

1− 2GΠ0
ps(0,q)

.

であり、Π0
ps(0,q)は

Π0
ps(0,q) = Π0,vac

ps (0,q) + Π0,med
ps (0,q), (3.3.7)

Π0,vac
ps (0,q) =

NfNc

(2π)2
Λ2 − 2iNfNc|q|2I(|q|2)

Π0,med
ps (0,q) =

NfNc

2π2

∫ ∞

0

pdp
1

eβ(p+µ) + 1

(
2− |q|

2p
log

∣∣∣∣ |q|+ 2p

|q| − 2p

∣∣∣∣)
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と書ける。ここでΠ0,vac
ps (0,q),Π0,med

ps (0,q)はそれぞれ真空からの寄与および有限な T, µから

の寄与をそれぞれ表す。Π0,vac
ps (0,q)に関してはPTRを用いて正則化する。Λは正則化におけ

る理論のカットオフであり、本小節では真空中での構成子クォーク質量およびパイオンの崩

壊定数を再現するΛ = 660.37 MeV, GΛ2 = 6.35を採用する。I(|q|2)の表式は以下の通り：

I(|q|2) ≡ i

16π2

∫ 1

0

dt

∫ ∞

1/Λ2

dτ

τ
e−|q|2t(1−t)τ .

我々は回復相から非一様相の相境界を外挿していることに注意する。そこでT を固定しµを変

化させることで、相境界を決定することを考える。まず、回復相では熱力学関数のO(|Φ(q)|2)
の係数は常に正であることに注意する。しかし、Γ−1(0,q)は |q|2の関数であるため、いずれ
かの |q| = qcで最小値を与える。この値に着目すると、µの減少に伴い、少なくとも相境界近

傍では単調に減少するだろう。最終的にいずれかの T, µにて Γ−1
ps (0,qc) = 0が成立する。こ

れは波数 qcを持った非一様構造を考えると、熱力学関数のO(|Φ(qc)|2)の係数が 0であるこ

とを意味しており、即ち |q| = qcを持った非一様相との２次相転移を表している。以上を式

で表すと、２次相転移の相境界は次の条件式によって定められる：

1− 2GΠ0
ps(0,q)||q|=qc = 0 and ∂qΠ

0
ps(0,q)||q|=qc = 0. (3.3.8)

最後に、以上は終境界線の相転移について議論してきたが、本手法は一様相-回復相間の２

次相転移についても議論できることに注意する。実際、一様相とは qc = 0で特徴付けられて

いるので、(3.3.8)式において qc = 0となる領域は自然に一様-回復相間の相転移と対応する。
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図 3.7: いくつかの T, µでΓ−1
ps (0,q)を |q|の関数として描いた。赤線 (緑線)は非一様相 (一様

相)と回復相との相境界近傍での振る舞いであり、T = 0.001(0.27)ΛMeVである。

以下では具体的な数値計算結果について議論する。固定された T, µの下での Γ−1
ps (0,q)の

振る舞いを図 3.7に描いた。赤線は T = 0.001Λにおける相境界上での Γ−1
ps (0,q)の振る舞い

を表している。熱力学関数の直接計算によれば、この領域では非一様-回復相転移が起こって

いるはずである。実際、赤線は qc ̸= 0で Γ−1
ps (0,qc) = 0が実現しており、これは２次の非一

様-回復相転移を示している。一方緑線は、T = 0.27Λにおける相境界上でのΓ−1
ps (0,q)の振る
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舞いを表している。熱力学関数の直接計算によれば、この領域では一様-回復相転移が起こっ

ているはずである。実際、赤線は qc = 0で Γ−1
ps (0,qc) = 0が実現しており、これは２次の一

様-回復相転移を示している。

図 3.8はΓ−1
ps (0,q)を T = 0の下でいくつかの µに関し |q|の関数として描いたものである。

回復相に属する µでは、任意の |q|に対して Γ−1
ps (0,q)は常に正である。しかし、µが減少す

る、即ち µが非一様-回復相境界の値に近づくに従って、Γ−1
ps (0,q)の最小値は単調に減少し、

最終的には２次相転移へと至ることが分かる。

図 3.8: T = 0の下で Γ−1
ps (0,q)の振る舞いをいくつかの µについて描いた [37]。

本小節の最後に、本手法と後の章との関連について述べておく。

第 5章では current quark massの効果による非一様構造および相構造の変化について議論

するが、相関関数は終境界線を決定する目安を与える。Current quark mssを考慮すると、一

般に (3.3.6)式においてO(|Φ(q)|)の項の係数が波数に依存する関数として有限に残る為、相
関関数の方法をそのまま用いることはできない。しかしながら、この係数の値はO(mc)の量

であるため、近似的には相境界を求める指標となる。特に終境界線は数値的に厳密に求める

ことが容易ではないので、相関関数を用いてその目安を与えることは有意義である。

第 6章では揺らぎの効果による終境界線の相転移の次数の変化を考察するが、そのとき基

礎となるのは (3.3.6)式である。即ち、回復相における伝播関数を相関関数から構成し、揺ら

ぎの効果がカイラル非一様相へ与える影響について議論する。本節では２次相転移の位置に

ついて考察するので、外線運動量 (0,q)に対する相関関数を通じて Γ−1の符号を調べれば十

分であった。一方揺らぎの効果を考慮すると Γに関するループ積分を実行する必要があり、

相関関数を外線運動量 (ωn,q)に関して定式化しなくてはならない。実際ループ積分を実行

し、熱力学関数をΦ(z)の次数で展開すると、Γ−1は常に正定値となり、また |Φ(q)|4の係数
の符号が変化する。従って、揺らぎの効果で終境界線の次数は２次から１次へと変化する。
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第4章 外部磁場中でのカイラル非一様相

第 3章では、様々な制限の下でのカイラル非一様相の先駆的研究についてレビューした。

本章では、これらの議論を簡単化する制限を外し、非一様カイラル相転移の全貌の解明に向

けた本質的な試みの１つとして、外部磁場を導入する。

磁場効果はカイラル非一様相研究に限らず、様々な理論的側面において活発に議論されてい

る。例えば、強磁場系の物理はカイラル磁気効果 [65]、magnetic catalysis [66–70]、magnetic

inhibition [71–75]といった様々な現象について活発に研究されている。さらには、µ = 0で

は外部磁場があっても符号問題が発生しない為、格子QCDを用いた第一原理計算に基づい

た研究も進められている [76]。このような研究の流れを鑑みるに、カイラル非一様相におけ

る外部磁場の効果を議論することは、非常に自然であると言える。

外部磁場の効果を考慮することは、理論的興味に留まらず実験的側面においても意義深い。

例えば、コンパクト天体内部や高エネルギー重イオン衝突実験において発現ているクォーク

物質は、強い外部磁場中に置かれていることが知られている [62–64]。これらの物理的対象の

温度・密度領域では、カイラル非一様相が発現すると考えられており、現象論的研究を推し

進める上でも本研究項目は重要である。

カイラル非一様相において外部磁場の効果を取り扱った議論としては、Frolovらによる先

行研究が挙げられる [24]。彼らは非一様構造の関数形としてDCDWを用いて議論し、結果外

部磁場の影響によって T = 0でDCDW相が広範囲の密度領域に広がること、非一様構造の

振幅および波数が de Hass-van Alphen効果 [77, 78]によって特徴的な振る舞いを示すことを

明らかにした。そこで本研究では、磁場の影響による非一様相の拡大はカイラルアノマリー

に起因していることを示し [25]、さらにDCDWを含むより一般の非一様構造に対して T = 0

での外部磁場の影響を考察する [26]。

4.1 カイラルアノマリーに起因する非一様相の拡大

本研究ではカイラルアノマリーによって、B = 0で一様相であったような領域でも非一様

相が出現することを示す [25]。議論を始めるにあたり、まずは 1 + 1次元系で知られている

性質を紹介する [38–40]。鍵となるのはカイラルアノマリーとネスティング効果である。ネス

ティング効果とは、対を形成する粒子のフェルミ面を q = 2kF だけずらすことで、有限の波
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数を持った粒子対が構成されることに起因する。実際、1 + 1次元系では平行移動した２つ

のフェルミ面が１点で重なるのでエネルギーを損することなく粒子対を形成することが可能

であり、かつ低温領域では一様構造よりも熱力学的に常に優位になることが知られている。

T = 0でのNJL2での解析によると、カイラルアノマリーの効果によって異常バリオン数密

度 ρB = µ/πが出現し、ネスティング効果を反映して非一様構造の波数は q = 2µの関係を持

つ [38]。ここで ρB = −∂Ω/∂µを思い出すと、これらの式から波数を持った非一様構造が常
に出現することが分かる。ネスティング効果は 1+3次元系では不完全であるし、バリオン数

密度の表式も変化する。従って、素朴に計算した非一様なQCD相図は 1+ 1次元系でのそれ

とは大きく異なってしまう。しかし、外部磁場を与えて磁場に垂直な方向の運動量をLandau

量子化してしまえば、最低Landau準位 (LLL)では系は 1+ 1次元系と等価になる。即ち、外

部磁場が与えられているような状況では、1+ 1次元系でのみ成立していた特徴的な性質が出

現することが期待できる。

磁場の効果を議論するに当たり、本研究では外場が導入された NJL模型を用いる。MFA

の下でラグランジアンの表式は次の通り：

LG
NJL = ψ

[
−iγµDµ +

1 + τ3γ
5

2
Φ +

1− τ3γ
5

2
Φ∗
]
ψ − |Φ|2

4G
, (4.1.1)

ここでDµ = ∂µ − iefAµ(ef は各フレーバーの電荷)であり、Φ(z)は適当な１次元的な非一様

構造の関数形である。以下では磁場の効果のみを考え、かつ磁場は空間的に一様かつ z軸に

平行であるとする。Dirac演算子の表式は

HG
D = α ·Π+ γ0Φ

1 + γ5

2
+ γ0Φ∗1− γ5

2
, (4.1.2)

ここで Πは正準運動量である；Πi = −i∂i+ eAi。以下では簡単の為Nf = Nc = 1として議論

を進める。クォーク場をWeinberg変換によって再定義する；ψ → ψW = exp(iγ5τ3θ(z)/2)ψ。

このときDirac演算子は

H̃G
D = α ·Π+ γ0∆(z)− γ0γ5γ∇θ(z)/2,

で与えられる。

以下ではカイラルアノマリーが引き起こす熱力学関数に対する影響を議論する。HG
D の固

有値を λkとすると、クォーク数演算子の熱平均は

⟨N̂⟩ = −1

2
ηH +

∑
k

sign(λk) [θ(λk)nF (λk − µ) + θ(−λk)(1− nF (λk − µ))] , (4.1.3)

で与えられる [79]。ここで nF はフェルミオンの分布関数である。(4.1.3)式の右辺第１項は

Atiyah-Patodi-Singerの η不変量と呼ばれる位相不変量であり、カイラルアノマリーと関係
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している [80]：

ηH = lim
s→0+

ηH(s), ηH(s) =
∑
k

sign(λk)|λk|−s. (4.1.4)

(4.1.4)式は {λk}が λk = 0に関して非対称であるときのみ有限の値を持つことに注意。即ち、

状態密度が図 4.1で与えられるような場合を指す。

 0

 1

 2

 0

Λ
ρ ζ

λ
E1 E2 E3 E4

図 4.1: λk = 0に関して非対称な状態密度。

エネルギースペクトルが非対称になるのはDCDWのような位相が空間変調した構造であっ

たことを思い出すと、カイラルアノマリーに起因する熱力学関数の補正項はDCDWタイプ

の非一様構造によって与えられる。Mellin変換を ηH(s)に施すと

ηH(s) =
1

π
cos
(sπ
2

)∫ ∞

0

dωω−s

∫
d3xtr [RE(x, iω) + c.c.] , (4.1.5)

を得る。ここでREはユークリッド空間でのリゾルベントであり表式は

RE(x, iω) ≡
⟨
x

∣∣∣∣ 1

H̃D − iω

∣∣∣∣x⟩ = ⟨x |γ0S(iω)|x⟩,

である。ここで S(iω)は伝播関数であり、一様な場合の外場を含む伝播関数 SA(iω)を用いて

S−1(iω) = S−1
A (iω) + δSと書ける。δSは ⟨x |δS|y⟩ = γ5γ · ∇θ(z)/2δ(x− y) を満たすことに

注意。上でも述べたように、アノマリーに効果が表れるのはDCDWタイプの非一様構造で

ある。以下では∆(z) ∼ ∆と近似して考える。SA(x, y) = exp(ie
∫ x

y
dx ·A)S̃A(x− y)と書く

と、S̃A(x− y)の Fourier変換 S̃A(k)は Landau準位を用いて展開できる [81]：

S̃A(k) = ie−k2
⊥/(|eB|)

∞∑
n=0

(−1)nDn(eB, k)

(k0)2 − (k3)2 −∆2 − 2|eB|n
.

Dn(eB, k)はスピン射影演算子P± = (1± iγ1γ2sign(eB))および Laguerre多項式 Lα
n(x)を用

いて

Dn(eB, k) = (k0γ
0 − k3γ3 +∆)

[
P−L

0
n (u)− P+L

0
n−1 (u)

]
+ 4(k1γ1 + k2γ2)L1

n−1 (u) ,
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と書ける。ここで u = 2k2
⊥/|eB|とした。

S̃(iω)を S̃A(iω)の周りで展開すると

trRE(x, iω) = −e/(4π)∆2/(∆2 + ω2)3/2B · ∇θ(z) + ....

を得る。これを (4.1.5)に代入すれば

ηH = lim
s→0

ηH(s) = − e

2π2

∫
d3xB · ∇θ(x) + .... (4.1.6)

従って、(4.1.3)式より、クォーク数密度の表式は以下の通り：

ρanomB =
e

4π2
B · ∇θ(z) + .... (4.1.7)

(4.1.7)式はいくつかの特徴を持っている。まず、右辺第１項はモデルの詳細に依存しない。

実際、ゲージ化されたWess-Zumino-Witten模型を用いて全く同じ項がSon,Stephanovによっ

て導出されている [82]。さらに、この項は∆に依存しない。即ち、この項は非一様構造の位

相方向の変調のみによって決定される。

以下ではカイラルアノマリーに起因した熱力学関数の表式を求める。熱力学関係式より

ρanomB = −∂Ωanom/∂µであるので次の表式を得る：

Ωanom = − eµ

4π2

∫
d3xB · ∇θ(z) + .... (4.1.8)

(4.1.8)式より明らかなように、Ωanomは非一様構造に波数が存在するときに常に負の寄与を

与える。従ってB ̸= 0であるならば、有限の∆さえ持てば常に非一様相が出現する。以上よ

り、カイラルアノマリーは非一様相の領域を大きく拡大することが分かった。

4.2 外部磁場中での一般的な非一様構造

前節では外部磁場の存在とカイラルアノマリーによって、非一様相の領域が大きく拡大さ

れることを見た。そこで本節では、より具体的な非一様構造を用いて非一様構造の拡大を数値

的に確かめる [26]。DCDWについての先行研究は Frolovらによって既に行われている [24]。

しかしながら、Sec. 3.3でも見たように、議論を簡単化する制限を課した場合DCDWはRKC

と比べて熱力学的に不利であることが知られている。従って、これらを比較する為にも、RKC

を含むような非一様構造に対して磁場の効果を議論しなくてはならない。一方で前節で見た

ように、カイラルアノマリーによって大きく非一様相が拡大されるのは、位相に空間変調を

持つような構造に限られている。そこで本研究では、RKCとDCDWをあらわに包含してい

るような非一様構造に対して磁場の効果を議論する。以下では外場が導入された NJL模型

((4.1.1)式)を用いる。
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4.2.1 熱力学関数の表式

熱力学関数の表式を導出するにあたり、本研究では Frolovの議論 [24]を基に Sec. 3.2.1の

議論に従ってクォークスペクトルを導出する。

磁場の導入にあたり、Landauゲージを採用する；Aµ = (0,A),A = (0, xB, 0)。ここで

efB > 0とする。Dirac演算子の表式は (4.1.2)式で与えられている。この Dirac演算子は

以下の交換関係を満たすことに注意； [HG
D ,−i∂y] = [HG

D , (α⊥ · Π⊥)
2] = 0。ここで α⊥ =

(αx, αy, 0),Π⊥ = (Πx,Πy, 0)である。従って、Dirac演算子の固有関数は−i∂yおよび (α⊥ ·Π⊥)
2

の同時固有状態で与えられる：

ψn,k =
1√
2π

(efB)1/4 eiky


c1(z)un−1(η)

ic2(z)un(η)

c3(z)un−1(η)

ic4(z)un(η)

 ,

ここで η = x
√
efB + k/

√
efBであり、un(η)は Hermite多項式である [83]。また un(η)は(

∂
∂η

+ iη
)
un(η) =

√
2nun−1(η)および

(
∂
∂η

− iη
)
un−1(η) = −

√
2nun(η)を満たしており、

n = 0, 1, 2, . . . は Landau準位に対応している。以上の表式の下で、BdG方程式HDψ = Eψ
は n = 1, 2, . . . に対しては

−i∂z 0 Φ(z)
√

2efBn

0 i∂z
√
2efBn Φ∗(z)

Φ∗(z)
√

2efBn i∂z 0√
2efBn Φ(z) 0 −i∂z




c1(z)

c2(z)

c3(z)

c4(z)

 = E


c1(z)

c2(z)

c3(z)

c4(z)

 . (4.2.1)

であり、n = 0に対しては(
i∂z Φ∗(z)

Φ(z) −i∂z

)(
c2(z)

c4(z)

)
= E

(
c2(z)

c4(z)

)
. (4.2.2)

である。(4.2.1)式は Landau量子化の結果 p⊥ →
√
2efBnと書き換えられている。よって、

１次元構造の 1 + 3次元への埋め込みにおいて p⊥ →
√
2eFBnとすればよい。一方 (4.2.2)式

は 1+ 1次元におけるBdG方程式そのものである。従って、λ+を 1+ 1次元系におけるBdG

方程式 (
i∂z Φ(z)

Φ∗(z) −i∂z

)
ψ = λ+ψ, (4.2.3)
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の固有値、λ−を (4.2.3)式においてΦ(z) → Φ∗(x)と変換した式の固有値としたとき、エネル

ギースペクトル En,ζ (ξ = ±)の表式は

En,ζ =

 λζ
√
1 +

2efBn

λ2
ζ

n = 1, 2....

λζ=+ n = 0,
(4.2.4)

で与えられる。

(4.2.4)式より、熱力学関数の表式は

Ω[µ, T,B; Φ(z)] =
|Φ(z)|2

4G
− TNc

∑
f

|efB|
2π

∑
n,ζ

∫
dλρζ(λ)ln

2cosh(λ
√

1 +
2|efB|n

λ2 − µ

2T
)

 ,
(4.2.5)

となる。ここで ρζ(λ)は 1 + 1次元系における状態密度である；ρζ(λ) =
∑

λζ
δ(λ− λζ)。

ここまでは特定の非一様構造に関数形を限定せず議論してきた。以下ではDCDWを含むよ

り一般の非一様構造に対して、磁場の効果を考察する。典型的な非一様構造はRKCとDCDW

で与えられていたことを思い出すと、次のような hybrid chiral condensate(HCC)について考

えれば十分である：

Φ(z) =
2mν

1 +
√
ν
sn

(
2mz

1 +
√
ν
; ν

)
eiqz. (4.2.6)

ここでm, q, νは任意のパラメータであり、各 µ,Bごとに熱力学関数の値を最小化するよう

決定される。

(4.2.6)式は RKCと DCDWを掛け合わせたような関数形をしていることに注意。実際、

ν → 1の極限でHCCはDCDWに帰着され、q → 0の極限でRKCに帰着される。またHCC

の解の自己無撞着性について、1 + 1次元系においてDCDWは一様構造の BdG方程式の解

と局所的なカイラル回転で繋がっていたことを思い出すと、HCCは明らかにBdG方程式の

解となっている。

DCDWはエネルギースペクトルを平行移動させるような効果を与えるに過ぎなかったこ

とを思い出すと、HCCの状態密度はRKCの状態密度を平行移動させることで求まる：

ρζ(λ) = ρRKC(λ− ζq/2)

=
1

π

|(λ− ζq/2)2 +m2c|√
((λ− ζq/2)2 −m2)((λ− ζq/2)2 −m2ν ′)

. (4.2.7)

ここで ρRKC(λ)はRKCの状態密度を表す。HCCの状態密度は典型的には図 4.1で与えられ
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る。(4.2.7)式を (4.2.5)式に代入すれば、HCCの熱力学関数の表式を得る：

Ω[µ, T,B;m, ν, q] =
m2

4G

(
1− E(ν)

K(ν)

)
+ Ωvac + Ωµ + ΩT (4.2.8)

Ωvac = −1

2
Nc

∑
f

|efB|
2π

∑
n,ζ

∫
dλρζ(λ)|λ

√
1 +

2|efB|n
λ2

|

Ωµ = −1

2
Nc

∑
f

|efB|
2π

∑
n,ζ

∫
dλρζ(λ)

[
|λ
√

1 +
2|efB|n
λ2

− µ| − |λ
√
1 +

2|efB|n
λ2

|

]

ΩT = −TNc

∑
f

|efB|
2π

∑
n,ζ

∫
dλρζ(λ)ln

1 + exp(−
|λ
√

1 +
2|efB|n

λ2 − µ|
T

)

 .
ここでΩvacは発散しているので、PTRを用いて正則化する：

Ωvac = Nc

∑
f,ζ

|efB|
16π3/2

∫ ∞

1

dτ

τ 3/2
coth(τ |efB|)

∫
dλρζ(λ)exp

(
−τλ2

)
.

4.2.2 数値計算結果および議論

本節では (4.2.8)式に基づいてµ-B平面上でのQCD相図について議論する。以下ではPTR

のカットオフとしてGΛ2 = 6.35,Λ = 660.37MeVを用いる。これは真空の構成子クォーク質

量とパイオンの崩壊定数を再現する数値である。

A RKCでのQCD相図

まず始めに RKCにおけるQCD相図に対する磁場の効果を議論する。RKCはDCDWと

は異なりエネルギースペクトルがE = 0に関して対称であることに注意。Sec. 4.1で議論し

たように、エネルギースペクトルの非対称性はカイラルアノマリーに起因する項が熱力学関

数に現れる。一方HCCはDCDWを包含する非一様構造である為、エネルギースペクトルは

非対称である。違いを比較する意味でも、まずRKCについて議論することは有意義である。
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図 4.2: µ-B平面上でのRKCのQCD相図。

図 4.2に µ-B平面上でのRKCのQCD相図を描いた。RKC相は磁場が強くなるにつれて

広がる傾向は見れるものの、定性的にはB = 0でのQCD相図と大きく変化は無い。相境界

の位置について、特に磁場が大きい領域で振動するような振る舞いが見られる。この振る舞

いは de Hass-van Alphen効果からの帰結であると考えられる [77,78]。同様な振る舞いは、一

様構造においても見ることができる [84]。
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図 4.3: 非一様構造の波数 kおよび振幅
√

⟨|Φ|2⟩。

図 4.3に非一様構造の波数 kおよび振幅
√
⟨|Φ|2⟩の変化を、いくつかの

√
eBに関して µの

関数として描いた。ここで kは k = 2m/[(1 +
√
ν)K(ν)]で定義されている。左図について、

値の推移はB = 0の場合と定性的に変化しないことが分かる。一方右図について、値の推移

は不連続に変化している。これは熱力学関数がmおよび νについて、複数の極小を持つ為で

ある。
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B HCCでのQCD相図

次にHCCでのQCD相図をについて議論する。(4.2.8)式は松原振動数に関する無限和を含

んでおり、RKCとの定性的な違いを見るには不便である。そこで本研究では熱力学関数を磁

場の最低次まで考慮して相図を描く；Ω(B) ≃ Ω(B = 0) + eBΩ(1)。ここで eBΩ(1)は

eBΩ(1) = −1

4
TNc

∑
f

|efB|
2π

∑
l,ζ

∫
dλρζ(λ) log

[
(ωl − iµ)2 + λ2

]
− 1

4
TNc

∑
f

|efB|
2π

∑
l

∫
dλ [ρ+(λ)− ρ−(λ)] ln

[
ω2
l + (λ− µ)2

]
,

で与えられる。実際に (4.2.8)式を展開して計算すれば分かるが、O(eB)は LLLからのみの

寄与で与えられる。Sec. 4.1で見たように、熱力学関数においてカイラルアノマリーに起因す

る項はLLLが主要な寄与を果たすので、RKCとHCCの定性的な違いを議論するには eBΩ(1)

まで考慮すれば十分である。この近似の妥当性は、(4.2.8)式を用いて計算した結果と比較す

ることで吟味することができる。結論としては、
√
eB < 0.2Λ ≃ 120MeVまでならば、得ら

れる相構造はほぼ変化しない。
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図 4.4: T=0でのQCD相図。A：弱いDCDW相、B：HCC相、C：強いDCDW相、D：回

復相。B → 0の極限ではAは一様相へ、BはRKC相へそれぞれ移行する。

図 4.4に T = 0でのQCD相図を µ-B平面上に描いた。B = 0での相図と異なり、LLLの

スペクトル非対称性の帰結としてカイラル対称性が破れている限り波数が有限である。Aの

「弱い」DCDW相とは、非一様構造の波数が小さいことを表す。Cの「強い」DCDW相と

は、qの値が大きく前章のDCDW相と同様な相である。図 4.4はいくつかの３重点を持つこ

とに注意。１つはA・B・Cの３相共存点であり、(µ,
√
eB) ∼ (320MeV, 110MeV)で与えら

れる。もう１つは B・C・Dの３相共存点であり (µ,
√
eB) ∼ (350MeV, 30MeV)で与えられ

る。B → 0でAは一様相へ、BはRKC相へそれぞれ移行する。また、図 4.4では
√
eBの増
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加に伴い、カイラル対称性が破れた相の領域が広がる。Ωanomは qBに比例する負の量である

ので、これは非一様構造の波数の空間変調の帰結である。
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図 4.5: いくつかの
√
eBとµにおける熱力学関数の値。単位はΛ。(a)-(c)は

√
eB = 0、(d)-(f)

は
√
eB = 0.18を表す。

図 4.5にいくつかの
√
eBと µについて熱力学関数の値を ξ = 16(1−1/ν), qの関数として描い

た。このときmに関しては常に最小化している。まず
√
eB = 0MeVの場合について。熱力学

関数はRKCとDCDWに対応する極小を持ち、常にRKCの方が熱力学的に優位である。次

に
√
eB = 0Λ ∼ 120MeVの場合について。２つの極小が熱力学関数に現れるのは同様だが、

いずれも q ̸= 0である。これはスペクトルの非対称性から来る帰結であり、それぞれ HCC

と DCDWに対応する。µが小さい領域では小さい qおよび ξ = 0が最小であり、系は弱い

DCDW相が実現している。一方 µが大きい領域では大きな qおよび ξ = 0で最小であり、系

は強いDCDW相が実現している。

本節の最後に各相の間の相転移の次数について議論する。図 4.6にいくつかの
√
eBに対し

て秩序変数の推移を µの関数として描いた。まず (a)について、系はB = 0であるのでRKC

が現れる。非一様構造の振幅は連続的に、ただしその微分は不連続に変化しているので、こ

のとき一様-RKC相・RKC-回復相間の相転移の次数はそれぞれ２次である。次に (b)につい
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図 4.6: いくつかの異なる
√
eBに対する秩序変数の推移。赤線は非一様構造の振幅 (

√
⟨|Φ|2⟩)、

緑線は振幅の波数 (k)、青線は位相の波数 (q)をそれぞれ表している。

て、このときB ̸= 0であるので最早一様相は現れない。µ < 320MeVでは、qは小さいが有限

であるので、弱いDCDW相が実現している。320MeV < µ < 336MeVでは、振幅方向の波

数が有限になのでHCC相が実現している。336MeV < µでは再び振幅方向の波数は消えるも

のの、qは大きな値を取る。従ってこの領域では強いDCDW相が実現している。相転移につ

いては秩序変数の変化の連続性から、弱いDCDW-HCC相間は２次相転移であると分かる。

一方、HCC-強いDCDW相間については、qの不連続性から、１次相転移であると結論付け

られる。最後に (c)について、この磁場領域ではHCC相は現れず、相転移は弱いDCDW-強

いDCDW相間で起こっている。特に波数の不連続な変化に注目すれば、これは１次相転移

であることが分かる。
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第5章 有限クォーク質量効果を取り入れた

カイラル非一様相

第 4章では、カイラル非一様相の物理を理解する試みとして、カイラル非一様相における

外部磁場の効果を議論した。外部磁場の存在は非一様相なQCD相図において、カイラルア

ノマリーに起因する相構造の定性的な変化をもたらした。そこで本章では次の試みとして、

current quark massの効果を取り入れて非一様相について議論する。

第 3章ではBdG方程式の解となるように非一様構造の解を決定していたが、これはカイラ

ル極限の下で定式化されていたことに注意。ひとたび current quark massがスイッチされれ

ば、BdG方程式の形そのものが変化する。従って、カイラル極限で求められていた非一様構

造の関数形は、一般に有限なクォーク質量を持つ系で BdG方程式の解とはならない。有限

クォーク質量効果を議論する為には、我々は current quark massを方程式に取り入れ、非一

様構造の関数形を新たに導出する必要がある。

本研究はNf = 2の場合を考えているので、その current quark massは高々5MeV程度であ

る。この値は非一様相の現れる化学ポテンシャル領域 (µ ∼ 300− 400MeV)や構成子クォーク

質量 (m ∼ 330MeV)と比べて十分小さいので、一見すると有限クォーク質量効果は小さく、

無視できてしまうように思われる。しかしながら、以下で見るように、この効果はQCDの

相構造を大きく変化させる可能性を持っている。

まず始めに、我々が興味を持っているのはカイラル対称性の自発的破れであり、これを議論

する上で重要となる物理的自由度はハドロン物理ではパイオンおよびシグマメソンであるこ

とに注意する。カイラル極限ではカイラル対称性は厳密に成立する為、パイオンは０質量の

NG粒子であった。しかし、current quark massが存在する場合、もはやカイラル対称性はあ

らわに破れており、従ってパイオンは近似的なNG粒子と考えなくてはならない。実際、この

効果によってパイオンは有限質量 (mπ ∼ 138MeV)となることがカレント代数を用いた議論

などで知られている。この値は非一様相が現れる領域の温度・密度の値および構成子クォーク

質量に比べ十分小さいとは言い難く、従って current qurak massの効果は無視することがで

きない。特に高温領域における相境界付近では構成子クォーク質量はパイオン質量と同程度

まで小さくなるため、素励起としてのパイオンモードは相対的に重要性が増すと考えられる。

即ち、LP付近ではより質量効果による非一様構造の変形が大きくなることが期待される。
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カイラル極限の場合、典型的には非一様構造の振幅または位相にのみ空間変調を持つ構造

が知られており、それぞれRKCまたはDCDWと呼ばれていた。これらのうち、RKCタイ

プの非一様構造に関しては有限クォーク質量の場合に対してもBdG方程式の解が知られてい

る [85–87]。これらの研究では、カイラル極限の場合と同様BdG方程式を非一様構造の関数

形を実に制限した上で適当な ansatzを課し、NLSEを用いた手法と同様に無矛盾な解を見つ

けている。有限クォーク質量の場合は、BdG方程式は Lame方程式 [88]に変形され、これは

NLSEと同様可解な方程式として知られている [89]。これを無矛盾に解くことで、RKCタイ

プに対する有限クォーク質量を考慮した解を求めることができる。

一方で、DCDWタイプの有限クォーク質量の解に関しては、RKCタイプと比べて十分に研

究が進んでいるとは言い難い。DCDWタイプの非一様構造に関しては、RKCタイプのように

BdG方程式を何らかの可解な方程式へ変形する方法が開発されておらず、故に有限クォーク質

量を持つ場合の非一様構造の関数形すら発見されていない。先行研究の１つとして、Maedan

による有限クォーク質量効果による非一様構造の変形を無視した議論が挙げられる [90]。彼

の研究では、非一様構造の関数形をDCDWに固定し、有限クォーク質量効果を摂動的に熱

力学関数に取り入れた。有限クォーク質量による非一様構造の変形効果が比較的小さいと考

えられる低温領域では、この手法は近似的には良い結果を与えるかもしれない。しかしなが

ら、変形効果が大きくなると思われる LP付近では、もはや良い近似であるとは言えないだ

ろう。従って、非一様構造の変形を考慮に入れながら、熱力学を考察できる手法が必要とさ

れている。そこで本章では、著者とTatsumiによって進められた変分法的アプローチによる

議論を紹介する [28]。実際、変分法を用いた議論は 1+ 1次元系に対しては行われており、非

一様構造の関数形は大きく変形することが知られている [91]。

本論に入る前に、RKCとDCDWとの間の有限クォーク質量効果が及ぼす定性的な違いに

ついて議論する。カイラル極限の場合、非一様構造は各 z ∈ Rごとに chiral surface上の点

を指定していることに注意。本章では荷電対称性を要請している為、ϕ1 = ϕ2 = 0を仮定す

る。このとき chiral surfaceは (ϕ0, ϕ3)平面に制限され、非一様構造の target spaceは S1と

なる (chiral circleと呼ばれる)。特にカイラル極限の場合、chiral circle上の任意の点は熱力

学的に等価な基底状態を表している。Chiral circleは半径∆および偏角 θによって特徴づけ

られるが、これらは非一様構造の振幅および位相にそれぞれ対応している。以上の観点の下

では、RKCは θ = 0の下で∆にのみ空間変調を持つので、chiral circleの動径方向に振動す

る局在化したモードであると理解できる。一方、DCDWは θ = qzで特徴づけられているの

で、chiral circle全体に渡り等方的に巻き付いたモードであると理解できる。ここで current

quark msssがスイッチした場合を考える。有限クォーク質量効果によって chiral circleは変

形され、各点はもはや熱力学的に等価ではなくなり、θ = 0が熱力学関数の最小点となる。こ

の熱力学関数の変化によって非一様構造は最小点の周りに偏在化すると思われるが、RKCは
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すでに θ = 0に局在化した非一様構造であるので、この効果が非一様構造に与える影響は定

量的である。一方DCDWについては、chiral circleの変形の為にもはや等方的に巻き付くこ

とは熱力学的に不利であり、θ = 0付近に偏在した非一様構造になると考えられる。従って、

DCDWは質量効果によって等方的な巻き付きモードから偏在化した巻き付きモードへと、定

性的に変化すると考えられる。この意味においても、DCDWに対して有限クォーク質量効果

を考えることは意義深いと言える。

5.1 変分法的アプローチ

本節では変分法を用いた、有限なクォーク質量を持つ系に対するカイラル非一様相の解析手

法について議論する。以下ではこれまでと同様NJL模型を用いて議論する。一般にはuクォー

クと dクォークの質量は異なるものの、ほぼ同程度であるので、簡単の為mu = md ≡ mcと

する。章の始めに述べたように、RKCタイプの構造に関しては既に関数形が知られているの

で、ここではDCDWタイプの構造に特化して考える。そこで、未知の非一様構造に対して

次のように試行関数を課す：

⟨ϕ0(z)⟩ ≡ −2G⟨ψ̄ψ⟩ = ∆cos θ(z), (5.1.1)

⟨ϕ3(z)⟩ ≡ −2G⟨ψ̄iγ5τ3ψ⟩ = ∆sin θ(z). (5.1.2)

ここで θ(z)はカイラル極限では θ(z) = qzに対応しており、ここでは変分的に決定されるべ

き未知関数である。また、chiral circleの動径方向の変形の効果は小さいと考え、∆は空間

変調していないものとしている。(5.1.1)式および (5.1.2)式を NJL模型のラグランジアン (

(2.0.2)式)に代入し、MFAの下で

LMF = ψ̄[i/∂ −m− U(θ(z))]ψ − ∆2

4G
, (5.1.3)

を得る。ここでm = mc −∆は構成子クォーク質量を表し、U(θ(z)) ≡ −∆exp(iγ5τ3θ(z))−
m+mcである。クォーク場に関して汎関数積分を実行すると、MFAの下での熱力学関数の

表式を得る：

ΩMF = −TTr log[i/∂ −m+ µγ0 − U(θ(z))] +
∆2

4G
V.

上式において V は系の体積を表し、TrはNf , Ncおよび松原振動数に関する和および空間変

数に関する積分を表す。
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5.1.1 非一様構造の決定

熱力学関数が θ(z)の汎関数として与えられたので、ここからHF方程式を求めると

HDψα = Eα(θ)ψα, (5.1.4)

Φ(z) = ⟨ϕ0(z)⟩+ i⟨ϕ3(z)⟩ = −2G
(
⟨ψ̄αψα⟩+ i⟨ψ̄αiγ5τ3ψα⟩

)
= ∆eiθ(z). (5.1.5)

となる。ここでHDはDirac演算子であり

HD = −iγ0 γ · ▽ + γ0m+ γ0U(θ(z)).

で定められる。(5.1.4)式および (5.1.5)式が自己無撞着的に解ければ、有限クォーク質量を持

つ系に対する位相が空間変調した一般的な解を見つけたことになる。しかしながら、カイラ

ル極限でもそうであったように、これを解析的に実行することは難しい。そこで次善の策と

して、以下で述べるような変分法的なアプローチを提案する。先行研究では 1+1次元系にお

いて current quark massの効果を変分的に取り扱っているが、これによると θ(z)の関数形は

sine-Gordon(SG)方程式を満たすことが知られている [91]。Sec. 3.2で議論したように、1+1

次元系で得られた非一様構造は 1 + 3次元系へ埋め込むことができることに注意。変分法に

よって導出された解は厳密ではないため、一概に同様のことが言えるとは限らないが、1 + 3

次元系においても同様の方程式が導出されることが期待される。

構造決定の方程式の導出の為に、以下で定義されるクォーク伝播関数を定義する：

S0(x, y) =
1

i/∂ + µγ0 −m
δ(x− y).

ここでΩMFを S0を用いて書き直し、これをTaylor展開すると

ΩMF = −TTr log
[
S−1
0 − U(θ(z))

]
= −TTr log

[
S−1
0 (1− S0U(θ(z)))

]
∼ −T

∞∑
n=1

1

n
Tr

(
1

i/∂ + µγ0 −m
U(θ(z))

)n

. (5.1.6)

を得る。ここで (5.1.6)式では簡単の為TrlogS−1
0 を落としていることに注意。この項は非一

様構造を決定する際に影響を与えない。いまΩMFはU(θ(z))およびその微分によって無限次

まで展開されている。そこでこれを微分の次数で展開することを考える。具体的にO(∂2)ま

で展開すると [92, 93]、有効的な熱力学関数の表式は以下の通り：

Ωder
MF =

∫
d3x

[
1

2
f ∗2
π (∂zθ(z))

2 − 1

2G
mc∆cos θ(z)

]
, (5.1.7)
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ここで f ∗
π はパイオンの崩壊定数であり、表式は

f ∗2
π =

NfNcm
2

16π3

[
2πEi(−m2)−

∑
s=±

∫
d3p

1

E3

1

1 + eβ(E+sµ)

]
,

で与えられる。Ei(x)は指数積分であり、EはE =
√
p2 +m2と定義されている。また (5.1.7)

式のO(∂2)の項は、(5.1.6)式の n = 2の項においてO(mc)まで拾うことで求まる：

i

2

∫
d4xd4x′tr

1

i/∂ + µγ0 −m
δ4(x− x′)(−∆cos θ(x′)−m+mc)

× 1

i/∂′ + µγ0 −m
δ4(x′ − x)(−∆cos θ(x)−m+mc)

→ 1

2G
mc∆

∫
d4x cos θ(z).

(5.1.7)式から θ(z)に対する EOMを求めると、構造決定の方程式として

d2θ(z)

dz2
−m∗2

π sin θ(z) = 0, (5.1.8)

を得る。ここでm∗
πはパイオンの媒質中での質量であり、Gell-Mann-Oakes-Renner関係式を

用いて導出した [94]。(5.1.8)式は SG方程式そのものであり、1 + 1次元で得られた結果と実

際に対応していることが分かる。またカイラル極限ではm∗
π → 0となるので、SG方程式は

Klein-Gordon方程式に帰着する。このとき SG方程式は線形化されるので、θ(z) = qzが解に

なる。これは DCDWそのものであり、我々のアプローチがカイラル極限へ連続的に繋がっ

ていることを保証している。(5.1.8)式において、左辺第１項は大ざっぱに非一様構造の波数

の２乗と対応していると考えられる。従って、|∂θ/∂z| ≫ m∗
πであるならば、第２項からの

寄与は無視することができる。このような場合、DCDWは有限クォーク質量を持つ系に対し

ても良い近似となっている。一方 |∂θ/∂z| ∼ m∗
πの場合は、第２項からの寄与はもはや無視

することができず、得られる非一様構造はDCDWから大きく変形することが分かる。

SG方程式の解のうち今回の議論でDCDWから連続的な変形で得られる解は、Jacobiの振

幅関数 am(x, k)を用いて

θ(z) = π + 2am

(
m∗

πz

k
, k

)
, (5.1.9)

のように求まる。ここで 0 ≤ k ≤ 1は振幅関数の母数である。

本小節の最後に θ(z)の典型的な振る舞いを述べる。まずはk → 0の極限について。am(x) →
xに注意すると、以下の表式を得る：

θ(z) → π +
2m∗

π

k
z when k → 0.
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これは非一様構造は k → 0の極限においてDCDWへ帰着されることを示す。一方逆の極限

である k → 1について。am(x) → arcsin tanh(x)に注意すると、以下の表式を得る：

θ(z) → π + 2arcsin tanh

(
m∗

πz

k

)
when k → 1.

この振る舞いは θ(z)は１点に局在した sine-Gordon kinkへと帰着されることを表す。Sec. 3.1

で議論したように、非一様構造が kink型であるときはエネルギースペクトルのバンド幅の測

度が０になることに注意。このような場合、バンドギャップからの寄与は熱力学関数に影響

を与えない。従って、k → 1の極限では一様構造と非一様構造の区別が付かず、これも広義

には一様構造が実現していると考えてよい。以上をまとめると、kは増加するに従って chiral

circle上での偏在化が進み、特に k → 1の極限では一様構造が実現していることが分かった。

5.1.2 熱力学関数の表式

非一様構造の関数形が定まったので、これを用いて熱力学関数の表式を導出する。熱力学

関数の表式は得られた θ(z)をHF方程式 (5.1.4)式および (5.1.5)式に代入し、これが無矛盾

に解ければ求まるのだが、依然としてこれは困難である。これを克服する為に、以下のよう

な手法を用いる。

まずは θ(z)の具体的な表式より、dθ(z)/dz = (2m∗
π/k)dn(m

∗
πz/k, k)であることに注意す

る。dn(x, k)は平均値の周りを振動するような構造を持つ。dθ(z)/dzは非一様構造の波数に

対応する量であるので、この波数を用いてHF方程式の解となる波動関数を近似することを

考える。DCDWの場合、HF方程式の解はψ± = exp(iγ5τ3qz/2)exp(ip · r)u±で与えられてい
た [37]。ここでpは非一様構造の波数であり、これを以下で定義される qを用いて近似する：

q ≡ ⟨∂zθ(z)⟩ =
πm∗

π

kK(k)
,

近似した波動関数を (5.1.4)式に代入し、θ(z)を波数を用いて θ(z) = qz+ δθ(z)と書く。も

し δθ(z)の熱平均が消えれば、HF方程式は自己無撞着的に満たされる。⟨δθ(z)⟩が十分小さ
ければ変分法的アプローチは近似的に正しい結果を与えているだろう。理論の枠組みのみで

は、このアプローチの正しさは確かめることはできないので、妥当性については数値計算結

果を鑑みることで推し量ることにする。

以上の近似の下で、熱力学関数の表式は次の通り：

ΩMF ≃ ΩDCDW + ΩSB +
∆2

4G
V, (5.1.10)

ΩDCDW = −TTr log[S−1
ref + µγ0],

ΩSB = −TTr[(S−1
ref + µγ0)

−1F (mc; θ(z))].
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ここでSrefはDCDWの伝播関数である：S−1
ref (θ(z)) = i/∂−m+q/2τ3γ5γ3。また (5.1.10)式におい

て、有限クォーク質量効果はO(mc)まで取り入れ、この寄与をF (mc; θ(z)) ≡ −mc(cos(θ(z))−
1 + iγ5τ3 sin(θ(z)))と表した。ΩDCDWは波数 qでの DCDWの熱力学関数あり、ΩSBがカイ

ラル対称性のあらわな破れから来る寄与を表している。カイラル極限では θ(z) → qzおよび

ΩSB → 0となることに注意。具体的な θ(z)の表式 ((5.1.9)式)を (5.1.10)式に代入すること

で、最終的な熱力学関数の表式を得る：

ΩMF = ΩDCDW + ΩSB +
∆2

4G
V, (5.1.11)

ΩDCDW = Ωvac + Ωthermal,

Ωvac/V =
NfNc

8π3/2

∑
s=±

∫ ∞

1/Λ2

dτ

τ 5/2

∫ ∞

−∞

dpz
2π

[
e−(

√
p2z+m2+sq/2)2τ

]
,

Ωthermal/V = −NfNcT
∑
s,l=±

∫
d3p

(2π)3

[
log
{
e−β((p2x+p2y+(

√
p2z+m2+sq/2)2)1/2+lµ) + 1

}]
,

ΩSB/V = −NfNc∆mc
m∗

π

2kK(k)

∫ 2kK(k)
m∗

π

0

dz (1− cos θ(z))

= NfNcf
∗2
π m

∗2
π

2

k2K(k)

[
E(k)−

(
1− k2

)
K(k)

]
,

ここで Ωvac,Ωthermalは ΩDCDWにおける真空部分の寄与および媒質からの寄与をそれぞれ表

し、特に真空部分に関しては PTRを用いて正則化した。

5.2 数値計算結果および議論

本節では前節で得られた熱力学関数の表式を用い、有限クォーク質量効果を取り入れた

DCDWタイプのQCD相構造および非一様相の熱力学的性質について議論する。(5.1.11)式

において、各 T, µごとに∆, kの値は未知であることに注意。これらを熱力学関数が最小化さ

れるように決定することで、各T, µごとに熱力学的に最も優位な非一様構造が明らかになる。

以下ではまず始および終境界線上における物理量の振る舞いについて調べ、その後 DCDW

相内部での相構造について議論する。尚、本節で得られる結果は先行研究 [37]との対応を考

え、全てΛ = 850MeV,GΛ2 = 6の下で計算している。

5.2.1 始境界線について

まずは始境界線について議論する。一様相は k → 1の極限に対応していることに注意。

始境界線の位置をいくつかのmcの値について T -µ平面上のQCD相図上に与えたものを

図 5.1に示す。いずれの線でも、k < 1の場合と k → 1の場合が熱力学的に等価になる点を
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図 5.1: T -µ平面上での始境界線をいくつかのmcの値で描いた。青線、赤線、緑線はそれぞ

れmc = 0, 2, 5MeVの場合に対応している。

以って、始境界線を定めている。いずれの有限クォーク質量の場合 (赤線・緑線)でも、カイ

ラル極限 (青線)の場合と同様に、DCDW相が出現していることが分かる。

ところで、有限クォーク質量の場合は一様相と回復相の区別が付かないため、カイラル極

限の場合のようにLPを定義することはできない。本研究では、非一様相がQCD相図上に現

れる温度の上限を以って、近似的に LPを定義する。このような定義の下、図 5.1よりmcの

増加に伴って LPの位置は T が減少かつ µが増加する方向に単調に移動していることが分か

る。このような振る舞いは、一様構造に限定して求めたQCD相図における、CEPの振る舞

いと同様であることに注意。カイラル極限では LPとTCPが同一点に出現していたことを思

い出すと、以上の結果は有限クォーク質量の場合において LPとCEPが一致または近い位置

に出現することを示唆している。

図 5.2: 始境界線上での qの値の変化。赤 (青)線はmc = 2 (5)MeVの場合に対応している。
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次に始境界線上での物理量の変化について議論する。図 5.2に始境界線上での波数の変化

を Toの関数として表した (以下では Toは始境界線上の温度を表す)。図 5.2より、温度の上昇

に伴い波数は単調に減少していることが分かるが、この振る舞いはカイラル極限で得られる

結果と同様である。一様相では q = 0が実現しているので、始境界線上では構成子クォーク

質量が有限であることに注意する。この結果は、始境界線がカイラル極限の場合と同様１次

相転移線であることを示している。

図 5.3: 始境界線上での kの値の変化。赤 (青)線はmc = 2 (5)MeVの場合に対応している。

一方、カイラル極限の場合と有限クォーク質量の場合とで定性的に異なる振る舞いも見受

けられる。カイラル極限では LPで q = 0MeVとなっていたことに注意。有限クォーク質量

の場合は LPでも qの値は有限に留まり、不連続に変化している。このような振る舞いは図

5.3からも理解できる。図 5.3では始境界線上の kの変化を Tcの関数として描いたものであ

るが、いずれのmcの場合でも LP近傍でも kは有限に留まっていることが分かる。この振る

舞いは、熱力学関数におけるΩSBの寄与から理解することができる。ΩSBは k → 1の極限で

ΩSB → 0となることに注意。この項は常に正の寄与を与えているので、従って非一様構造を

常に不利にするよう働いている。以下では T = 0から温度を上昇させていき、非一様相が存

在する化学ポテンシャル領域を探索することを考える。カイラル極限の場合はΩSB = 0が常

に成立している為、q → 0となるまで非一様相が熱力学的に優位に存在している。一方、有

限クォーク質量の場合は ΩSB > 0である為、q → 0となる前に非一様相が消滅してしまう。

従って、図 5.2,5.3で見られるような不連続な振る舞いを示すと考えられる。

LP付近のこのような振る舞いをより確実に理解する為には、例えば gGLを用いた解析な

どが有効であると考えられる。この点に関しては、今後の展望としたい。

LP付近で k → 1のような極端な振る舞いは現れなかったものの、T の上昇に伴い kの値

は単調に増加しているので、低温領域と LP付近とでは非一様構造に質的な変化が現れるは
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図 5.4: 始境界線上での ⟨ψ̄ψ⟩の関数形の典型的な振る舞い。赤線は T = 0での振る舞いを表

し、青線は LP近傍での振る舞いをそれぞれ表す。

ずである。図 5.4にこれらの温度領域における始境界線上での関数形を描いた。赤線と青線

を比較すれば、T = 0の場合と比べて LP付近では θ = πに非一様構造が偏在化しているこ

とが分かる。

本研究では熱力学関数を計算するにあたり、⟨θ(z)⟩ = qと平均化していたことに注意する。こ

れは専ら熱力学関数を計算する為に課した要請であり、その妥当性については数値計算結果を

通じて吟味されなくてはならない。具体的には、⟨θ(z)⟩の値が平均値から大きく振動している場
合、この要請はもはや適切であるとは言えない。そこで、振動の大きさを測る指標として、θ(z)

の分散の期待値の温度変化を始境界線上で調べる。以下では V ar ≡
√
⟨(∂zθ(z)− ⟨∂zθ(z)⟩)2⟩

とする。具体的な表式は以下の通り：

V ar =

√
4(m∗

π)
2E(k)

k2K(k)
− q2.
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図 5.5: 始境界線上での V arの値の変化 (mc = 5MeV)。

図 5.5に始境界線上の V ar/qの値の変化を T の関数として描いた。分散の大きさは平均値
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と比較されるべきである。即ち、V ar/qの値が大きければ大きい程、熱力学関数の計算にお

いて分散の効果が無視できなくなることを意味する。図 5.5より、分散の値は温度の上昇と

共に単調に増加することが分かる。しかし、全温度領域に対して平均値 (波数)の高々10％程

度の値である。従って、本研究で熱力学関数の計算の為に用いた近似は、温度の上昇と共に

単調にその妥当性が失われるものの、高々10％程度の誤差しか与えないと考えられる。

本小節の最後に、非一様構造の「変形度合い」を表す指標について議論する。前節で述べ

たように、SG方程式の解は |∂θ(z)/∂z|とm∗
πの大きさの比によって関数形が定性的に変化し

ていた。即ち、|∂θ(z)/m∗
π∂z|の値が大きければ大きい程偏在化した解を表している。数値計

算を実行するにあたり ∂θ(z)/∂zは平均化され qで与えられていた。そこで、始境界線上の

m∗
π/qの値を調べることで、非一様構造の偏在度合いを議論する。
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図 5.6: 始境界線上での |∂θ(z)/m∗
π∂z|の値 (mc = 5MeV)。

図 5.6に始境界線上での |∂θ(z)/m∗
π∂z|の値を描いた。m∗

π/qの値は温度の上昇と共に単調

に増加している、即ち非一様構造は単調に偏在化していることが分かる。しかしながら、値

の変化は極端には現れない。これは LP付近で k → 1まで上昇しない為であり、もし k → 1

が実現する場合m∗
π/q → ∞となり、非一様構造は１点に局在化する。

5.2.2 終境界線について

次に終境界線に関して議論する。終境界線の位置の決定は、始境界線のそれと比べて困難

がある。まず始めにこの困難さについて言及する。

図 5.7に非一様構造も考慮した場合の熱力学関数 (ΩMF)と一様構造に限定した場合の熱力

学関数 (Ωhomo)との差 δΩ = ΩMF − Ωhomoを、mc = 5MeV,T = 0MeVの下で µの関数とし

て描いた。δΩ < 0の化学ポテンシャル領域が非一様相の領域と対応している。図 5.7から、

T = 0MeVでは始境界線は µ = 418MeVで与えられ、終境界線は µ = 456MeVで与えられ
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図 5.7: 非一様構造と一様構造の間の熱力学関数の値の差をmc = 5MeV,T = 0.85MeVで µ

の関数として描いた。グラフの右上に終境界線近傍の拡大図を載せている。

ていることが分かる。まず始境界線では、δΩは µの上昇に伴い急激に減少していることに注

意する。このような急激な振る舞いの為に、始境界線の位置は多少の数値誤差およびその他

の要因に影響されることなく決定することができる。一方終境界線付近では、δΩの値は広範

囲の µに渡り０近傍を取っている。このようななだらかな振る舞いの為に、終境界線の位置

は熱力学関数の値を変える要因に関して非常に敏感である。図 5.7における終境界線付近の

拡大図を見れば分かるように、終境界線の位置自体は非常に小さな差を拾うことにはなるも

のの、数値的に決定することができる。以下では、ひとまず数値計算結果を信頼して議論を

進めるものとする。終境界線の不確定さは境界付近の物理を大きく変化させる可能性がある

が、これに関しては次小節で議論する。

終境界線の位置をいくつかのmcの値について T -µ平面上のQCD相図上に与えたものを

Fig, 5.8に示す。始境界線の場合と同様、いずれの有限クォーク質量の場合 (赤線・緑線)で

も、カイラル極限 (青線)の場合と同様に、DCDW相が出現していることが分かる。

図 5.9に終境界線上での構成子クォーク質量の値を描いた。以下では終境界線上の温度を

Ttと表す。いずれの線でも、Ttの上昇と共にmが増加していく傾向を示している。また、い

ずれの温度領域においても、終境界線上で非一様相と回復相のmの値は有限であり、かつ不

連続に変化していることが分かる。このことから、終境界線は１次相転移を示しているよう

に思われる。ただし、この帰結はカットオフの取り方に起因する人工的な結果の可能性があ

ることに注意する。本研究ではΛ = 850MeVとしているが、このパラメータでは例えカイラ

ル極限の場合においても終境界線でmの値は不連続に変化する [37]。一方、Λ = 660.37MeV

での議論では、このような不連続性は起こらないことが知られている。以上をまとめると、

構成子クォーク質量の有限性に関しては、一様構造に限定した場合の振る舞いから鑑みても
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図 5.8: T -µ平面上での終境界線をいくつかのmcの値で描いた。青線、赤線、緑線はそれぞ

れmc = 0, 2, 5MeVの場合に対応している。

明らかであり、十分に信用できる帰結であると言える。一方不連続性に関しては、カットオ

フの取り方によって得られる結果に定性的な差異が生じる以上、安易に信用してはならない。

従って、相転移の次数の決定については図 5.9のみから判断せずに、終境界線上の他の物理

量も比較することで決定する。

図 5.10: 終境界線上での qの値の変化。赤 (青)線はmc = 2 (5)MeVの場合に対応する。

終境界線の相転移の次数を議論する為に、図 5.10に終境界線上の qの値の変化を描いた。

いずれの線でも始境界線と同様に、qは相境界上で不連続に変化していることが分かる。ま

た、LP付近においても qが有限に留まる振る舞いも始境界線で得られた結果と無矛盾であ

る。波数の不連続性、Ttの上昇に伴う単調減少性はカイラル極限で得られる結果と同じであ

るが、これは定性的には異なる帰結を導く。カイラル極限の場合、qの有限性にも関わらず

終境界線は２次相転移であったが、これは相境界上でm = 0となっている為である。即ち、
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図 5.9: 終境界線上での構成子クォーク質量 (m)の変化。赤 (緑)色線はmc = 2 (5)MeVでの

非一様相における構成子クォーク質量を表す。青 (紫)線は回復相における構成子クォーク質

量を表す。

m = 0では qの値に依らず非一様構造自体が値を持たない為、qは相転移の次数を議論する

にあたり有意な熱力学変数とはならない。一方、図 5.9の結果から、有限クォーク質量の場

合は終境界線上でもmは有限に留まっていることに注意する。構成子クォーク質量の有限性

の為に、qの値は相転移の次数を決定する際に有意な変数となっている。従って、qが任意の

Ttで不連続に変化することから、終境界線はカイラル極限の場合と異なり１次相転移を示し

ている。

5.2.3 Dual Chiral Density Wave相について

続いてDCDW相について議論する。

図 5.11に有限クォーク質量効果を取り入れたQCD相図を描いた。カイラル極限の場合と

同様、mc = 2, 5MeVの場合に対しても非一様相が T -µ平面上に出現することが分かる。ま

た、RKCタイプでの議論と同様、非一様相の領域はmcの増加に伴い単調に減少しているこ

とが分かる [42]。
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図 5.11: 有限クォーク質量効果を取り入れた非一様なQCD相図。各線で囲まれた領域が非一

様相を表し、外側の領域は一様相を表す。青線はカイラル極限の場合の結果を表し、赤 (緑)

線はmc = 2 (5)MeVの場合の結果をそれぞれ表す。

図 5.12: 構成子クォーク質量 (m)および波数 (q)の温度依存性をmc = 5MeVの下で描いた。

左 (右)図は µ = 435 (405)MeVに固定している。

次に µを固定の下で、DCDW相の物理量の温度変化を図 5.12に描いた。両図において、

mの値は T の増加に伴い単調に減少していることが分かる。また、qの値は T の変化に関し

てほとんど値を変えない。

左図は T = 0からDCDW相が出現している為、始境界線は存在しないことに注意。終境

界線は Tt = 38MeVで与えられており、ここでm, qが不連続に変化していることが分かる。

一方、右図に関しては、低温では一様相が出現していることに注意。始境界線はTo = 41MeV

で、終境界線は Tt = 46MeVで与えられており、いずれの相境界でもm, qは共に不連続に変

化していることが分かる。いずれの場合についても、相境界上でmは有限であり qは大きく
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不連続に変化する。従って、以上の結果は始および終境界線が共に１次相転移であることを

表しており、前節で得られた結論と無矛盾である。

図 5.13: 母数 (k)の温度依存性をmc = 5MeVの下で描いた。左 (右)は µ = 435 (405)MeVに

固定している。青線は、非一様構造が熱力学関数の極小 (̸=最小)点として存在する領域を表

している。

本小節の最後にDCDW相内の母数の値の変化および、終境界線の相構造の変化の可能性

について言及する。µを固定の下で、DCDW相の母数の温度変化を図 5.13に描いた。両図に

おいて、kの値は T の上昇に伴い単調に増加し、T = Ttで不連続に変化している。特に右図

においては低温領域で一様相が実現しているので、T = Toでも kは不連続に変化する。従っ

て、DCDW相では温度の上昇に伴い非一様構造はカイラル極限でのDCDWから kink型の

構造へと単調に変化していることが分かる。この結果は図 5.12の結果と無矛盾である。

ここで両図における青線に着目する。青線に対応する領域では、非一様相は一様相に比べ

て熱力学的に不利ではあるものの、熱力学関数の極小点として存在している。青線領域では、

kの値は急激に上昇し最終的に k → 1へと至る。以下では k → 1となる温度を Tsと書く。
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図 5.14: 非一様構造と一様構造の間の熱力学関数の値の差をmc = 5MeVで T の関数として

描いた。左 (右)は µ = 435 (405)MeVに固定している。

図5.14に図 5.13に対応するµでの熱力学関数の値の差を描いた。両図において、Tt < T < Ts

の領域が図 5.13における青線に対応している。いずれの場合でも δΩの値は小さくいことに

注意。図 5.13において青線領域では kの値は急激に上昇する為、熱力学関数の値の多少の変

化により終境界線上の非一様構造の関数形は大きく変化してしまうことが分かる。

熱力学関数の値を変化させる要因としては、数値誤差以外にも複数の可能性が考えられる。

１つは θ(z)からのバックリアクションによる補正が挙げられる。本研究では、熱力学関数を

導出する際クォークの波動関数をDCDWで近似し、特に q ≡ ⟨∂zθ(z)⟩と近似していたこと
に注意。本来ならば θ(z)は平均値 qの周りを振動しているので、この寄与は波動関数に θ(z)

の平均値からの揺らぎに由来するバックリアクションを与える。もう１つはmcの高次項か

らの補正が挙げられる。本研究では θ(z)を決定する際に、O(mc)まで熱力学関数に有効的に

取り入れて計算していた。高次のmcからの寄与は θ(z)の決定には大きな影響は及ぼさない

と考えられるが、終境界線では熱力学関数の微小な変化が大きく相構造に大きな影響を与え

る可能性がある。

特にこれらの影響で Tt → Tsとなる場合 k → 1が終境界線上で実現しているが、これは

q → 0と対応していることに注意。このとき終境界線上で波数は連続的に変化するので、従っ

て終境界線は２次相転移を示す。

5.3 相関関数を用いた議論

最後に相関関数を用いて終境界線の位置について議論する。本来、相関関数を用いた議論

は２次相転移線の決定について有効な手法であるので、１次相転移線である終境界線を厳密
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に決定することは難しい。議論を始めるにあたり、何故相関関数の解析が厳密ではないか以

下で確認する。まず始めに、熱力学関数を構成子クォーク質量 (m)の関数で展開する。カイ

ラル極限の場合、mの奇数次の係数は 0であったが、current quark massを考える場合、１

次の項は一般には残る。以下では与えられた T, µに対して熱力学関数の最小値を与えるmの

値を m̄とする。このとき熱力学関数をm = m̄の周りで展開すると、次の表式を得る：

Ω(m,q) = Ω(m̄,q) +
1

2!
Γ−1
ps,finite(0,q)(m− m̄)2 + . . .

Ω(m̄,q) = Ω(m̄, 0)が成立するならば

Γ−1
ps,finite(0,q)||q|=qc = 0 , ∂qΓ

−1
ps,finite(0,q)||q|=qc = 0,

となる点が相転移点を定める。カイラル極限の場合以上の条件を満たし、特に m̄ = 0であっ

たので、この点は２次相転移を示していた。カイラル極限から離れる場合、一般にΩ(m̄,q) ̸=
Ω(m̄, 0)である。従って相転移点を決定する為には、これらの差の寄与も考慮しなくてはな

らない。

しかしながら、Ω(m̄,q)−Ω(m̄, 0)は current quark massの効果によって初めて有限の値を

取るので、高々O(mc)の量である。さらに、終境界線の熱力学関数を用いた決定は、例えば

図 5.7を見れば分かるように非常に小さな数値誤差に左右されやすい。従って、相関関数の

解析を次善の方法として用い、終境界線の目安を与えることは有意義である。

Current quark massが有限の場合、Γ−1
ps,finite(0,q)の表式は以下の通り：

Γ−1
ps,finite(0,q) =

2G

1− 2GΠ0,finite
ps (m̄2,q)

.

ここで分極関数Π0,finite
ps (m̄2,q)の表式は

Π0,finite
ps (m̄2,q) =

NfNc

4π2

∫ ∞

1/Λ2

dτ

τ 2
e−m̄2τ − 2iNfNcq

2I(m̄, q2)

+
NfNc

2π2

∑
s=±

∫ ∞

0

dp
p2√

p2 + m̄2

1

e
β
(√

p2+m̄2+sµ
)
+ 1

(
2− q

2p
log

∣∣∣∣q + 2p

q − 2p

∣∣∣∣) ,
(5.3.1)

で与えられる。ここで I(m̄, q2)は次式で定義される積分関数である：

I(m̄, q2) ≡ i

16π2

∫ 1

0

dt

∫ ∞

1/Λ2

dτ

τ
e−(m̄

2−q2t(1−t))τ .

カイラル極限での終境界線の決定と同様、２次相転移線は 1 − 2GΠ0,finite
ps (m̄2,q)||q|=qc かつ

∂qΠ
0,finite
ps (m̄2,q)||q|=qc = 0で決定される。

最後に m̄の決定について議論する。相関関数は熱力学関数を特定のmで固定した際の２

次の係数として与えられていたので、m̄の値の取り方は相関関数の枠内からでは決定するこ
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とができない。そこで、本小節では m̄の値として終境界線上のmの値を用いる。しかし、図

5.9を見れば分かるように、終境界線上のmの値には幅がある。そこで、まず始めに相関関

数の m̄の変化に対する応答を見る。
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図 5.15: いくつかの m̄ に関する相関関数によって決定した終境界線。赤 (緑) 線は m̄ =

10 (100)MeVに対応する。

図 5.15にいくつかの m̄に関する相関関数によって決定した終境界線を描いた。図 5.9より

m̄の値は低温領域でO(10)MeV、高温領域でO(100)MeVであるので、赤線・緑線はそれぞ

れ m̄ = 10, 100MeVとした。図 5.15より、赤線と緑線の違いは主に低温領域に現れることが

分かる。低温領域では緑線が近似として妥当であり、高温領域では得られる結果は両者でほ

とんど変わらないので、以下では m̄ = 10MeVとして議論を進める。

また、両線共に特定の温度で終点を迎えているが、これは Γ−1
ps,finite(0,q)が qc = 0MeVで最

小となった点を表している。熱力学関数の直接計算から、LPは有限の qcで実現しているこ

とに注意。従って、図 5.15の終点は LPと対応するとは限らない。しかしながら、これらの

点は非一様相が存在する上限を定めていると考えられる。有限の qで感受率が発散すること

が無いからである。
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図 5.16: 相関関数による解析と熱力学関数の直接計算との対応。赤 (紫)線はmc = 2MeVで

の熱力学関数の直接計算 (相関関数による解析)で求めた終境界線を表す。

図 5.16に相関関数の解析と熱力学関数の数値計算結果を比較した。熱力学関数の直接計算

によって得られた LPの温度を TLPとすると、T ≤ TLPでは両者の相境界の位置は大きな違

いを示さない。このことから、仮に前節で述べた可能性の結果終境界線の位置が変化したと

しても、T ≤ TLPではその位置は大きく変化しないことが分かる。一方相関関数の解析結果

は、T > TLPでは熱力学関数の直接計算の結果と大きく異なっている。これは T > TLPでも

非一様相が熱力学関数の極小として残り続ける為であり、従って LPの位置は大きく変化す

る可能性があることを示唆している。
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第6章 量子-熱揺らぎの効果を取り入れた

カイラル非一様相

ここまでカイラル非一様相研究の基礎についてレビューしてから、非一様カイラル相転移を

理解する我々の試みについて議論してきた。しかしながら、以上の研究は全てMFAの下で行

われてきたことに注意する。そこで本章では、MFAを越えた非一様相の取扱いについて考え

る。本研究で言うMFAを越えた議論とは、具体的には秩序変数の量子または熱揺らぎの寄与

を考察することを指す。以下では複合場として (ϕ0, ϕi) = (−2Gψ̄ψ,−2Gψ̄iγ5τiψ) (i = 1, 2, 3)

を定義し、量子-熱揺らぎは ϕa(t, r) = ⟨ϕa(z)⟩+ δϕa(t, r), a = 0 ∼ 3のように導入する。

揺らぎが非一様相へ及ぼす影響としては、以下に挙げるような興味深い先行研究が挙げら

れる。１つは非一様相内部の秩序に関する研究である。一般に、1 + 3次元中の１次元的秩

序は揺らぎの効果によって長距離秩序として存在せず、相関関数のベキ的減衰によって特徴

付けられる準長距離秩序 (QLRO)として存在することが、Landau-Peierls不安定性からの帰

結として知られている [95,96]。QLROを持つ系は物性系では良く研究されており、例えば朝

永-Luttinger流体 [97]や、円形に形成した重合体鎖 [98]、FFLO超伝導体 [99–101]などは具

体的な例として挙げられる。カイラル非一様相のQLROに関する研究においては、Leeらに

よるDCDWに対する議論 [102]や、HidakaらによるRKCに対する議論 [103]などが挙げら

れる。[102]では、Landau-Ginzburg-Wilsonアプローチに従って SU(2)L × SU(2)R ≃ O(4)

対称性に基づいた一般的な有効ラグランジアンを構成し、その下でDCDW相における揺ら

ぎの効果について議論した。[103]では、NJL模型を基にした gGLからスタートし、RKC相

における揺らぎの効果について議論した。

もう１つは相転移の次数に関する研究である。以下では非一様-一様 (または回復)相転移

の次数が２次である場合を考える。このとき量子または熱揺らぎの存在によって相転移の次

数が２次から１次へと変化する可能性について、主に物性系を中心に研究されている。この

ことは揺らぎの場 (δϕa(t, r))に関する伝播関数G(p)が、相転移点付近では一様な場合と異な

り |p| = |qc| ≡ qcで極大となるという性質に起因している。実際に図 3.7を見れば分かるよ

うに、終境界線付近では Γ−1 ∝ G−1が有限の |p| = qcで最小値を取る。量子揺らぎにの効

果についてはDyugaevによって初めて言及された [104]。Dyugaevはパイオン凝縮の研究に

おいて、いくつかの量子揺らぎによって作られる非局所的な相互作用が、相転移の次数を２
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次から１次へと変化させることを示した。熱揺らぎの効果についてはBrazovskiiによって初

めて言及された [105]。Brazovskiiは非一様構造を持つ系における Schwinger-Dyson(SD)方程

式を有効的に計算することで、非一様-一様相転移の次数が２次から１次へと変化することを

示した。特にBrazovskii効果に関しては多くの物性系において研究されており、例えば液晶

における nematic-smectic-C相転移 [106]や di-block copolymerのmicrophase separation転

移 [107, 108]などとの関連で研究されている。また、熱揺らぎに関してはいくつかの模型に

関して繰り込み群を用いた解析も進められており、Lingらによって熱揺らぎの効果による相

転移の分類が行われた [109]。本研究では特にカイラル非一様-回復相転移に関して、量子-熱

揺らぎによる相転移の次数の変化の可能性について着目する。これまで議論してきたように、

カイラル極限の下では、典型的な非一様構造の非一様-回復相転移は２次であることが知られ

ている。従ってカイラル非一様相における相転移、特に非一様-回復相転移の次数について議

論することは有意義である。本研究ではこれらの研究をさらに発展させ、相転移の次数の定

性的変化および位置の定量的変化について議論する。

本研究における主だった解析手法は以下の通りである。まず我々は回復相における作用

からスタートして議論を進める。荷電対称・外部電磁場無し・カイラル極限の前提の下で、

クォーク自由度を例えばHubbard-Stratonovich変換を用いて積分してしまったと考えれば、

虚時間形式での作用は SU(2)L × SU(2)R ≃ O(4)対称性の要求により ϕa(t, z)の汎関数とし

て Seff ∼ (1/2!)Γ(2)ϕ2
a + (1/4!)Γ(4)(ϕ2

a)
2 + ...と書ける。ここで Γ(n)は n次の頂点関数である。

Γ(2)は力学変数の２次の係数であるので、これは ϕaの伝播関数の逆 (G−1(q0,q))と密接に関

係していることに注意する。一般に ϕaの伝播関数は、ϕaの真空での質量M および粒子-空

孔励起から来る自己エネルギーΠϕ(q0,q)を用いて、G−1(q0,q) = q2 −M2 −Πϕ(q0,q)と書け

る。真空中では ϕaは自由粒子と同じ分散関係を持つが、媒質効果によって非一様相が現れる

ような領域では特定の運動量 |q| = qcで最大化される。従って、G−1は |q| = qcの周りで展

開されてG−1 ∼ q20 − γ(|q|2 − q2c )
2 + const.の形で与えられる。特にループ効果を考えると、

|q| = qcの周りの挙動が熱力学関数の表式に特徴的な寄与を果たすことに注意しておく。以上

の下で、ϕaに関する汎関数積分を実行することで、熱力学関数は秩序変数Φa ≡ (⟨ϕ0⟩, ⟨ϕa⟩)
のベキで書き下すことができる：

Ω =
1

2!
Γ̄(2)|Φ|2 + 1

4!
Γ̄(4)|Φ|4 + . . . ,

ここで Γ̃(n)は揺らぎの効果を取り入れた頂点関数である。MFAの下では、Γ̃(n)は Γ(n)に帰

着されることに注意。本研究では、Γ̃(2)や Γ̃(4)の挙動を調べることによって相転移の次数を

議論する。

本研究の特色は以下の点にある。まずは量子-熱揺らぎの効果を同時に考慮する点が挙げら

れる。先行研究では、Dyugaevの議論は Γ̃(4)に量子揺らぎのみを考慮したことに対応し、ま

たBrazovskiiの議論は Γ̃(2)および Γ̃(4)に熱揺らぎのみを考慮したことに対応している。本研
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究では Γ̃(2)および Γ̃(4)に量子-熱揺らぎを同時に考慮して議論を進める、即ち本研究の内容は

先行研究を包含している。

さらには揺らぎの効果を考慮した終境界線の位置の特定が挙げられる。本研究では相関関

数による解析を発展させることで、回復相から非一様相の相境界を揺らぎの効果も加味した

上で外挿していく。また、本研究では相境界を決定する際に、具体的に熱力学関数の頂点関

数 Γ̃(n)の果たす定量的役割についても考察する。

本論に入る前に、一様-回復相における２次相転移に対する揺らぎの効果について言及して

おく。一様構造に限った議論に関しては、繰り込み群を始めとする様々な手法から活発に研

究が進められている。特に系の対称性が SU(2)L × SU(2)R ≃ O(4)である場合に関しては、

U(1)A対称性のアノマリーに起因する破れの下で、一様-回復相転移の次数は２次のまま留ま

ることが知られている [110, 111]。従って、以上で述べたカイラル非一様-回復相転移の次数

の変化は、カイラル非一様性に特徴的な現象であると言える。

6.1 量子および熱揺らぎの導入

本研究では、回復相における作用からスタートして、量子および熱揺らぎの効果について

議論する。そこでまず始めにクォーク自由度を持つ理論から、回復相における有効的な作用

を構築することを考える。以下ではこれまでと同様QCDの有効模型としてNJL模型を用い

る ((2.0.2)式)。また、ここでは揺らぎの効果に特に注目しているので、荷電対称・外部電磁

場無し・カイラル極限の下で議論を進める。我々は熱力学関数を秩序変数のベキで展開する

ことで、相転移の次数について考察する。従って、作用を構成する時点でクォーク自由度を

積分してしまうと便利である。回復相においては、対称性の要求から有効作用の表式は以下

の形に制限される：

S0(ϕ) =
1

2!
T
∑
n1

∫
d3q1
(2π)3

Γ(2)
ps (ωn1 ,q1)ϕ(ωn1 ,q1)ϕ(−ωn1 ,−q1)

+
1

4!
T 3

3∏
i=1

∑
ni

∫
d3qi
(2π)3

λ(ωn,q)ϕ(ωn1 ,q1)ϕ(ωn2 ,q2)ϕ(ωn3 ,q3)ϕ(−ωn1 − ωn2 − ωn3 ,−q1 − q2 − q3).

(6.1.1)

いま、ϕaはボソン的統計量を持つので、ωn = 2nπT (n ∈ Z)である。(6.1.1)式において、ϕ

の奇数次の項はカイラル対称性により消えてしまうことに注意。また、(6.1.1)式では全ての

ϕaに関して対称的に書かれているが、以下では簡単の為 ϕ3についてのみ考慮する。実際、

(6.1.1)式に含まれる ϕ3と他の場との相互作用項からの寄与はO(N−1)で抑えられる (N は秩

序変数の数)。以下では ϕ ≡ ϕ3 = −2Gψ̄iγ5τ3ψと略記する。
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6.1.1 伝播関数の表式

作用の形が決定できたので、具体的な表式を導出していく。作用における ϕの各次数の係

数は背後にあるクォークの運動学によって決定されることに注意。特に Γ
(2)
ps は Sec. 3.3.2で

の議論を思い出せば分かるように、RPAで求めたクォークの双１次形式の相関関数と関係し

ている。

ここで、Γ
(2)
ps は ϕ2の係数であるので ϕの伝播関数の逆と高々定数倍のズレを除いて一致し

ていなくてはならない。即ち、Gpsを ϕの伝播関数、(ωn,q)を外線運動量として

Γ(2)
ps (ωn,q) = Z−1

ϕ G−1
ps (ωn,q), (6.1.2)

なる関係がある。ここでZϕは適当な比例定数であり、具体的な表式は以下で決定する。Sec.

3.3.2とは異なり、Γ
(2)
ps は ωn依存性があることに注意。ここでは Sec. 3.3.2で求めた相関関

数は ωn = 0であったので「静的な」相関関数と呼び、本章で議論する ωn ̸= 0の相関関数を

「動的な」相関関数と呼ぶ。

伝播関数との対応を考える為に、Γ(2)
ps の表式を物理的に解釈する。まず、Γ

(2)
ps の表式はクォー

ク自由度に関してRPAを行えば、クォークの分極関数Π0
ps(ωn,q)を用いて

Γ(2)
ps =

1− 2GΠ0
ps(ωn,q)

2G
,

と与えられる [61]。Π0
ps(ωn,q)の具体的な表式自体は、ここでの議論とは直接関係しないの

で後で導出する。分極関数は真空からの寄与 (Π0,vac
ps )と媒質からの寄与 (Π0,med

ps )とで分解す

ることができる；Π0
ps = Π0,vac

ps +Π0,med
ps 。ここで、Γ

(2)
ps における真空からの寄与を次のように

展開する：

1− 2GΠ0,vac
ps (ωn,q) ∼ 1− 2GΠ0,vac

ps (0,0) + 2G
∂

∂q2
Π0,vac

ps

∣∣∣
ωn=|q|=0

(
ω2
n + |q|2

)
= 2G

∂

∂q2
Π0,vac

ps

∣∣∣
ωn=|q|=0

(
M2 + ω2

n + |q|2
)

= 2Gg−2
ϕqq

(
M2 + ω2

n + |q|2
)
. (6.1.3)

ここで gϕqqは ϕとクォークとの相互作用の結合定数であり、∂Π0,vac
ps /∂q2|q2=0 = g−2

ϕqqで定めら

れる [13]。NJL模型では明確な形では見えていなかったクォーク対からなる複合場に対する

運動項が、真空偏極の効果として現れていることに注意する。従って

[Γps(ωn,q)]
−1 ∼

g2ϕqq

M2 + ω2
n + |q|2 − g2ϕqqΠ

0,med
ps (ωn,q)

. (6.1.4)

を得る。(6.1.4)式において、右辺分母のM2+ω2
n+ |q|2は真空からの寄与を表している。従っ

て (6.1.4)式は、真空の値に対し媒質からの寄与である g2ϕqqΠ
0,med
ps がRPAの下で導入されて

いると解釈することができる。
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ここで、物理的粒子の伝播関数は真空中では、ω2
n, |q|2の係数が 1でなくてはならないこと

に注意。ちょうど (6.1.4)式はω2
n, |q|2の係数が 1になるように規格化されているので、(6.1.2)

式とこれを比較することでZϕ = g2ϕqqを得る。(6.1.1)式は ϕ2の係数が Γ
(2)
ps であるので、これ

がG−1
ps と合致するように場の再定義が必要である。具体的には ϕ̃ ≡ gϕqqϕとすれば良く、こ

の変換の下では ϕ4の係数も λ̃ ≡ g−4
ϕqqλと再定義される。以下では簡単の為 ϕ̃, λ̃を ϕ, λと書

く。このとき作用の表式は次のように書き換えらる：

S0(ϕ) =
1

2!
T
∑
n1

∫
d3q1
(2π)3

G−1
ps (ωn1 ,q1)ϕ(ωn1 ,q1)ϕ(−ωn1 ,−q1)

+
1

4!
T 3

3∏
i=1

∑
ni

∫
d3qi
(2π)3

λ(ωn,q)ϕ(ωn1 ,q1)ϕ(ωn2 ,q2)ϕ(ωn3 ,q3)ϕ(−ωn1 − ωn2 − ωn3 ,−q1 − q2 − q3).

(6.1.5)

以下では具体的にG−1
ps (ωn,q)の表式を求める。Zϕの表式も考慮すると、Γps(ωn,q)の表式

より

Gps(ωn,q) =
1

g2ϕqq

2G

1− 2GΠ0
ps(ωn,q)

, (6.1.6)

を得る。ここでΠ0
ps(ωn,q)の表式は

Π0
ps(ωn,q) ≡ T

∑
m

∫
d3p

(2π)3
tr [iγ5τ3Sβ (ωn + ωm,q+ p) iγ5τ3Sβ (ωm,p)]

= Π0,vac
ps (ωn,q) + Π0,med

ps (ωn,q), (6.1.7)

である。ここで２行目では真空部分の寄与と媒質からの寄与を表し、具体的には

Π0,vac
ps (ωn,q) =

NfNc

(2π)2

[
Λ2 − ω2

n + |q|2

2

∫ 1

0

dt

∫ ∞

1/Λ2

dτ

τ
e−(ω

2
n+|q|2)t(1−t)τ

]
,

Π0,med
ps (ωn,q) = −2NfNc

(2π)2

∑
s=±

∫ ∞

0

pdp
1

eβ(p+sµ) + 1

×

(
2 +

ω2
n + |q|2

4p |q|
log

∣∣∣∣∣ω2
n + (|q| − 2p)2

ω2
n + (|q|+ 2p)2

∣∣∣∣∣
)
.

で与えられる。計算の詳細はAppendix Aで示す。Π0
ps(ωn,q)は ωn, |q|の複雑な関数として

与えられている。揺らぎの効果を考える際、Gps(ωn,q)のループ積分を実行しなくてはなら

ないので、これをこのまま取り扱うのは困難である。そこで、Gps(ωn,q)を計算しやすい形

に近似することを考える。具体的には、G−1
ps を静的な部分と動的な部分に分解し、それぞれ

に関して近似する。
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まずは静的な部分について考える。終境界線近傍では、|q| = qc ̸= 0でG−1
ps (0,q)は最小と

なることに注意。明らかにG−1
ps (0,q)は |q|の偶関数なので、G−1

ps (0,q)を |q|2 = q2c の周りで

展開すると

G−1
ps (0,q) ∼ τ + γ̄(|q|2 − q2c ) + γ(|q|2 − q2c )

2, (6.1.8)

と書ける。ここで τ, γ̄, γは以下で定義される量である：

τ ≡ G−1
ps (0,q)||q|=qc =M2 − g2ϕqqΠ

0,med
ps (0,q)||q|=qc ,

γ̄ ≡ d

dq2
G−1

ps (0,q)

∣∣∣∣∣
|q|=qc

= 1−
g2ϕqq
2

d

dq2
Π0,med

ps (0,q)

∣∣∣∣∣
|q|=qc

.

γ ≡ 1

2

d2

d2q2
G−1

ps (0,q)

∣∣∣∣∣
|q|=qc

= −
g2ϕqq
2

d2

d2q2
Π0,med

ps (0,q)

∣∣∣∣∣
|q|=qc

.

ここで、qcは (3.3.8)式によって定められていたことに注意。このとき qc ̸= 0ならば、γ̄は常

に消えてしまう；γ̄ = 0。従って、G−1
ps (0,q)は次のように近似される：

G−1
ps (0,q) =M2 + |q|2 − g2ϕqqΠ

0,med
ps (0,q)

∼ τ + γ(|q|2 − q2c )
2.

次に動的な部分について考える。静的な場合と比較すると、G−1(ωn,q)の表式は

G−1
ps (ωn,q) = τ + γ

(
|q|2 − q2c

)2
+ f(ωn,q), (6.1.9)

と書ける。ここで f(ωn,q) = ω2
n − g2ϕqq(Π

0,med
ps (ωn,q) − Π0,med

ps (0,q))は f(0,q) = 0を満た

している。Gpsのループ積分を計算する為に、f(ωn,q)を ωnのベキで近似する；f(ωn,q) ∼
a1(|q|)|ωn| + a2(|q|)ω2

n。ここで ωnのベキを２次まで拾ったのは、T → 0の極限における対

応と関係している。一般に、q0 = iωnと解析接続すると、Π0,med
ps (q0,q)は実部と虚部を持つ

ことに注意。具体的に計算すると、実部は q0の偶数次のベキで与えられ、虚部は q0の奇数

次のベキで与えられることが分かる (詳細な計算はAppendix Bを参照)。従って、O(ω2
n)ま

で f(ωn,q)を近似することは、T = 0における伝播関数の分母において、実部と虚部のそれ

ぞれについて ωnの最低次まで取り入れることに対応する。この近似の妥当性は、例えば a1

と a2T の値を比較することで推察することができる。実際数値計算結果を見ると、LP近傍

を除き相転移線上で a1 ≫ a2T となっており、高次の寄与はさらに小さいことが予想される。

最後に a1(|q|), a2(|q|)について。Gpsのループ積分を求める際、最も重要な寄与を果たすのは

|q| = qcの周辺であることに注意。積分を実行する為にはこれらを更に近似せねばならない

ので、ここでは ai(|q|) ∼ ai(qc) ≡ aiとする。以上の下で、G−1
ps (ωn,q)の表式は以下の通り：

G−1
ps (ωn,q) = τ + γ

(
|q|2 − q2c

)2
+ a1 |ωn|+ a2ω

2
n. (6.1.10)
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図 6.1: いくつかの nに対して T ∼ 0でのG−1
ps (ωn,q)を |q|の関数として描いた。赤、緑、青

線はそれぞれ n = 0, 10, 100に対応している。

ここで a1, a2は次式で定められる：

a1 ≡
d

dx
G−1

ps (x,q)

∣∣∣∣∣
x=0,|q|=qc

= −g2ϕqq
d

dx
Π0,med

ps (ωn,q)

∣∣∣∣∣
x=0,|q|=qc

,

a2 ≡
1

2

d2

d2x
G−1

ps (x,q)

∣∣∣∣∣
x=0,|q|=qc

= 1− 1

2

d2

d2x
Π0,med

ps (ωn,q)

∣∣∣∣∣
x=0,|q|=qc

.

図 6.1に T ∼ 0での G−1
ps (ωn,q)をいくつかの nに関して描いた。まず各線に関して、定

性的には n = 0と関数の振る舞いは変化していないことに注意する。従って、数値計算は

ai(|q|) ∼ ai(qc) = aiとする近似が妥当であることを示唆している。また、nの増大に従って、

G−1
ps (ωn,q)の最小値が単調に増加していることに注意する。この最小値が０に近ければ近い

程ループ積分に大きな寄与を与えることに注意すると、f(ωn,q)を ωnで展開し、適当な次数

で打ち切ることは妥当であると考えられる。

ここまでGps(ωn,q)に対して様々な近似を施してきた。本節の最後に近似のプロセスをま

とめておくと、以下の通り：

G−1
ps (ωn,q) =M2 + ω2

n + |q|2 − g2ϕqqΠ
0,med
ps (ωn,q)

∼ τ + γ(|q|2 − q2c )
2 + ω2

n − g2ϕqq(Π
0,med
ps (ωn,q)− Π0,med

ps (0,q))

∼ τ + γ(|q|2 − q2c )
2 + ω2

n − g2ϕqq(Π
0,med
ps (ωn,qc)− Π0,med

ps (0,qc))

∼ τ + γ(|q|2 − q2c )
2 + a1|ωn|+ a2ω

2
n.

6.1.2 熱力学関数の表式

伝播関数の表式がもとまったので、具体的に量子-熱ゆらぎを導入していく。始めにλ(ωn,q)

の取扱いについて注意する。一般には λ(ωn,q)は ωn,qの関数である。しかし、ループ積分
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を考える上では、図 6.1を見れば分かるように、ωn = 0かつ |q| ∼ qcが積分に重要な寄与を

果たしている。従って、以下では [112]での取扱いと同様に、λ(ωn,q) ∼ λ(0,qc) = λと近似

して議論を進める。

揺らぎの効果を導入する為に、クォーク双１次形式 ϕを熱平均部分と揺らぎの部分に分解

する；ϕ(ωn,q) = βΦ(q)δn0 + ξ(ωn,q)。ここでΦは熱平均Φ = ⟨ϕ⟩であり、ξは揺らぎの場を
表している。揺らぎの効果を無視した場合は、ΦはMFAの下での熱平均と一致することに注

意。また、ξ(ωn,q)の ωn依存性は、各 T, µで量子揺らぎを考慮することを意味している。以

上の下で、作用は揺らぎを含む部分と含まない部分に分解される；S0(ϕ) = S0(Φ) + S1Φ, ξ)。

ここで S0(Φ), S1(Φ, ξ)の具体的な表式は以下の通り：

S0(Φ) = S0(βΦδn0),

S1(Φ, ξ) =

∫
d3p1
(2π)3

G−1
ps (0,p1) Φ(p1)ξ(0,−p1)

+
1

2
T
∑
n1

∫
d3p1
(2π)3

G−1
ps (ωn1 ,p1) ξ(ωn1 ,p1)ξ(−ωn1 ,−p1)

+
λ

6

3∏
i=1

∫
d3pi
(2π)3

Φ(p1)Φ(p2)Φ(p3)ξ(0,−p1 − p2 − p3)

+
λ

4
T
∑
n3

3∏
i=1

∫
d3pi
(2π)3

Φ(p1)Φ(p2)ξ(ωn3 ,p3)ξ(−ωn3 ,−p1 − p2 − p3)

+
λ

6
T 2
∑
n2,n3

3∏
i=1

∫
d3pi
(2π)3

Φ(p1)ξ(ωn2 ,p2)ξ(ωn3 ,p3)ξ(−ωn2 − ωn3 ,−p1 − p2 − p3)

+
λ

24
T 3

3∏
i=1

∑
ni

∫
d3pi
(2π)3

ξ(ωn1 ,p1)ξ(ωn2 ,p2)ξ(ωn3 ,p3)ξ(−ωn1 − ωn2 − ωn3 ,−p1 − p2 − p3).

(6.1.11)

ここで S0は (6.1.5)式で与えた作用と同じ汎関数である。熱力学関数の表式を導出する前に、

S1(Φ, ξ)についていくつか注意を述べる。まず、(6.1.11)式の右辺第１項は、ξの tadpoleに

対する最低次の寄与を表している。ξは熱平均からの揺らぎを表しているので、⟨ξ⟩ = 0であ

る。従って、この項からの寄与は高次の寄与を考えることで消えてしまい、頂点関数の決定

には寄与しない。また、(6.1.11)式の右辺第２項および第４項は、ξの伝播関数を構成してい

る。特に右辺第４項に関して、外場としてΦ(q)が入っている為、一般にはこの項は ξの伝搬

に関して qinと qoutは異なる。後で具体的に見るように、このような運動量非保存な項は伝

播関数のループ積分を考える上では小さな寄与しか与えない。(6.1.11)式の右辺第３項およ

び第５項は、Φと ξがカップルした相互作用項を表す。ξの伝播関数に関する議論と同様、こ

れらの運動量非保存な項はループ積分を計算する上では小さな寄与しか与えない。最後に、

(6.1.11)式の右辺第６項は ξの４点接触相互作用項であり、揺らぎの寄与を考える上で主要な
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寄与を果たしている。

ξに関する汎関数積分を実行することで、揺らぎの寄与を考慮した熱力学関数を得る：

Ω (Φ) = TS0 (Φ)− T log

∫
Dξ exp {−S1 (Φ, ξ)} . (6.1.12)

(6.1.12)式において、右辺第２項は揺らぎの寄与を表しており、この項を無視した場合熱力

学関数はMFAでのそれと一致する。(6.1.12)式を秩序変数のベキで展開すると、有効的な熱

力学関数の表式を得る：

Ω (Φ) =
1

2!

∫
d3p1 d

3p2
(2π)6

Γ̄(2) (p1,p2) Φ (−p1) Φ (−p2)

+
1

4!

∫
d3p1 d

3p2d
3p3d

3p4
(2π)12

Γ̄(4) (p1,p2,p3,p4) Φ (−p1) Φ (−p2) Φ (−p3) Φ (−p4) . . . .

6.1.3 揺らぎの効果を考慮した頂点関数

前節では熱力学関数の表式を導出したので、本節では揺らぎの効果を取り入れた頂点関数

(Γ̄(n))の表式を求める。Γ̄(n)は次式によって定義される：

Γ̄(n) (q1,q2, . . . ,qn) =
δnΩ

δΦ(−q1)δΦ(−q2) . . . δΦ(−qn)

∣∣∣∣∣
Φ=0

.

以下では計算にあたり、ξの３次以上の高次のキュムラントに関しては無視する。これは専

ら解析的に表式を求める為である。このときΩの１階Φ微分の表式は

δΩ

δΦ (−q1)
=G−1

ps (0,q1) Φ (q1) +
λ

3!

∫
d3p1 d

3p2
(2π)6

Φ (p2) Φ (p3) Φ (q1 − p2 − p3)

+
λ

2!
T 2
∑
n

∫
d3p2 d

3p3
(2π)6

⟨ξ (ωn,p2) ξ (−ωn,−p3)⟩ξΦ (q1 − p2 − p3) .

(6.1.13)

ここで ⟨. . . ⟩ξは ξに関する熱平均を表す。(6.1.13)式について、(右辺 ) = 0はΦに関する運

動方程式になっていることに注意する。これを解けば、揺らぎを取り入れた非一様構造の表

式を導出できる。しかしながら、これを実行することは極めて困難である。本研究では終境

界線付近の物理について考えているので、運動方程式の空間非一様な解の存在は仮定し、か

つ非一様構造の波数に関して熱力学関数を極小化させる値を |q| = qcとしている。

(6.1.13)式に汎関数微分を繰り返せば、Γ̄(n)の表式は求められる。その為には、具体的に

⟨ξ (ωn,p2) ξ (−ωn,−p3)⟩ξの表式を求めなくてはならない。ここで、伝播関数は (6.1.11)式右

辺第４項からの寄与があるので、外場としてΦ(p2)Φ(p3)が無限個挿入されていることに注意

する。従って、一般には ξに関して運動量が非保存である。しかしながら、伝播関数のループ
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積分を考える限り、運動量非保存な伝播関数からの寄与は実は小さい。実際、伝播関数Gpsは

|q| = qcで最大値を持つことに注意すると、内線運動量は |p| = qcで寄与が最大になる。これ

が実現するのはΦ(p2)Φ(p3)についてp2 +p3 = 0が成立する場合のみであり、これは ξに関

して伝播関数の運動量が保存することを意味している。以上より、⟨ξ (ωn,p2) ξ (−ωn,−p3)⟩ξ
は有効的には

⟨ξ (ωn2 ,p2) ξ (−ωn3 ,−p3)⟩ξ = βδn1,n2δ (p2 − p3) ⟨ξ (ωn,p2) ξ (−ωn,−p3)⟩ξ.

で与えられることが分かった。

図 6.2: 揺らぎの効果を考慮する際に現れる運動量非保存な相互作用項。黒線は ξに関する伝

播関数を表し、×印は Φ(q)の挿入を表す。左 (右)は、(6.1.11)式における右辺第３ (５)項か

らの寄与を表す。

⟨ξ (ωn,p2) ξ (−ωn,−p3)⟩ξの表式を求めるに当たり、(6.1.11)式の右辺第６項からの寄与に

加えて、運動量が非保存になる第３項および第５項からの寄与も考える必要がある。しかし、

以下で示すように、運動量が非保存の頂点からの寄与は小さいことが分かる。まず第３項の

寄与について、これは例えば図 6.2の左図で与えられる。図からも分かるように、このよう

な寄与は ξの tadpoleグラフの一部になっていることに注意。⟨ξ⟩ξ = 0に注意すると、このよ

うな寄与は高次のダイアグラムまでの寄与を足し上げることで消える。従って、第３項から

の寄与は ⟨ξ (ωn,p2) ξ (−ωn,−p3)⟩ξの決定には影響しない。次に第５項の寄与について、こ
れは例えば図 6.2の右図で与えられる。これは伝播関数の運動量非保存成分の取扱いと同様

に考えればよい。即ち、伝播関数のループ積分を考える限り、運動量非保存成分からの寄与

は運動量が保存する場合と比べて δ関数で抑制される。

以上より、⟨ξ (ωn,p2) ξ (−ωn,−p3)⟩ξは (6.1.11)式の右辺第６項によって決定される。従っ

て、図 6.3で定められる SD方程式より、⟨ξ (ωn,p2) ξ (−ωn,−p3)⟩ξの表式として次式を得る：

⟨ξ (ωn,q1) ξ (−ωn,−q2)⟩ξ =
βδ (q1 − q2)

r + γ(|q1|2 − q2c )
2 + a1|ωn|+ a2ω2

n

, (6.1.14)

ここで rは次式を満たす繰り込まれた量である：

r = τ + V −1λ

2

∫
d3p

(2π)3
Φ (p) Φ (−p) +

λ

2
T
∑
n

∫
d3p

(2π)3
1

r + γ (|p|2 − q2c )
2 + a1 |ωn|+ a2ω2

n

.

(6.1.15)
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図 6.3: ⟨ξ (ωn,p2) ξ (−ωn,−p3)⟩ξを決定する Schwinger-Dyson方程式。実線 (２重線)は、裸

の (繰り込まれた)ξの伝播関数を表す。

⟨ξ (ωn,p2) ξ (−ωn,−p3)⟩ξ について、この量は揺らぎからの寄与を考慮した ϕ の伝播関数

Gps(ωn,q) = ⟨ϕ (ωn,q)ϕ (−ωn,−q)⟩とは異なることに注意する。具体的には、ξ の伝播関
数は外場としてΦが入っているので、⟨ξ (ωn,q) ξ (−ωn,−q)⟩ξ|Φ=0 = Gps(ωn,q)である。

図 6.4: SD方程式に寄与する高次のダイアグラム。

また、図 6.3で与えられている SD方程式は、(6.1.11)式右辺第６項から考えられる全ての

ダイアグラムを足し上げている訳ではないことに注意する。実際、図 6.4のような高次のルー

プから来る寄与は落としている。このようなグラフは温度の高次で表されるダイアグラムに

なっており、少なくとも低温では無視することができる。高温領域では図 6.4は T 以外のパ

ラメータにも影響されるので、その寄与の大きさを簡単に見積もることはできないが、Sec.

6.2で近似の妥当性について言及する。

(6.1.14)式および (6.1.15)式を (6.1.13)式に代入することで、これを具体的に書き下すこと

ができる：

δΩ

δΦ (−q1)
=
[
r + γ

(
|q1|2 − q2c

)2]
Φ (q1) + V −1 λ

2!
Φ (q1)

∫
d3p2
(2π)3

Φ (p2) Φ (−p2)

+
λ

3!

∑
n

∫
d3p2 d

3p3
(2π)6

Φ (p2) Φ (p3) Φ (q1 − p2 − p3) . (6.1.16)

(6.1.16)式はΦの汎関数微分を解析的に実行することができることに注意。以下では (6.1.16)

式を用いて揺らぎを考慮した頂点関数の表式を逐次導出する。このときΦの奇数次の項は全

て消えるので、偶数次についてのみ導出する。
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A Γ̄(2)について

まずは２点関数の表式から導出する。(6.1.15)式より rは Φの汎関数として与えられてい

ることに注意。このとき (6.1.16)式より、熱力学関数の２回汎関数微分の表式は

δ2Ω

δΦ (−q1) δΦ (−q2)
=

δr

δΦ (−q2)
Φ (q1) +

[
r + γ

(
|q1|2 − q2c

)2]
δ (q1 + q2)

+ V −1λ

2

∫
d3p3
(2π)3

Φ (p3) Φ (−p3) δ (q1 + q2) + λV −1Φ (q1) Φ (q2)

+
λ

2

∫
d3p3
(2π)3

Φ (p3) Φ (q1 + q2 − p3) . (6.1.17)

ここで δr/δΦは (6.1.15)式より

δr

δΦ (−q)
= V −1λΦ (q)

[
1 +

λ

2
T
∑
n

∫
d3p

(2π)3
1[

r + γ (|p|2 − q2c )
2 + a1 |ωn|+ a2ω2

n

]2
]−1

.

(6.1.18)

となる。(6.1.17)式および (6.1.18)式より、Γ̄(2)の表式として

Γ̄(2) (q1,q2) = δ (q1 + q2)
[
τR + γ

(
|q1|2 − q2c

)2]
,

を得る。ここで τRは揺らぎの寄与を考慮した ϕの質量項であり、τR ≡ r|Φ=0で定義される。

具体的な表式は以下の通り：

τ = τR − λ

2
T
∑
n

∫
d3p

(2π)3
1

τR + γ (|p|2 − q2c )
2 + a1 |ωn|+ a2ω2

n

. (6.1.19)

(6.1.19)式は松原振動数の和を含んでいる。具体的な計算はAppendix Cで行うとして、結果

のみを与えると

τ = τR +
λ

8a2π3

∫ ∞

0

dp

∫ ∞

1/Λ2

dx

x

p2

ρ

(
e−(σ−ρ)2x2 − e−(σ+ρ)2x2

)
− λ

16π

qcT√
γ

1
√
τR

λ

γ̄
− λσ

a2π3

∫ ∞

0

dp

∫ ∞

0

dz
1

ez/T + 1

p2z

[z2 + (σ + ρ)2] [z2 + (σ − ρ)2]
.

(6.1.20)

となる (σ, ρの定義はAppendix Cで与えている)。ここで (6.1.20)式において、真空部分の寄

与を PTRを用いて正則化した。

最後に、(6.1.20)式から分かる τRの特徴について述べる。(6.1.20)式の右辺第３項は 1/
√
τR

に比例していることに注意。従って、この項は τR → 0の下で負に発散している。これは任

意の τ の値に対して τR > 0であることを意味している。２次相転移は τR = 0とならなけれ

ば実現しないので、従って揺らぎの効果を考慮した場合、非一様-回復相転移は少なくとも２

次相転移としては起こり得ないことが分かった。
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図 6.5: Γ̄(4)の模式図。リングダイアグラムは−Π2を表している。

B Γ̄(4)について

次に Γ̄(4)について考える。Γ̄(2)の場合と同様に考えると、(6.1.16)式で汎関数微分を実行す

ることにより

Γ̄(4) (q1,q2,q3,q4) = λδ (q1 + q2 + q3 + q4)

+ V −1 −λ
2
Π2

1 + λ
2
Π2

(δ (q1 + q2) δ (q3 + q4) + (2permutations)) ,

を得る。ここでΠ2は揺らぎの場に関する自己エネルギーを表している：

Π2 = T
∑
n

∫
d3p

(2π)3
1[

τR + γ (|p|2 − q2c )
2 + a1 |ωn|+ a2ω2

n

]2 . (6.1.21)

Π2をダイアグラムで表すと図 6.5のようになる。

(6.1.21) 式において、松原和が発散することなく実行される為には、伝播関数の分母は

O(|ωn|)まで考慮すれば十分である。特に a1 ≫ a2T であるので、O(ω2
n)の項は無視して構わ

ない。以上より、松原和を実行した結果は以下の通り：

Π2 =
1

16π

qc√
γ

(
1

πa1

1√
τR + πTa1

+
T

τ
3/2
R

)

− 2

π3
a1

∫ ∞

0

dp

∫ ∞

0

dz
1

ez/T + 1

(τR + γ(p2 − q2c )
2 + πTa1)

2
p2z[

a21z
2 + (τR + γ(p2 − q2c )

2 + πTa1)
2]2

∼ 1

16π

qc√
γ

(
1

πa1

1
√
τR

+
T

τ
3/2
R

)
. (6.1.22)

ここで最後の列ではΠ2の主要な寄与を果たす部分のみを取り出した。

Γ̄(4)は非局所的な相互作用を表していることに注意。相転移の次数を議論する際は接触相

互作用として記述されていることが望ましいので、これを等価に書き換える。これを実行す

る為に、具体的に非一様構造の関数形としてΦ = ∆sin(qz)を選ぶ。δ(q1 +q2)Φ
2(q1)Φ

2(q2)

をFourier変換するとΦ2(x)Φ2(y)として与えられることに注意。V = πL2/q (L：系の x, y軸

方向の大きさ)とした上で変数の入れ替えも考慮し、１周期分の積分値が接触相互作用の場

合 (Φ4(x))と合致するように係数を合わせる。具体的には

3×

(
q

π

∫ π/q

0

dzΦ2(z)

)2

= 2× q

π

∫ π/q

0

dzΦ4(z).
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となる。ここで左辺の 3は変数の入れ替えの自由度を表している。従って、デルタ関数の積

は次のように書き換えることができる：

V −1δ (q1 + q2) δ (q3 + q4) + (2permutations) ∼ 2δ (q1 + q2 + q3 + q4) .

以下ではこのような近似を isotropic approximationと呼ぶ [113]。ここでは具体的に Φの関

数形を指定して計算を実行したが、この近似は高次元構造も含む任意の非一様構造に対して

用いることができることに注意する。最終的な Γ̄(4)の表式は以下の通り：

Γ̄(4) ∼
1− λ

2
Π2

1 + λ
2
Π2

δ (q1 + q2 + q3 + q4) . (6.1.23)

(6.1.21)式よりΠ2は正定値であることに注意する。従って、Π2の大きさ次第では (6.1.23)

式の符号が反転することがある。Π2は揺らぎの効果によって出現する項であるので、このこ

とは揺らぎの寄与で相転移の次数が変化する可能性を示している (Γ̄(4)が負でかつ十分小さけ

れば相転移の次数は１次となる)。実際、Sec. 6.2を見れば分かるように、Π2は τR → 0で急

激に大きくなる為、τR ∼ 0で相転移の次数が２次から１次に変化することが分かる。

また、(6.1.23)式は先行研究の結果をあらわに包含していることに注意する。実際 (6.1.23)

式において右辺第１項は T → 0の極限で残るので、この項は量子揺らぎからの寄与を表して

いるが、この項はDyugaevによって導出された表式と係数および τRの次数が一致する [104]。

さらに、本研究では Dyugaevによる先行研究では考慮されていなかった効果も取り入れて

いる。Dyugaevによる研究では Γ̄(2)の効果を考えておらず、従ってΠ2は 1/τ 1/2に比例して

いた。一方本研究ではこの寄与を取り入れている為、Π2は 1/τ
1/2
R に比例している。さらに、

(6.1.23)式の右辺第２項は Brazovskiiによって与えられた結果と完全に一致している [105]。

従って、本研究の手法は先行研究の結果を包含していると言える。

C Γ̄(6)について

最後に Γ̄(6)について考える。(6.1.5)式を見れば分かるように、本研究ではMFAでの Γ(6)

の正定値性の下に、相転移の次数の変化を見る際この項は影響を与えないことを前提として

きた。この前提は Γ̄(4)が揺らぎの効果によって急激に符号が変化し Γ̄(4) =∼ −1となるとい

う、数値計算結果によって支持されていることに注意。実際 gGLと同様の議論から、１次相

転移は Γ̄(4) < 0かつ
(
Γ̄(4)
)2 ∼ Γ̄(2)Γ̄(6)で起こるので、揺らぎの効果によって Γ̄(6)の符号が変

化しないまたは Γ̄(6)自体が発散しない限り、Γ̄(4)の符号が変化する点が１次相転移点と考え

て差し支えない。もしも揺らぎの効果によって Γ̄(6)の符号が負になるようならば、この前提

は誤りであり、従って (6.1.5)式で Γ(6)の項を取り入れた上で議論しなくてはならない。以下

では Γ(6)に対する揺らぎの効果が小さいこと、従って Γ(6)は相転移の次数の変化を見る上で

重要ではないことを見る。
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具体的な計算はこれまでと同様である。Γ̄(6)の表式は以下の通り：

Γ̄(6)(q1,q2,q3,q4,q5,q6) =
λ3Π3[

1 + λ
2
Π2

]3 δ (q1 + q2 + q3 + q4 + q5 + q6) . (6.1.24)

ここでΠ3は

Π3 ∼
3

64π

qc√
γ

T

τ
5/2
R

.

で定められる。Π3/
[
1 + λ

2
Π2

]3
は τR → 0で発散していることに注意。Γ̄(4)が符号反転する領

域は τR → 0であるので、(6.1.24)式より相転移線近傍では Γ(6)に対する揺らぎの効果は消え

ることが分かる。

Γ̄(6)が消えてしまうのは一見問題があるように思われるが、これは (6.1.5)式において Γ(6)

を取り入れていなかったことに起因する。Γ(6)が作用に含まれていると考えて、ここからの

寄与を荒っぽく見積もると、正しい Γ̄(6)の表式は

Γ̄(6)(q1,q2,q3,q4,q5,q6) ∼

(
Γ(6) +

λ3Π3[
1 + λ

2
Π2

]3
)
δ (q1 + q2 + q3 + q4 + q5 + q6) .

となる。熱力学的安定性の議論から、Γ(6)は少なくとも相転移点近傍では正であることは知

られている。以上より、Γ̄(6)は常に正であり、かつ揺らぎの影響をほとんど受けないことが

分かった。従って、相転移の次数の変化を見る限りにおいて、我々は Γ̄(2)および Γ̄(4)の挙動

のみに注目すれば十分である。

6.1.4 λの決定について

本章の最後に裸の４点頂点関数である λの決定について述べる。λを決定する最も素朴な

方法は、作用を構成している元のクォークの理論から導出する手法である。本研究では有効

模型としてNJL模型を採用しているので、ボソン化した熱力学関数を |q| ∼ qcの下で非一様

構造の振幅∆の関数として表し、回復相における４次の係数を見ればよい。しかしながら、

具体的に計算すると熱力学関数の表式は∆, |q|をパラメータとする積分関数として与えられ
るが、この関数は被積分関数に対し∆微分を実行したのち積分することができない。従って

この手法で λを決定しようとすると、実直に数値微分を繰り返す必要がある。一般に高解の

数値微分は誤差が大きく、特に λは Γ̄(2), Γ̄(4)の決定に大きく影響を及ぼしてしまうので、単

純に数値微分に頼ることは許されない。そこで本研究では他の手法を用いて λを決定するこ

とにする。

他の手法として考えられるのは、熱力学関数を微分展開して係数を調べる方法である [92,93]。

具体的に熱力学関数を書き下すと

Ω ∼
(
β2
2
|Φ|2 + β4

4
|Φ|4 + β6

6
|Φ|6

)
+

(
β4
4

+
5β6
6

|Φ|2
)
|Φ′|2 . . . , (6.1.25)
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ここで {βi}i=2,4,6は gGLによって与えられる係数と一致している [42]。特に β2の表式に着目

すると、これはΓ(2)(0,0)と一致していることが分かる。このことは微分展開によって得られ

る熱力学関数は、本研究で用いた作用と正しく対応していること、また Sec. 6.1.1と同様物

理的自由度と対応させる為には適当な場の再定義 (Φ̃ ≡ gϕqqΦ)が必要なことを意味している。

以下では特定の非一様構造の関数形としてΦ = ∆sin(qz)を採用し、λの表式を求める。

与えられたΦに関して z方向について１周期分平均化し、qに関して熱力学関数を最小化

すると、(6.1.25)式のO(∆4)の係数は−β4/16で与えられる [42]。一方 (6.1.12)式でMFAを

考え、同様の計算を行うとO(∆4)の係数は λ/64で与えられる。これらを比較し、適当な場

の再定義による影響を考えると、λの表式として λ = −4g4ϕqqβ4を得る。

最後に β4の導出に関して注意を述べておく。一般に、β4は真空部分に紫外発散に加えて赤

外発散を含んでいる。赤外発散は媒質効果の部分と合わせることで除去することができるの

だが、その際真空部分と媒質効果の部分とを同時に正則化しなくてはならない [114]。本研究

で用いているPTRは真空部分にのみに用いているので、β4の表式を求めるにあたりPTRを

用いることができない。そこで本研究ではPTRの代わりに通常 gGLでよく用いられている３

次元運動量切断を正則化の手法として採用する。運動量切断パラメータの値はこれらの間で異

なるので、記述する物理が異ならないよう適切に合わせる必要がある。本研究ではPTRのパ

ラメータを真空中での構成子クォーク質量およびパイオン崩壊定数を再現するように定めて

いたので、３次元運動量切断でも同様にする。このようなパラメータの取り方は、ΛTM = 653

MeV, GΛ2
TM = 2.14であることが知られている。

6.2 数値計算結果および議論

前節で揺らぎの効果を考慮する為の定式化ができたので、本節では具体的な数値計算結果

を示し、これに関して議論する。前節の定式化は同様に一様-回復相転移についても考察でき

ることに注意。我々は一様構造の物理に関しては良く調べられているので、ここから得られ

た結果と非一様構造での結果とを比較しながら議論することは意義深い。そこでまず始めに、

一様-回復相転移での揺らぎの効果について議論し、その後非一様-回復相転移での揺らぎの

効果について議論する。

6.2.1 一様-回復相転移について

本小節ではMFAにおいて非一様相が現れないような、高温低密度領域での一様-回復間の

２次相転移について議論する。章の始めに述べたように、繰り込み群を用いた議論から、こ

の相転移は揺らぎの効果を加味しても２次相転移として残ることが知られている [110,111]。
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そこで本節では Γ̄(2)の挙動について調べ、Γ̄(2) = 0となる点を揺らぎの効果を考慮した２次

相転移点とする。

前節では非一様相への相転移を念頭に議論を進めていた。そこで、数値計算結果を見る前

に、これまでの議論を一様-回復相転移を考察できる形に少し変更する。具体的に変更する箇

所は、ξに関する伝播関数の表式および λの表式である。

一般に、伝播関数は (6.1.8)式のように書けていたことに注意。非一様構造が存在する場合

(qc ̸= 0)、O(|q|2 − q2c )の係数は qcを決定する (3.3.8)式により消えていた；γ̄ = 0。非一様

構造が存在しない場合 (qc = 0)、γ̄ = 0である必要はなく、一般には γ̄ ̸= 0となる。従って、

G−1
ps (ωn,q)の表式は

G−1
ps (ωn,q) ∼ τ + γ̄|q|2 + a1|ωn|+ a2ω

2
n.

で与えられる。後は前節の計算と同様、図 6.3で与えられる SD方程式を計算すると、揺らぎ

の効果を考慮した２点関数 (Γ̄(2) = τR)の表式として

τ =τR − λ

4π2

[
1

8
√
a2γ̄

∫ ∞

1/Λ2

dx

x2
e−τRx/γ̄ +

√
a2

γ̄3/2

∫ ∞

0

dp
p2√

τR/a2 + p2
1

eβ
√

τR/a2+p2 + 1

]
, (6.2.1)

を得る。ここで真空部分に対して PTRを用いて正則化した。(6.2.1)式は、非一様構造の場

合の τRを決定する方程式と定性的に異なる点があることに注意。Sec. 6.1.3における Γ̄(2)の

決定でも触れたように、非一様構造が存在する場合 τRは正定値である。一方、(6.2.1)式の右

辺各項は τR → 0の極限で全て収束している。従って一様-回復相転移の場合２次相転移は実

際に起こり、それは τ に関する条件式として

τ = −λ
2

[
1

16π2

1√
a2γ̄

+
T 2

12

a22
(a2γ̄)3/2

]
,

で定められていることが分かる。

次に λの表式を求める。基本的に導出方法は Sec. 6.1.4で与えた手法と同じである。ただ

し、一様-回復相転移を考える場合、G−1
ps の最小値が qc = 0で与えられるので、λと β4の関

係式が異なる。具体的に計算すると、求める関係式は場の再定義も考慮に入れて λ = 6g−4
ϕqqβ4

となる。
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図 6.6: 一様-回復相転移の T -µ平面上での相図。青点線はMFAでの相境界を表し、黒実線

は揺らぎの効果を考慮した相境界を表す。

図 6.6に一様-回復相転移の相境界を描いた。上述のように、揺らぎの効果の有無に依らず

相転移の次数は２次である。青線と黒線との比較により、揺らぎの効果は各 T に対して相境

界を µが小さくなる方向に引き下げていることが分かる。
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図 6.7: 固定された µでの τ, τRの変化を T の関数として描いた (左：µ = 0MeV、右：µ =

0.3ΛMeV)。赤実 (緑破)線は τR (τ)の変化を表し、青点線は τR − τ を表している。

相境界の振る舞いは τ, τRの振る舞いを調べることで理解することができる。図 6.7にいく

つかの µに対して、µを固定した際の τ, τRの変化を T の関数として描いた。τ, τRは揺らぎ

の効果の有無の違いはあるが、共に熱力学関数の２点関数に対応していることに注意。従っ

て、２次相転移は τ = 0(MFA)、τR = 0(揺らぎの効果有り)で定められる。これらの点を Tc、

TMF
c とそれぞれ描いた。いずれの図についても T の減少と共に τ, τRは共に単調に減少して

いることが分かる。また、いずれの図についても揺らぎの効果によって τRの値は増加してい

ることに注意する。従って、τR = 0が実現するのはMFAでの相転移点 (τ = 0)よりも低温

領域である。この傾向は任意の µに対して同様に言えるので、図 6.6のようなQCD相図を
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得る。

最後に図 6.7の青線について議論する。青線は τR − τ を T の関数として描いたものである

が、この量は揺らぎの有無による２点関数の値の差を表しているので、この大きさは各 µに

おける揺らぎの効果の大きさを表していると解釈できる。図 6.7の両図を見ると、τR − τ の

値は T の増加と共に単調に減少していることが分かる。一般に T の増加は熱揺らぎの増加を

示唆するので、この結果は一見直感と反しているように思われる。しかしながら、本研究で

は τ, λといったパラメータが T の関数となっているので、実は無矛盾であることが分かる。

つまり、τRは τ, λといったパラメータによって決定されているので、これらが揺らぎを小さ

くする方向に作用した結果、総合的に見て揺らぎの効果が T の上昇と共に小さくなっている

と考えられる。

6.2.2 非一様-回復相転移について

一様構造に対する揺らぎの効果が分かったので、本小節では非一様構造に対する揺らぎの

効果について議論する。本研究では、量子揺らぎと熱揺らぎの両者を同時に取り扱っている

ことに注意。これらを同時に考えるとそれぞれの効果が見えにくくなってしまうように思わ

れる。従って、本小節ではまず始めに T → 0の極限を考え、次に有限の T での相構造を調

べる。

本小節で得られる結果を簡単に述べると以下の通りである。まず T → 0の極限について。

熱揺らぎは T → 0で消えるので、従って量子揺らぎが支配的である。このとき量子揺らぎに

よって相転移の次数が変化すること、また相境界の位置も変化することを見る。

次に有限の T での議論について。一般に T の上昇に伴い熱揺らぎの効果は大きくなるの

で、従ってある温度領域からは熱揺らぎが支配的になると考えられる。この場合に関しても

T → 0の極限と同様、揺らぎの効果によって相転移の次数は変化し、また相境界の位置も変

化することを見る。

A T → 0の極限について

まずは T → 0の極限を考える。このとき Γ̄(2)および Γ̄(4)の表式は簡略化されることに注

意。Γ̄(2)の表式について、(6.1.20)式において温度依存する項は無視できるので

τ ∼ τR +
λ

32π2

∫ ∞

1/Λ2

dx

x2
e−τRx

+
λ

a2

1

4π3

∫ ∞

0

dp

∫ ∞

1/Λ2

dx

x

p2

ρ

(
e−(σ−ρ)2x2 − e−(σ+ρ)2x2

)
. (6.2.2)
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を得る。同様に Γ̄(4)について、この表式はΠ2によって定められているが、(6.2.2)式より

Π2 ∼
1

16π

qc√
γ

1

πa1

1
√
τR
. (6.2.3)

となる。(6.2.3)式は仮に Γ̄(2)に対する揺らぎを考慮しなくとも定義されることに注意。その

場合は (6.2.3)式において τR → τ と置き換えれば良い。以下ではこれらの表式を念頭に置い

て議論を進める。
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図 6.8: T ∼ 0, µ = 0.5566Λにおける τ, τRの関係式。

まず始めに図 6.8に (6.2.2)式から得られる τ と τRの関係を T, µ固定の下で示した。Sec.

6.1.3でも述べたように、τRは任意の τ に対して正定値であることに注意。実際、図 6.8では

τR → 0の極限で τ → −∞となっていることが分かる。
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図 6.9: T ∼ 0の下で τ, τRを µの関数として描いた。赤実 (緑点)線は τR (τ)を表している。

次に T ∼ 0での τ, τRの値の推移を µの関数として図 6.9に描いた。まず τ について、µの

減少と共にこの値は単調に減少し、最終的に τ < 0となる。特に τ = 0となる点はMFAで

の２次相転移点を表している。次に τRについては、一様構造の場合と同様に揺らぎの効果に

よって各 µにおいて値が増加していることが分かる。
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図 6.10: T ∼ 0における Γ̄(4)の値を µの関数として描いた。赤実線、緑点線はそれぞれ図 6.9

における τR, τ の値と対応している。

ここで相転移の次数の変化は Γ̄(4)の符号の変化によって引き起こされていることに注意。

Π2は Γ̄(2)に対する揺らぎを考慮してもしなくても定義できるので、図 6.9の各線に対して Γ̄(4)

を µの関数として与えることができる。

T ∼ 0におけるMFAの場合および揺らぎの効果を考慮した場合の Γ̄(4)の値の変化を、図

6.10にµの関数として描いた。まずMFAの場合 (緑線)について考える。Γ̄(4)の値はµの値が

大きい領域では µの減少と共に単調にゆるやかに減少し、MFAにおける臨界点近傍 (τ ∼ 0)

では急激に減少し符号反転する。１次相転移は Γ̄(4) < 0かつ
(
Γ̄(4)
)2 ∼ Γ̄(2)Γ̄(6)で起こること

を思い出すと、Γ̄(4)が急減少する領域では Γ̄(2) = τ ∼ 0であるので、１次相転移点は τ = 0

となる点で起こると考えてもほぼ誤差は与えない。以下ではMFAでの１次相転移点の温度

および化学ポテンシャルを、それぞれ TMF
c および µMF

c と表す。従って、熱力学関数の２点頂

点関数への揺らぎを考慮しない場合、相転移の次数は２次から１次へと変化するが、その相

境界の位置はほとんど変化しないことが分かった。

次に揺らぎの効果を考慮した場合 (赤線)について考える。Γ̄(4)の定性的な振る舞いはMFA

は同様である。即ち、相転移点付近で Γ̄(4)は急激に減少し、符号を変える。従って、相転移

の次数は２次から１次へと変化し、Γ̄(4) = 0となる点がほぼ誤差なく臨界点を与えている。

以下では揺らぎを考慮した１次相転移点の温度および化学ポテンシャルを、それぞれ Tcおよ

び µcと表す。一方で、定量的な振る舞いについてはMFAと大きく異なっていることに注意

する。図 6.9の赤線を見れば分かるように、量子揺らぎの効果によって τRの値は τ と比べて

増加している。これに伴い、Γ̄(4)の値はMFAの場合と比べて大きくなる。結果、１次相転移

点は非一様相を減少させる方向に移動することが分かった。
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B 有限の T について

量子揺らぎの効果による相転移の次数および位置の変化は分かったので、以下では有限の

T で考える。以下では２ (４)点頂点関数に対する量子揺らぎとは (6.1.20)式 ((6.1.22)式)に

おける第２項および第３項 (括弧内の第１項)を意味する。同様に、２ (４)点頂点関数に対

する熱揺らぎとは (6.1.20)式 ((6.1.22)式)における第４項および第５項 (括弧内の第２項)を

意味する。qc, τ, λ, γ, a1, a2といったパラメータは全て T, µ依存性を持っていることに注意。

従って、例え「量子揺らぎ」であっても T, µの値によってその寄与の大きさは変化する。本

研究では、T → 0の極限で残る項を広義の意味で量子揺らぎと呼ぶ。
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図 6.11: 量子および熱揺らぎの効果を考慮したQCD相図。赤実線の終点がLPを表している。

LPより高温領域の青点線および黒実線は図 6.6と同様。LPより低温領域の青点線はMFAで

の終境界線を表し、赤実線は揺らぎの効果を考慮した終境界線を表す。

まず始めに量子および熱揺らぎの効果を考慮したQCD相図を図 6.11に描いた。一様-回復

相転移の場合と同様、揺らぎの効果によって相境界は非一様相を減少させる方向へ動く。ま

た、T → 0の場合と同様、任意の T において Γ̄(4)の符号は相境界上で反転する。従って、終

境界線の相転移の次数は任意の T において１次である。

79



 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.42  0.44  0.46  0.48  0.5  0.52  0.54  0.56  0.58  0.6

Te
m

pe
ra

tu
re

Chemical potential

図 6.12: 揺らぎの効果を考慮した終境界線。Γ(2),Γ(4)に対する揺らぎの効果の有無に関して

４種類描いた。

次に非一様-回復相転移に対する各頂点関数に対する揺らぎの効果を議論する為、図 6.12に

Γ(2),Γ(4)に対する揺らぎの効果の有無に関して相境界を４種類描いた。

まず始めに、Γ(4)に対する量子揺らぎの役割について述べておく。T → 0の場合における

Γ(4)に対する量子揺らぎは、相転移の次数を変化させるだけでその位置に関しては影響を与

えなかったことを思い出す。実はこの傾向は有限の T についても継承されている。即ち、Γ(4)

への量子揺らぎの有無で相境界の位置は変化しない。この事実を念頭に置いて、図 6.12では

青線を除いて全て Γ(4)に対する量子揺らぎを取り入れた結果を描いている。これは専ら相転

移線をいたずらに増やすことで、議論が煩雑になってしまうことを避ける為である。尚、赤・

緑・紫線は全て１次相転移線であるが、これらは Γ(4)に対する量子揺らぎの有無によって相

転移の次数は変化しない。つまり Γ(4)に対する熱揺らぎは、相転移の次数を変化させる役割

を持っている。以下では図 6.12の各線について議論する。

図 6.12の青 (破)線にMFAの結果を描いた。この線は相関関数を用いた議論からも分かる

ように、２次相転移線である。図 6.12の紫 (点)線は Γ(4)に量子および熱揺らぎを考慮した

結果である。青線と紫線を比較すると、Γ(4)に対する熱揺らぎは非一様相を拡大させる役割

を持つが分かる。図 6.12の緑線は Γ(2)に対して熱揺らぎを考慮し、Γ(4)に量子および熱揺ら

ぎを考慮した結果である。紫線と緑 (１点鎖)線を比較すると、Γ(2)に対する熱揺らぎは非一

様相を減少させる役割を持つことが分かる。最後に図 6.12の赤 (実)線について、これはΓ(2)

および Γ(4)に量子および熱揺らぎを考慮した結果である。赤線と緑線を比較すると、Γ(2)に

対する量子揺らぎは非一様相を減少させる役割を持つことが分かる。

Γ(2)に対する揺らぎは量子または熱に関わらず非一様相を減少させる方向に働くことが分

かったが、紫・緑・赤線を比較することで、これらの寄与の大きさを温度領域で比較できる。

まず低温領域について、紫・緑線の比較から熱揺らぎはほぼ効かないことが分かる。一方量子

揺らぎに関しては、緑・赤線の比較から非一様相を減少させる方向に働いている。従って、低
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温領域では量子揺らぎの効果が支配的であると言える。この関係は、温度の上昇と共に逆転す

ることに注意する。このことを見るために、Γ(2)に対する量子または熱揺らぎが相境界の決定

に与える影響を、各T ごとに比較する。以下では紫・緑・赤線上のµの値をT の関数としてそ

れぞれ µP (T ), µG(T ), µR(T )とする。このとき µP (T )− µG(T )は、Γ(2)に対する熱揺らぎが、

非一様相を減少させた大きさと解釈することができる。同様に考えると、µG(T )−µR(T )は、

Γ(2)に対す量子揺らぎが、非一様相を減少させた大きさと解釈できる。これらを比較すると、

Tが上昇するにつれ、µG(T )−µR(T ) ≫ µP (T )−µG(T )からµG(T )−µR(T ) ≪ µP (T )−µG(T )

へと変化していることが分かる。即ち、低温領域では量子揺らぎが支配的であるが、高温領

域では熱揺らぎが支配的である。特に T ∼ 0.04Λでは µG(T )− µR(T ) ∼ 0となり、量子揺ら

ぎの効果がほぼ消滅している。
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図 6.13: 固定された µでの τ, τRの変化を T の関数として描いた (左図：µ = 0.5ΛMeV、右

図：µ = 0.54ΛMeV)。赤実 (緑破)線は τR (τ)の変化を表し、青点線は τR − τ を表している。

量子または熱揺らぎの各頂点関数に対して果たす役割については明らかになったので、以

下では図 6.12の青線 (MFA)および赤線 (全ての揺らぎの効果有り)を比較し、揺らぎの効果

の温度変化について議論する。

上の議論と同様に考え、MFAでの相境界上の化学ポテンシャルの値をµB(T )としてµR(T )

と µB(T )の値を比較する。µB(T )− µR(T )は揺らぎの大きさを表す目安と解釈することがで

きるが、この値は T の上昇と共に単調に減少している。従って、揺らぎの効果は T の上昇と

共に単調に減少していると考えられる。素朴に考えると熱揺らぎは T の上昇と共に増加する

ので、この結果は直感に反しているように思われる。この結果を考察する為に、図 6.13を用

いて議論する。図 6.13に、いくつかの固定された µに対して、τ, τRの値の変化を T の関数と

して描いた。赤線 (τR)が揺らぎの効果によって緑線 (τ)と比べて増加すること、特に正定値

性は (6.1.20)式からの帰結であった。青線 (τR − τ)の挙動に注目する。この振る舞いは一様

構造における振る舞い (図 6.7の青線)と定性的には同じであり、いずれの図に関しても T の

上昇と共に単調に減少している。一様構造の場合にも述べたように、この挙動の原因はパラ
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メータの T 依存性にある。即ち、τRは τ, λ, γ, a1, a2といった温度依存するパラメータによっ

て決定されているので、これらの値の変化によって相境界の位置も変化していく。青線の単

調性を考慮すると、これらのパラメータは総合的に見て T の上昇と共に揺らぎの効果を減少

させる方向に働いていると解釈できる。この傾向は任意の µに対して同様であるので、従っ

て揺らぎの効果は温度の上昇と共に単調に減少すると結論付けられる。

以上は数値計算に基づいた考察であったが、LP近傍に限定すれば、揺らぎの効果の上記

の振る舞いの原因は以下のように理解できる。今回の計算では、⟨ξξξξ⟩ξといった高次のキュ
ムラントを落としているので、LPの位置はMFAの場合と比べて変化しないことに注意。即

ち、LPでは λ = 0であるので、揺らぎの効果が消えてしまいMFAの結果と一致する。従っ

て、LPの近傍では、揺らぎの効果は単調に減少する。
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図 6.14: 近似の妥当性を考察する為の図。赤線は相境界上での (6.2.4)式の右辺の値を T の関

数で表した。黒線は 16π/3を表す。

本小章の最後に、τRの導出の際に課した近似の妥当性について言及する。τRは SD方程式

を解くことで求められていたが、このとき考えられているダイアグラムは図 6.3のみであっ

たことに注意。即ち、本研究では例えば図 6.4で与えられるような、高次のループからの寄

与を無視している。一般に高次のループからの寄与は温度の上昇と共に無視できなくなるが、

本研究では伝播関数に現れるパラメータにもT 依存性があるので、その挙動は非自明である。

以下では図 6.3と図 6.4の寄与を比較し、どの程度の温度領域まで本研究で用いた近似が妥

当であるか検証する。

非一様相が出現するのは温度領域であるので、図 6.3と図 6.4の主要な寄与は松原和の最

低次によって与えられている。従って (6.1.20)式より、図 6.3の主要な寄与は λTqc/16π
√
γτR

で与えられる。一方、図 6.4の主要な寄与は

λ2T 2

∫
d3p1 d

3p2
(2π)6

1

τ + γ(|p1|2 − q2c )
2

1

τ + γ(|p2|2 − q2c )
2

1

τ + γ((p1 − p2)2 − q2c )
2
∼ 3

256π2

λ2T 2

γ2q2cτR
.
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で与えられる。これらを比較すると、本研究の近似が妥当であるのは

λTqc
16π

√
γτR

≫ 3

256π2

λ2T 2

γ2q2cτR
⇔ 16π

3
≫ λT

γ3/2q3c
√
τR
. (6.2.4)

を満たす温度領域に限られることが分かる。

図6.14の赤線に、相境界上での (6.2.4)式の右辺の値をTの関数として描いた。黒線は16π/3

を表すので、近似が妥当であるのは (黒線の値)≫(赤線の値)となるような温度領域である。

赤線は T の上昇と共に単調に上昇するので、従って温度の上昇に伴い図 6.4からの寄与が無

視できなくなっていく。最終的には T ∼ 0.09Λ程度で図 6.3の寄与と図 6.4の寄与が同程度

となり、これは我々の取扱いが破綻することを示している。
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第7章 まとめと展望

本論文では、カイラル非一様相の性質を、これまでの簡単化された初期的研究から発展さ

せることで明らかにした。以下で各章のまとめを述べ、最後に展望について述べる。

まず第 4章では、外部磁場が存在する系に対するカイラル非一様相の性質について議論し

た。クォークのエネルギースペクトルが正負に非対称な場合、正負のエネルギー固有値の個

数差によって、Atiyah-Patodi-Singerの η不変量と呼ばれるトポロジカルな項が、クォーク

数密度の表式に現れる。このような項によって、熱力学関数にはアノマリーに起因した負の

量が加味される。η不変量は外部磁場と∇θに比例していることに注意。従って、η不変量は
熱力学関数にO(−qB)の寄与を与え、結果B ̸= 0では位相方向に空間変調した非一様構造が

(振幅そのものが消えない限り)出現することが分かった。

本章ではさらに、具体的な非一様構造を用いて相構造の詳細を議論した。非一様構造の関

数形として、典型的な非一様構造であるRKCおよびDCDWを包含するHCCを提案し、こ

れに関してQCD相図を求めた。結果、アノマリーの効果によってB ̸= 0では常に位相方向

の波数が有限となる非一様構造が出現することを示した。

次に第 5章では current quark mass (mc)が非一様相に与える影響について議論した。カイ

ラル極限では chiral circle上の任意の点は全て等価な基底状態を与えていたが、mcの存在に

よって単一の基底状態を持つようになる。この効果は chiral circle上に等価に巻き付くような

非一様構造であったDCDWを、定性的に変化させる。即ち、有限質量効果によってDCDW

は特定の基底状態のまわりに偏在した構造へと変化する。DCDWタイプの構造に対してBdG

方程式の厳密解を求めることは非常に困難であるため、本研究では非一様構造の位相方向に

変分関数として θ(z)を与え、近似的に解を求めその熱力学的性質を調べた。

結果として、有限のmcに対してもDCDW相が存在することを示した。DCDW相内部に

関して、高温領域では非一様構造の波数が小さくなる為、LPに近づくにつれてより chiral

circle上の１点に偏在した非一様構造が出現することが分かった。また相境界に関して、始境

界線はカイラル極限と同じく１次相転移として与えられ、終境界線はカイラル極限とは異な

り１次相転移として特徴づけられる。特に終境界線近傍の回復相ではDCDW相は熱力学関

数の極小として存在し、この領域では非一様構造は急激に偏在化されることを示した。この

ことは、終境界線付近では高次のmcの寄与などによって、出現する非一様構造の関数形が

大きく変化し得ることを示唆している。
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最後に第 6章では量子-熱揺らぎが非一様相に与える影響について議論した。これまで物性

系やパイオン凝縮の研究において、非一様-一様相境界が２次相転移である場合、揺らぎの効

果によって相転移の次数が１次へ変化することが示唆されてきた。相転移の次数が変化すれ

ば、これに伴い例えば非一様相に特徴的な物理的応答も変化する。従って、非一様カイラル

相転移の描像を正しく理解する為には、揺らぎの効果を考慮することは重要である。先行研

究ではこれまで量子または熱揺らぎをそれぞれ独立に考察していたが、本研究ではカイラル

非一様相転移において、これら両者を同時に取扱い議論した。具体的には、典型的な非一様

構造に対して終境界線は２次相転移線であることが知られているので、本研究では回復相で

のMFAでの熱力学関数からスタートし、適切に揺らぎの効果を取り入れることで、揺らぎ

の効果を加味した熱力学関数の表式を秩序変数 (Φ)のベキとして導出した。特に本研究では

熱力学関数のベキの係数 (Γ̄(i))の挙動を調べることで、相転移の次数およびその位置の定量

的変化を議論した。

結果、Γ̄(4)は量子または熱揺らぎのいずれも相転移の次数を変化させること、特に熱揺ら

ぎは非一様相の領域を拡大させる効果を持つことを示した。また、Γ̄(2)への揺らぎは量子ま

たは熱揺らぎのいずれも非一様相の領域を減少させる効果を持つことを示した。これらの結

果を合わせると、揺らぎの効果によって終境界線は１次相転移となり、かつ非一様相の領域

は減少することが分かった。また、低温領域では量子揺らぎが相境界の決定に関して支配的

であること、温度が上昇するにつれて熱揺らぎが支配的になることを示した。

本論文では「カイラル非一様相の発現およびその特徴について、既存の簡単化された枠組

みを本質的に発展させ、カイラル非一様相の理論的理解を深める」ことを念頭に議論を進め

てきた。しかしながら、各研究項目では例えば外部磁場「のみ」を取り入れるといったよう

にあくまで限定的であり、未だ十分な議論がなされたとは言い難い。また、より現象論的研

究を考える上でも、より多角的なカイラル非一様相の理解は必要である。例えばコンパクト

天体内部では荷電中性が保たれていると考えられているが、uクォークと dクォークの電荷

が異なる為、化学ポテンシャルに関して µu ̸= µdである。この効果を取り入れた議論として

は例えば [27]などが挙げられるが、本論文で取り扱った内容も考慮し複合的に考察すること

が必要である。また、本論文で取り扱った議論に限っても、興味深い研究課題が残されてい

る。有限のmcの下で外部磁場の影響を議論した研究としては [115]があるものの、例えば揺

らぎの寄与を含めた複合的考察といった領域は未開拓である。揺らぎの効果の議論に関して

は、カイラル非一様相転移に限らず様々な理論的分野に対して関連する可能性を持つ。本研

究で取り扱った手法は有効作用から出発して、非一様相転移の量子および熱揺らぎに対する

次数の変化を議論するものであった。同様の考察は、例えば FFLOにおける相転移の次数の

変化の議論へと関連付くことが期待される。

さらに、カイラル非一様相の存在を実証する為には、実験・観測によって得られる特徴的
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な応答を説明・予言することが重要である。このことに関し、例えば [116]ではカイラル非

一様相によるクォーク物質が自発磁化を持つことおよび、マグネターの強磁場の起源となる

可能性が示唆されている。本論文からの直接的な展望としては、例えば揺らぎの効果による

１次相転移に起因する物理量の応答などが挙げられる。例えば高分子系において、揺らぎに

よって誘導された１次相転移線上での核生成は、共重合体の特徴的な相転移の応答となるこ

とが言及されている [113,117]。カイラル非一様相の研究においても、同様の概念から知見が

得られることが期待される。
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付 録A Π0
ps(ωn,q)の計算

本項では分極関数Π0
ps(ωn,q)の表式を導出する。導出にあたり、クォークの虚時間におけ

る伝播関数 Sβ(ω,q)からスタートする：

Sβ(ωm,q) =
−1

(iωm + µ)γ0 − γ · q
,

ここで、ωm = (2n+1)πT (m ∈ Z)はフェルミオンの松原振動数である。分極関数はSβ(ωn,q)

を用いて以下のように定義される：

Π0
ps(ωn,q) = T

∑
m

∫
d3p

(2π)3
tr [iγ5τ3Sβ(ωm + ωn,p+ q)iγ5τ3Sβ(ωm,p)] , (A.0.1)

以下では ωm > 0として議論する。負の場合に対しても得られる結論は変わらない。(A.0.1)

式を具体的に計算する為に、実時間における遅延/先進グリーン関数を

SR/A(ω,q) = −
∫ ∞

−∞
dp0

(p′0γ0 − γ⃗ · q)ϵ(p′0)δ(p′
2
0 − q2)

ω − p0 ± iη
,

のように定義する。ここで p′0 = p0 + µであり、ηを実の無限小の量とする。ωm > 0に対し

て、Sβ(ωm,q) = SR(iωm,q)の関係があることに注意。(A.0.1)式に代入すると、Π0
pa(ωm,q)

の表式は

Π0
ps(ωn,q) =

∫
d4p

(2π)4
tanh

βp0
2

tr [SR(p0 + iωn,p+ q)ImSR(p0,p) + SA(p0 − iωn,p− q)ImSR(p0,p)] ,

(A.0.2)
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と書き換えられる。(A.0.2)の右辺第１・２項に関して、それぞれ計算を実行すると∫
d4p

(2π)4
tanh

βp0
2

tr [SR(p0 + iωn,p+ q)ImSR(p0,p)]

= −1

2

NfNc

(2π)2

∫ 1

−1

dx

∫ ∞

0

pdp

[
tanh

β(p− µ)

2

(
1− −ω2

n − |q|2

−ω2
n − |q|2 − 2p|q|x+ 2ipωn

)

− tanh
β(−p− µ)

2

(
1− −ω2

n − |q|2

−ω2
n − q2 − 2p|q|x− 2ipωn

)]
, (A.0.3)∫

d4p

(2π)4
tanh

βp0
2

tr [ImSR(p0,p)SA(p0 − iωn,p− q)]

= −1

2

NfNc

(2π)2

∫ 1

−1

dx

∫ ∞

0

pdp

[
tanh

β(p− µ)

2

(
1− −ω2

n − q2

−ω2
n − |q|2 + 2p|q|x+ 2ipωn

)

− tanh
β(−p− µ)

2

(
1− −ω2

n − |q|2

−ω2
n − |q|2 + 2p|q|x− 2ipωn

)]
. (A.0.4)

となる。(A.0.3)式と (A.0.4)式をまとめ真空部分についてPTRを行うと、Π0,vac
ps (ωn,q)およ

びΠ0,med
ps (ωn,q)の表式を得る。
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付 録B T → 0でのΠ
0,med
ps の表式

本項では T → 0でのΠ0,med
ps の表式を導出する。(A.0.2)式において iωn → q0と解析接続す

ると

Π0
ps(q0,q) = −

∫
d4p

(2π)4
tanh

βp0
2

tr [SR(p0 + q0,p+ q)ImSR(p0,p) + SA(p0 − q0,p− q)ImSR(p0,p)] ,

(B.0.1)

となる。以下では (B.0.1)式の各項について、有限の T, µからの寄与を計算する。第１項に

ついて、有限の T, µからの寄与を取り出すと

−
∫

d4p

(4π)4
tanh

βp0
2

tr [SR(p0 + q0,p+ q)ImSR(p0,p)]

→ −NfNc

(2π)2

∫ 1

−1

dx

∫ ∞

0

pdp

[
1

eβ(p−µ) + 1

(
1− q20 − |q|2 + iϵ(p+ q0)η

q20 − |q|2 + 2pq0 − 2p|q|x+ iϵ(p+ q0)η

)
− 1

eβ(p−µ) + 1

(
1− q20 − |q|2 + iϵ(−p+ q0)η

q20 − |q|2 − 2pq0 − 2p|q|x+ iϵ(−p+ q0)η

)]
(B.0.2)

を得る。(B.0.2)式について、T → 0の下で実部は

NfNc

(2π)2

[
−µ2 +

|q|2 − q20
2|q|

∫ µ

0

dp log

∣∣∣∣q20 − |q|2 + 2pq0 − 2p|q|
q20 − |q|2 + 2pq0 + 2p|q|

∣∣∣∣] , (B.0.3)

虚部は

i
NfNc

8π

|q|2 − q20
|q|

(
µ− |q| − q0

2

)
θ (|q| − q0) θ

(
µ− |q| − q0

2

)
, (B.0.4)

でそれぞれ与えられる。同様に第２項について、有限の T, µからの寄与を取り出すと

−
∫

d4p

(4π)4
tanh

βp0
2

tr [ImSR(p0,p)SA(p0 − q0,p− q)]

→ −NfNc

(2π)2

∫ 1

−1

dx

∫ ∞

0

pdp

[
1

eβ(p−µ) + 1

(
1− q20 − |q|2 − iϵ(p− q0)η

q20 − |q|2 − 2pq0 + 2p|q|x− iϵ(p− q0)η

)
− 1

eβ(p−µ) + 1

(
1− q20 − |q|2 − iϵ(−p− q0)η

q20 − |q|2 + 2pq0 + 2p|q|x+ iϵ(−p+ q0)η

)]
(B.0.5)

を得る。(B.0.5)式について、T → 0の下で実部は

NfNc

(2π)2

[
−µ2 +

|q|2 − q20
2|q|

∫ µ

0

dp log

∣∣∣∣q20 − |q|2 − 2pq0 − 2p|q|
q20 − |q|2 − 2pq0 + 2p|q|

∣∣∣∣] , (B.0.6)
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虚部は

−iNfNc

8π

|q|2 − q20
|q|

(
µ− |q|+ q0

2

)
θ (|q| − q0) θ

(
µ− |q|+ q0

2

)
, (B.0.7)

でそれぞれ与えられる。

(B.0.3)式および (B.0.6)式より、具体的に q0に関して展開すると、Π0,med
ps の実部は q0に関

して偶数のベキのみで構成されることが分かる。(B.0.4)式および (B.0.7)式からΠ0,med
ps の虚

部を求める。一般に |q| < 2µが 1 + 3次元の非一様相では成立し、かつ伝播関数のループ積

分において重要な寄与を果たすのは q0 ∼ 0である。以下ではこの領域にのみ限って議論をす

ると、虚部の関数形は以下の通り：

i
NfNc

8π

|q|2 − q20
|q|

q0. (B.0.8)

(B.0.8)式より虚部は q0の奇数次のベキのみで構成されている。
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付 録C (6.1.19)式における松原振動数

の和

本項では (6.1.19)式における松原振動数の和の具体的な計算を示す。具体的には

T

∞∑
n=1

1

η + a1ωn + a2ω2
n

,

の計算を実行する。ここで η ≡ τR+ γ (|p|2 − q2c )
2である。以下では κ±を η+ a1x+ a2x

2 = 0

の解とする。また、a1, ηは常に正、a2は常に負とする。この仮定の妥当性は数値的に保証さ

れる。

図 C.1: 松原和を実行する際の積分経路。

松原和を実行すると和は z積分に置き換えられるが、図 C.1のような積分路を考えれば、

次の式を得る：

T
∞∑
n=1

1

η + a1ωn + a2ω2
n

=

∫ −i∞+πT

i∞+πT

dz

2π

1

eiz/T + 1

1

η + a1z + a2z
.

κ+は正の値であるので、図C.1は κ+が極に含まれる場合がある。具体的には κ+ > πT の場

合に対して、この項からの寄与も考慮しなくてはならない：

T
∞∑
n=1

1

η + a1ωn + a2ω2
n

= − 2

a2

∫ ∞

0

dz

2π
tanh

z

2T

σz[
z2 + (σ + ρ)2

] [
z2 + (σ − ρ)2

]
− iResz→κ+

1

a2(z − κ+)(z − κ−)

1

eiz/T − 1

= − 2

a2

∫ ∞

0

dz

2π
tanh

z

2T

σz[
z2 + (σ + ρ)2

] [
z2 + (σ − ρ)2

]
+

1

2
√
a21 − 4a2η

cot
κ+
2T

. (C.0.1)
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ここで σ, ρは

σ = − a1
2a2

− πT,

ρ =

√
a21 − 4a2η

2a2
,

(C.0.1)式の右辺第２項が κ+からの寄与である。η, κ+は運動量の関数となっていることに注

意すると、この項は激しく振動し特に低温領域では各周期でキャンセルする、従って、(C.0.1)

式の運動量積分の結果、右辺第２項は無視できる。真空部分を PTRすることで、最終的に

(6.1.20)式を得る。
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