
ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ໘ͱ K3ۂ໘

େ಺ؾݩ

ຊߘͰ͸ ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ໘ͱ K3ۂ໘ͷؔ܎ʹ͍ͭͯ঺հ͠ɺߨʹޙ࠷ԋͰ࿩ͨ͠ओఆཧʹ͍ͭͯड़΂Δ.

1 ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ໘ͱ K3ۂ໘

ҎԼɺૅجମ͸ෳૉ਺ମ Cͱ͠ ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ໘΍ K3ۂ໘͸ৗʹ׈Β͔ͰࣹӨతͱ͢Δ. ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ

໘͸ɺ༗ཧੑ໰୊ɺෳૉγϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମͷߏ੒ɺK3ۂ໘ͱͷؔ܎ͳͲͱ͍͏؍఺͔Β͞ڀݚΕͯ

͖ͨ. 1ষͰ͸͜ΕΒʹ͍ͭͯ؆୯ʹ·ͱΊΔ.

1.1 ϗοδཧ࿦

ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ໘ͱ K3ۂ໘ͷؔ܎ʹ͍ͭͯϗοδཧ࿦ͷ؍఺͔Βड़΂Δ. [Has00]ͷ݁ՌΛ঺հ͢Δ. X

Λ ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ໘ɺS Λ K3ۂ໘ͱ͢Δ. X ͷ 4࣍ͷίϗϞϩδʔͷϗοδ෼ղΛ͑ߟΔͱ

0 1 21 1 0

ͱͳΔ ·ͨɺS ͷ 2࣍ͷίϗϞϩδʔͷϗοδ෼ղ͸ྑ͘஌ΒΕ͍ͯΔΑ͏ʹ

1 20 1ɹ

Ͱ͋Δ. ͜͜Ͱަ఺਺ʹؔ͢Δූ߸Λ͑ߟΔͱͦΕͧΕ (21, 2), (3, 19) Ͱ͋Δ͜ͱʹ஫ҙ͢Δ. Hassett ͸ɺ

[Has00]ʹ͓͍ͯH4(X,Z)ͱH2(S,Z)(−1)ͷූ߸ (19, 2)ͷ෦෼֨ࢠʹ஫໨͠ ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ໘ͱ K3ۂ໘

ͷؔ܎ʹ͍ͭͯௐ΂ͨ.

Definition 1.1. ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ໘X ͕ specialͰ͋Δͱ͸ɺrkH2,2(X,Z)͕ 2Ҏ্Ͱ͋Δ͜ͱΛ͍͏. ͜ͷ

ͱ͖H2,2,(X,Z)͸ϥϯΫ 2ͷ࢝ݪత෦෼֨ࢠK ͰH2 ∈ K ͱͳΔ΋ͷ͕ଘ͢ࡏΔ. ͜͜ͰH = c1(OX(1))

Ͱ͋Δ. K ͷ H4(X,Z)தͰͷ௚ަิۭؒK⊥ ͸ූ߸ (19, 2)ͷ෦෼֨ࢠΛ༩͑Δ. d = detK ͱͳΔK ͕ଘ

Δͱ͖͢ࡏ X ͸൑ผࣜ dͰ͋Δͱ͍͏.

K3ۂ໘ S ʹ͍ͭͯ͸ͦͷ্ͷภۃ hʹ͍ͭͯͦͷࢠݪίϗϞϩδʔ H2(S,Z)prim(−1) = h⊥ Λ͑ߟΔͱ

ූ߸ (19, 2)ͷ෦෼͕֨ࢠಘΒΕΔ. Hassett͸࣍Λࣔͨ͠.

Theorem 1.2. ([Has00]) C Λ ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ໘ͷϞδϡϥΠۭؒͱ͠ɺd ∈ Z≥0 ʹର͠ Cd Λ specialͰ൑

ผ͕ࣜ dͰ͋ΔΑ͏ͳ ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ໘શମͷͳ͢෦෼ू߹ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖͕࣍੒Γཱͭ.

• d > 6͔ͭ d ≡ 0, 2(mod6)Ͱ͋Δ͜ͱͱ Cd ̸= φͰ͋Δ͜ͱ͸ಉ஋Ͱ͋Δ. ·ͨɺ Cd ̸= φͷͱ͖ Cd
͸༨࣍ݩ 1ͷط໿ͳดू߹Ͱ͋Δ.

• d͕ 4ͱ 9ͱ pͰׂΓ੾Εͳ͍͜ͱ͸࣍ͱಉ஋Ͱ͋Δ: ೚ҙͷ X ∈ Cd ʹର͠ H2,2(X,Z)ͷϥϯΫ 2
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ͷ࢝ݪ෦෼֨ࢠ K ͱ͋Δ࣍਺ dͷมۃ K3ۂ໘ (S, h)͕ଘͯ͠ࡏ K⊥ ͱ H2(S,Z)prim(−1)͕ϗοδ

ಉܕɺH2 ∈ K, detK = dͱͳΔ. ͜͜Ͱ p͸೚ҙͷحૉ਺Ͱ p ≡ 2(mod3)ͱͳΔ΋ͷͰ͋Δ.

dʹؔ͢ΔҰͭ໨ͷ৚݅Λ (*)ɺೋͭ໨ͷ৚݅Λ (**)ͱݺͿ.

1.2 ಋདྷݍ

࣍ʹ ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ໘ͱ K3ۂ໘ͷؔ܎ʹ͍ͭͯಋདྷݍͷ؍఺͔Βड़΂Δ. [Kuz10]΍ [AT]ͷ݁ՌΛ঺հ

͢Δ. X Λ 4 ݩ࣍ 3 ࣍௒ۂ໘ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖ X ্ͷ࿈઀૚ͷಋདྷݍ Db(X) ͸࣍ͷΑ͏ͳ൒௚ަ෼ղΛ

΋ͭ.
Db(X) = ⟨AX ,OX ,OX(1),OX(2)⟩.

Kuznetsov[Kuz10]͸ɺ࣍Λࣔͨ͠.

Theorem 1.3. ([Kuz10]) AX ͸ ݩ2࣍ Calabi-YauݍͰ͋Δ. ͭ·Γɺ2ճγϑτؔख [2]͸ AX ͷ Serre

ؔखΛ༩͑Δ.

͞Βʹ࣍ͷ༧૝Λఏএͨ͠. ͜ͷ༧૝ͷಈػ͸ [Kuz15]Ͱৄ͘͠આ໌͞Ε͍ͯΔ.

Conjecture 1.4. ([Kuz10]) X ͕༗ཧతͰ͋Δ͜ͱͱ AX ͕ K3 ͱಉ஋ʹͳΔ͜ͱ͸ಉ஋Ͱݍ໘ͷಋདྷۂ

͋Δ.

Addingtonͱ Thomas͸ [AT]Ͱ Hassettͷ৚݅ͱ Kuznetsovͷ৚͕݅ຊ࣭తʹ౳ՁͰ͋Δ͜ͱΛࣔͨ͠.

Theorem 1.5. ([AT]) ͕࣍੒Γཱͭ.

• AX ͕ K3ۂ໘ͷಋདྷݍͱಉ஋ͳΒ͹ɺ͋Δ (∗)ͱ (∗∗)Λຬͨ͢ d͕ଘͯ͠ࡏ X ∈ Cd ͱͳΔ.

• d ͕ (∗) ͱ (∗∗) Λຬ͍ͨͯ͠Δͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖ Cd ͷ͋Δ Zarisiki ։ू߹ Ud ͕ଘͯ͠ࡏ೚ҙͷ

X ∈ Ud ʹ͍ͭͯ AX ͕ K3ۂ໘ͷಋདྷݍͱಉ஋ʹͳΔ.

্ͷ Ud ͱͯ͠ Cd ΛऔΕΔͱظ଴͞Ε͍ͯΔ͕ɺٕज़తͳࠔ೉͕͋ΔͨΊ্ͷΑ͏ͳओுʹͳ͍ͬͯΔ.

1.3 ෳૉγϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମ

ෳૉγϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମͱ͸ɺ୯࿈݁Ͱ׈Β͔ͳࣹӨత୅਺ଟ༷ମM Ͱ H2,0(M) = Cω ͱͳΔ΋
ͷΛ͍͏. ͜͜Ͱ ω ͸֤఺ͰඇୀԽͳਖ਼ଇ .Ͱ͋Δࣜܗ2 ω ͸M ্ͷෳૉγϯϓϨΫςΟοΫࣜܗͱݺ͹Ε

Δ. ྫ͑͹ K3ۂ໘͸ෳૉγϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମͰ͋Δ. K3ۂ໘΍ ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ໘͔ΒෳૉγϯϓϨ

ΫςΟοΫଟ༷ମͷྫΛߏ੒Ͱ͖Δ.

Example 1.6. S Λ K3ۂ໘ͱ͢Δ. Hilbn(S)Λ S ্ͷ n఺ͷ HilbertεΩʔϜͱ͢Δͱ Hilbn(S)͸ 2n

.ͷෳૉγϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମʹͳΔݩ࣍ Ұൠʹ͕࣍੒Γཱͭ. v ∈ H∗(S,Z) Λ࢝ݪϕΫτϧͱ͠ɺh

Λ v ʹؔͯ͠Ұൠతͳ๛෋Ҽࢠͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖ S ্ͷ h ʹؔ͢Δ҆ఆ૚ͷϞδϡϥΠۭؒ Mh(S) ͸ෳ

ૉγϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମʹͳΔ. ͜ͷͱ͖ɺM ্ෳૉγϯϓϨΫςΟοΫࣜܗ ω ͸࣍ͷΑ͏ʹ͔͚Δ.

[E] ∈ Mh(v)ʹର͠ɺ

ω[E] : Ext
1(E,E)× Ext1(E,E) → Ext2(E,E) ≃ End(E)∗ ≃ C
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͜͜Ͱ࠷ॳͷࣸ૾͸ถాੵͰ͋Δ.

Example 1.7. X Λ 4 ݩ࣍ 3 ࣍௒ۂ໘ͱ͠ɺF (X) := {l ∈ Gr(2, 6) | l ⊂ X} Λ X ্ͷ௚ઢͷͳ͢ Fano

εΩʔϜͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖ F (X)͸ɺHilb2(K3)ͱมܗಉ஋ͳ ෳૉγϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମͰ͋Δݩ4࣍

[BD]. l ∈ F (X)্ͰෳૉγϯϓϨΫςΟοΫࣜܗ ω ͸

Ext1(pr(Ol(1)), pr(Ol(1)))×Ext1(pr(Ol(1)), pr(Ol(1))) → Ext2(pr(Ol(1)), pr(Ol(1))) ≃ End(pr(Ol(1)))
∗ ≃ C

ͱಉҰࢹͰ͖Δ [KM]. ͜͜Ͱ pr : Db(X) → AX ͸ɺแؚؔख AX → Db(X)ͷࠨਵ൐ؔखͰ͋Δ. ͜ͷ͜

ͱ͔Β F (X)͸ AX ͷର৅ͷϞδϡϥΠۭؒͱಉҰࢹͰ͖Δ͜ͱ͕ظ଴Ͱ͖Δ.

ۙ࠷ LehnΒ [LLSS]͸ ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ໘Λ༻͍ͯ .੒ͨ͠ߏෳૉγϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମͷྫΛݩ8࣍

Example 1.8. X ΛࣹӨฏ໘Λؚ·ͳ͍ 4 ݩ࣍ 3 ࣍௒ۂ໘ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖ɺ͋Δ 8 ෳૉγϯϓϨΫݩ࣍

ςΟοΫଟ༷ମ Z Ͱ X ͕ Z ͷϥάϥϯδϡ෦෼ଟ༷ମͱͳΔΑ͏ͳ΋ͷΛߏ੒Ͱ͖Δ [LLSS]. ͜͜Ͱ Z ͸

X ্ͷͶ͡Ε ઢͷۂ3࣍ HilbertεΩʔϜΛॖ໿ͯ͠ಘΒΕΔ. C Λ X ্ͷͶ͡Ε ઢͱ͢Δͱۂ3࣍ C ͸

P5 ͷதͷ͋Δ P3 ʹؚ·ΕΔ. LehnΒ͸֤ P3 ⊂ P5 ʹର͠ɺ3࣍ۂ໘ X ∩ P3 ্ͷͶ͡Ε ઢΛௐ΂Δۂ3࣍

͜ͱͰ HilbertεΩʔϜͷॖ໿Λߏ੒ͨ͠. X ͕ࣹӨฏ໘ P ΛؚΉͱ͖ɺP ⊂ P3 ͱͳΔΑ͏ͳ P3 ⊂ P5 ʹ

ରͯ͠X ∩ P3 ͸ɺฏ໘ͱ .͏·໘ͷ࿨ʹୀԽͯ͠͠ۂ2࣍ ͜ΕΛආ͚ΔͨΊʹX ʹؔ͢ΔԾఆ͕͚ͭΒΕͯ

͍Δ.

2 ষͰ͸ɺ4 ݩ࣍ 3 ࣍௒ۂ໘ X ͕ࣹӨฏ໘ΛؚΉ৔߹ʹ Example 1.8 ͷྨ͕ࣅ੒Γཱͭ͜ͱΛઆ໌͢Δ.

͜ͷ৔߹ ෳૉγϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମ͸ɺ͋ΔͶ͡Εݩ8࣍ K3ۂ໘্ͷ͋Δ Bridgeland҆ఆੑ৚݅ʹؔ

͢Δ҆ఆର৅ͷϞδϡϥΠۭؒͱͯ͠ߏ੒͞ΕΔ.

2 ࣹӨฏ໘ΛؚΉ ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ໘

·ͣɺࣹӨฏ໘ΛؚΉ 4 ݩ࣍ 3 ࣍௒ۂ໘͔Β K3 .੒͢Δߏ໘Λۂ X ΛࣹӨฏ໘ P ΛؚΉ 4 ݩ࣍ 3 ࣍௒

.໘ͱ͢Δۂ σ : X̃ → X Λ X ͷ P Λத৺ͱ͢ΔϒϩʔΞοϓͱ͠ p : P̃5 → P5 Λ P5 ͷ P Λத৺ͱ͢Δϒ

ϩʔΞοϓͱ͢Δ. P ͔ΒͷઢࣹܗӨ͸ q : P̃5 → P2 Λ༠ಋ͢Δ. ͜Ε͸ɺ O⊕3
P2 ⊕OP2(−h)ͷࣹӨԽͰ͋Δ.

͜͜Ͱ h͸ P2 ͷதͷ௚ઢͰ͋Δ. D Λ σ ͷྫ֎Ҽࢠͱ͢Δͱ D ͸ H − hͱઢܗಉ஋Ͱ͋Δ. j : X̃ ↪→ P̃5,

π := q ◦ j : X̃ → P2 ͱ͓͘. ͜ͷͱ͖ π : X̃ → P2 ͸ ઢۂ6࣍ C ্ʹୀԽϑΝΠόʔΛ΋ͭ ໘ϑΝΠۂ2࣍

ϒϨʔγϣϯͷߏ଄Λ΋ͭ. X ΛҰൠʹͱΓ C .Β͔Ͱ͋ΔͱԾఆ͢Δ׈͕ f : S → P2 Λ C Ͱ෼͢ذΔೋॏ

ඃ෴ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖ S ͸ K3ۂ໘Ͱ͋Δ.

D ! " !!

""

X̃ ! " j !!

σ

""

P̃5

p

""
q

##❅
❅❅

❅❅
❅❅

❅

P ! " !! X ! " !! P5 !! P2 S
f$$

Kuznetsov([Kuz10]) ͸͋Δ Brauer Ϋϥε α ͕ଘͯ͠ࡏ AX ͕ Db(S,α) ͱಉ஋Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔͨ͠. ͜

͜Ͱ Db(S,α)͸ S ্ͷ αʹؔ͢ΔͶ͡Ε࿈઀૚ͷಋདྷݍͰ͋Δ. αͷߏ੒๏ʹ͍ͭͯड़΂Δ.

2 ໘ϑΝΠϒϨʔγϣϯۂ࣍ π ͸ P2 ্ͷ Clifford ୅਺ͷ૚ Cl ΛఆΊΔ. Cl ͷۮ਺࣍෦෼Λ Cl0 ͱ͢

Δ. Coh(Cl0) Λ࿈઀ӈ Cl0 Ճ܈ͷͳ͢Ξʔϕϧݍͱ͠ɺͦͷಋདྷݍΛ Db(Cl0) ͱ͔͘. Kuznetsov ͸ಉ

3

113



஋ Ψ : AX → Db(Cl0) Λ [Kuz10] ʹ͓͍ͯ۩ମతʹߏ੒ͨ͠. ͜ͷͱ͖ S ্ͷ Azumaya ୅਺ͷ૚ B Ͱ
f∗B = Cl0 Λຬͨ͢΋ͷ͕ଘ͠ࡏɺf∗ : Coh(B) → Coh(Cl0)͕ಉ஋ʹͳΔ. B ͕ఆΊΔ S ্ͷ Brauer܈ͷ

Λݩ αͱ͢Δͱɺ͋ΔϥϯΫ 2ͷ αͶ͡ΕϕΫτϧଋ U0 ͕ଘͯ͠ࡏ ⊗U∨
0 : Coh(S,α) → Coh(B)͕ಉ஋ʹ

ͳΔ. ͜͜Ͱ Coh(B)͸࿈઀ӈ B Ճ܈ͷͳ͢ΞʔϕϧݍɺCoh(S,α)͸ S ্ͷ αʹؔ͢ΔͶ͡Ε૚ͷΞʔϕ

ϧݍ [C]Ͱ͋Δ.ɹ

Theorem 2.1. ([Kuz10])

Φ := (f∗ ◦ ⊗U∨
0 )

−1 ◦Ψ : AX → Db(S,α)ͱ͓͘ͱɺΦ͸ಉ஋Ͱ͋Δ.

͜Ε͔Β Example 1.8 ͷྨ͑ߟ͍ͯͭʹࣅΔ. X Λϥάϥϯδϡ෦෼ଟ༷ମͱؚͯ͠ΉෳૉγϯϓϨΫ

ςΟοΫଟ༷ମM Λߏ੒͢Δ. ͍͓ͯʹ੒ߏ X → M ͸ؔख pr: Db(X) → AX ͱ Φ : AX → Db(S,α)͕

ॏཁͰ͋Δ.

Remark 2.2. pr: Db(X) → AX ͸แؚؔखͷࠨਵ൐ͱͯ͠ఆ͕ٛͨ͠ɺҎޙ Φ : AX → Db(S,α)ͱ૬ੑ

ͷྑ͍ผͷ൒௚ަ෼ղ
Db(X) = ⟨OX(−1),AX ,OX ,OX(1)⟩.

ʹؔ͢ΔࣹӨؔखΛ pr: Db(X) → AX ͱ͔͘͜ͱʹ͢Δ.

AX ͸ ݩ2࣍ Calabi-YauݍͳͷͰɺAX ͷର৅ͷϞδϡϥΠۭؒ͸ෳૉγϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମʹͳΔ

ͱظ଴Ͱ͖Δ. ಛʹ x ∈ X ʹରͯ͠ pr(Ox) ∈ AX Λ͑ߟΔͱ X ͔ΒෳૉγϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମ΁ͷࣸ

૾͕Ͱ͖Δͱظ଴Ͱ͖Δ. ͜ͷΞΠσΟΞʹ͖ͮج X → M Λߏ੒͢Δ. ͕࣍੒Γཱͭ.

Proposition 2.3. X Λ ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ໘ͱ͠ɺx ∈ X ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖͕࣍੒Γཱͭ.

• x ̸= y ∈ X ͷͱ͖ɺpr(Ox)ͱ pr(Oy)͸ಉܕͰͳ͍.

• Ext1(Ox,Ox) = C4, Ext1(pr(Ox), pr(Ox)) = C8 Ͱ

Ext2(pr(Ox), pr(Ox)) ≃ Hom(pr(Ox), pr(Ox)) = CͱͳΔ.

• ઢ૾ࣸܗ pr: Ext1(Ox,Ox) → Ext1(pr(Ox), pr(Ox))͸୯ࣹͰ͋Δ.

• ถాੵ
ωx : Ext

1(pr(Ox), pr(Ox))× Ext1(pr(Ox), pr(Ox)) → Ext2(pr(Ox), pr(Ox))

͸ Ext1(Ox,Ox)্Ͱ 0Ͱ͋Δ.

Proposition 2.3ʹΑΓ΋͠ϞδϡϥΠۭؒM ੒Ͱ͖Ε͹ɺXߏ͕ ͔Β ෳૉγϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ݩ8࣍

ମ΁ͷϥάϥϯδϡຒΊࠐΈ͕ఆ·Δ. ͷͱ͜ΖAXࠓ ্ͷର৅ʹؔ͢Δྑ͍ϞδϡϥΠཧ࿦͕ͳ͍͕ɺX ͕

ࣹӨฏ໘ΛؚΉͱ͖ʹ͸ಉ஋ Φ : AX → Db(S,α)Λ༻͍Δ͜ͱͰ [Bri08]΍ [HMS]ʹ͋ΔΑ͏ͳ Bridgeland

҆ఆੑ৚݅ͷཧ࿦΍ [BM1]΍ [BM2]ʹ͋ΔΑ͏ͳ K3ۂ໘্ͷϞδϡϥΠཧ࿦Λ͜͏࢖ͱ͕Ͱ͖Δ.

Theorem 2.4. ([BM1],[BM2]) S Λ K3 ໘ɺαۂ ∈ Br(S) Λ Brauer ྨɺv ∈ H∗(S,Z) Λ࢝ݪϕΫτϧ
σ ∈ Stab(S,α) Λ v ʹؔͯ͠Ұൠతͳ Db(S,α) ্ͷزԿֶత Bridgeland ҆ఆੑ৚݅ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖ɺ

Db(S,α)ͷ σʹؔͯ҆͠ఆͳର৅Ͱ޲ҪϕΫτϧ͕ vͷ΋ͷͷૈϞδϡϥΠۭؒMσ(v)͕ଘ͠ࡏɺෳૉγϯ

ϓϨΫςΟοΫଟ༷ମʹͳΔ. ͜͜Ͱ H∗(S,α,Z),͸ αʹؔ͢ΔͶ͡Ε޲Ҫ֨ࢠͰ͋Δ.

͜ͷఆཧʹΑΓɺزԿֶతͰҰൠతͳ Bridgeland҆ఆੑ৚݅ σ ∈ Stab(S,α)Ͱ͢΂ͯͷ x ∈ X ʹରͯ͠

Φ(pr(Ox))͕ σ ʹؔͯ҆͠ఆʹͳΔΑ͏ͳ΋ͷΛߏ੒Ͱ͖Ε͹Α͍. Bridgeland҆ఆੑ৚݅ͱ͸࣍ͷΑ͏ͳ
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΋ͷͰ͋Δ.

Definition 2.5. ([Bri07]) D Λݍ֯ࡾͰ D ্ͷ਺஋త Grothendieck ܈ N(D) ͕ϥϯΫ༗ݶͳ΋ͷͱ͢

Δ. ਺஋త Grothendieck܈ N(D)ͱ͸௨ৗͷ Grothendieck܈K(D)Λ Eulerࣜܗ χ : K(D)×K(D) → Z
ʹؔͯࣗ͠໌ͳ΋ͷͰׂͬͯͰ͖ͨ܈Ͱ͋Δ. D ্ͷ Bridgeland ҆ఆੑ৚݅ σ = (Z, C) ͱ͸܈४ಉܕ
Z : N(D) → Cͱ D ্ͷ༗ք tߏ଄ͷ֩ C ⊂ D ͷ૊Ͱ͋ͬͯ࣍ͷ৚݅Λຬͨ͢΋ͷͰ͋Δ.

• ೚ҙͷ 0 ̸= E ∈ C ʹରͯ͠ Z(E) ∈ {reiπφ ∈ C | r > 0, 0 < φ ≤ 1}͕੒Γཱͭ.

• ೚ҙͷ 0 ̸= E ∈ C ʹରͯ͠ϑΟϧτϨʔγϣϯ C

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ EN = E

Ͱ࣍Λຬͨ͢΋ͷ͕ଘ͢ࡏΔ. Fi := Ei/Ei−1 ͸ σ ʹؔͯ͠൒҆ఆͰ೚ҙͷ i ʹରͯ͠ φ(Fi) >

φ(Fi+1) ͕੒Γཱͭ. ͜ͷϑΟϧτϨʔγϣϯ͸ Harder-Narashimhan ϑΟϧτϨʔγϣϯͱݺ͹

ΕΔ.

• N(D)R ্ͷϊϧϜ ||− ||Λͻͱͭݻఆ͢Δ. ͜ͷͱ͖ఆ਺ C Ͱ೚ҙͷ 0Ͱͳ͍ σ ʹؔͯ͠൒҆ఆͳର

৅ E ∈ C ʹରͯ͠ ||E|| ≤ C · |Z(E)|ͱͳΔ.

͜͜Ͱ 0 ̸= E ∈ C ʹରͯ͠ φ(E) := arg(Z(E))/π ∈ (0, 1]ͱ͓͍ͨ. ·ͨ E ∈ C ͕ σ ʹؔͯ͠ʢ൒ʣ҆ఆͰ

͋Δͱ͸ 0 ̸= F ⊂ E ʹରͯ͠ φ(F ) < (≤)φ(E)͕੒Γཱͭ͜ͱΛ͍͏.

Ͷ͡Ε K3ۂ໘্ͷ Bridgeland҆ఆੑ৚݅͸࣍ͷΑ͏ʹͯ͠ߏ੒Ͱ͖Δ.

Example 2.6 ([Bri08], [HMS]). (S,α)ΛͶ͡ΕK3ۂ໘ͱ͢Δ. α ∈ Br(S) = H2(S,O∗
S)torͰ͋ͬͨ. ਺ࢦ

શྻ͔ΒB׬ ∈ H2(S,Q)Ͱ exp(B0,2) = αͱͳΔ΋ͷ͕ͱΕΔ. ͜ͷͱ͖Chernࢦඪ chB : K(Db(S,α)) →
H∗(S,Z)͕ଘ͢ࡏΔ ([HS]). E ∈ K(Db(S,α))ʹରͯ͠ v(E) := chB(E)

√
td(S)ͱ͓͖ɺv(E)Λ E ͷ޲

ҪϕΫτϧͱ͍͏. B′ ∈ NS(S)R ͱ R্ͷ๛෋ྨ ω ∈ NS(S)R ΛͱΔ. B̃ := B′ +B ∈ H2(S,R)ͱ͓͘. ܈

४ಉܕ Z := ZB̃,ω : N(S,α) → CΛ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δ.

ZB̃,ω(E) := −
∫

S
e−(B̃+iω)v(E).

͜ͷͱ͖ɺ༗ք t ଄ͷ֩ߏ Coh(S,α) Λ B̃ ʹؔͯ͠ tilting ͱݺ͹ΕΔૢ࡞Λ͢ࢪͱ৽͍͠༗ք t ଄ͷߏ

֩ CB̃,ω ͕ಘΒΕΔ. ͜ͷͱ͖ɺσB̃,ω = (ZB̃,ω, CB̃,ω) ͕ Bridgeland ҆ఆੑ৚݅ʹͳΔ͜ͱͱ spherical ͳ

E ∈ Coh(S,α)Ͱ ZB̃,ω(E) ∈ R≤0 ͱͳΔΑ͏ͳ΋ͷ͕ଘ͠ࡏͳ͍͜ͱ͸ಉ஋Ͱ͋Δ.

͔͠͠ɺҰൠʹ ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ໘ X ʹରͯ͠ AX ্ʹ Bridgeland҆ఆੑ৚͕݅ଘ͢ࡏΔͷ͔Ͳ͏͔͸Θ

͔͍ͬͯͳ͍. ·ͨɺBayer-MacriͷΑ͏ͳϞδϡϥΠཧ࿦΋ࠓͷͱ͜Ζ AX ্Ͱ͸஌ΒΕ͍ͯͳ͍.

චऀ͸࣍ͷఆཧΛࣔͨ͠.

Theorem 2.7. ([O]) X ΛࣹӨฏ໘ΛؚΉ ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ໘ͱ͠ɺΦ : AX → Db(S,α)Λ Theorem 2.1ʹ

͓͚Δಉ஋ͱ͢Δ. B ∈ H2(S,Q)Ͱ exp(B0,2) = αͱͳΔΑ͏ͳ B ΛҰͭͱΔ. v := v(Φ(pr(Ox)))ͱ͓͘.

͜ͷͱ͖ɺ͋Δ B′ ∈ H2(S,Q)ͱ R্ͷ๛෋ྨ ω ∈ NS(S)R ͕ଘͯ͠ࡏɺ೚ҙͷ x ∈ X ʹରͯ͠ Φ(pr(Ox))

͸ Bridgeland҆ఆੑ৚݅ σB̃,ω ʹؔͯ҆͠ఆʹͳΔ. ·ͨɺσB̃,ω ͸ v ʹؔͯ͠ҰൠతͰ͋Δ.

M Λ޲ҪϕΫτϧ͕ v Ͱ͋ΔΑ͏ͳ σB̃,ω ʹؔͯ҆͠ఆͳର৅ͷϞδϡϥΠۭؒͱ͢Δ. Proposition 2.3

ͱ Theorem 2.4ͱ Theorem 2.7͔Βࣗવͳࣹ X → M ͸ X ͕M ͷϥάϥϯδϡ෦෼ଟ༷ମʹͳΔΑ͏ͳ
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ดຒΊࠐΈͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δ. Theorem 2.7ʹ͓͚Δ B′ ΍ ω ͸ Definition 2.5ͷҰͭ໨ʹ৚͕݅੒Γཱͭ

Α͏બͼɺ͋ͱ͸࣮ࡍʹ Φ(pr(Ox))͕҆ఆ͔Ͳ͏͔Λٞ࿦͢Δࡍʹద੾ʹબͼ௚͢͜ͱͰߏ੒͢Δ͜ͱ͕Ͱ

͖Δ. .Ίͯ۩ମతͰΞυϗοΫͰ͋Δۃ੒͸ߏ ۙ࠷ Huybrechts[Huy]͕ Theorem 1.5ΛͶ͡Ε K3ۂ໘ͷ

৔߹ʹ֦ுͨ͠. ݩ4࣍ 3࣍௒ۂ໘X Ͱ AX ͕Ͷ͡Ε K3ۂ໘ͱಉ஋ͳ΋ͷʹରͯ͠͸ Bridgeland҆ఆੑ৚

݅ͷཧ࿦ [Bri08], [HMS]΍ϞδϡϥΠཧ࿦ [BM1],[BM2]Λ͑࢖ΔͷͰ Theorem2.7ͷྨࣅΛࣔͤΔͱظ଴Ͱ

͖Δ. ͔͠͠ɺTheorem 2.1ͷΑ͏ͳ۩ମతͳݍಉ஋͕͋ΔΘ͚Ͱ͸ͳ͍ͷͰ Theorem 2.7ͷΑ͏ͳ҆ఆੑ

৚݅Λ͋·Γ۩ମతͳهड़Λ࢖Θͣʹߏ੒͠ͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍.
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