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概要
この報告書では, Kodairaの消滅定理の一般化についての著者の研究成果に
ついて概説する. 具体的には, 最小特異計量に対する Nadel 型の消滅定理, 乗
数イデアル層付きのKollárの単射性定理, 及びその相対版を複素幾何の視点か
ら説明する. 証明では, 適切な意味で “semi-positive”な直線束や (特異) 計量
を調和積分論や ∂-方程式の L2-理論で調べる技術が鍵となる.

1 はじめに～Kodairaの消滅定理～
代数幾何や複素幾何においてコホモロジーの消滅定理は重要な役割を果たす. それ
故に, 状況や目的に応じて様々な消滅定理やその一般化が研究されてきた. この報告
書では, Kodaira の消滅定理の超越的な手法を用いた一般化, 特に “semi-positive”

な直線束や (特異)計量への一般化についての著者の最近の研究成果について概説す
る. 近年, [BCHM10]により標準束が適切な意味で “positive”の場合に極小モデル理
論が完成し, “semi-positive 性”の研究は重要性を増してきていると思われる. 解説
される結果は主に [Kol86a], [Kol86b]のいくつかの結果の複素幾何の視点からの一
般化である. 具体的には,
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• 第２節で, 最小特異計量に対する Nadel型の消滅定理 ([Mat15a])

• 第３節で, 特異計量や乗数イデアル層を用いた Kollárの単射性定理の擬正な
(pseudo-effective)直線束への一般化 ([Mat13], [Mat14])

• 第４節で, 第３節の結果の相対版 ([Mat15c])と Kollár-Ohsawa型の消滅定理
([Mat15b])

が解説される. この報告書では (正確さを犠牲にして)証明のアイデアを伝えること
を重視しているので, 正確な議論についてはそれぞれの論文を読んで頂きたい.

この節では, Kodairaの消滅定理に対する２通りの証明 (調和積分論を用いた証明
と ∂-方程式の L2-理論を用いた証明) について復習する. 調和積分論と L2-理論のそ
れぞれの長所を組み合わせることで, 第２節, 第３節, 第４節で紹介される結果が得
られていくことになる. この報告書を通して, X で n次元のコンパクトケーラー多
様体, F で X 上の (正則) 直線束を表す. まずは Kodaira の消滅定理の主張から復
習しよう.

定理 1 (Kodairaの消滅定理). 直線束 F が positive (即ち, チャーン曲率が positive

になるエルミート計量を許す)ならば, 以下が成立する :

整数 q > 0に対して, Hq(X,KX ⊗ F ) = 0.

ここでKX は X の標準束である.

Kodaira の埋め込み定理によれば直線束の ample 性と positive 性は同値なので,

X を非特異射影多様体とし “positive”を “ample”と読み替えれば, これは純粋な代
数幾何の主張とみなせる. この視点からは Deligne-Illusie-Raynaudによる正標数還
元を用いた証明が知られている (例えば [EV92] を参照). Hodge 理論的な視点から
の証明は [KM98], [Fn08], [Fn09]でも学べる.

さて, Kodairaの消滅定理の超越的な手法を用いた証明について復習しよう.

調和積分論を用いた証明
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Dolbeault の定理を用いると, コホモロジー Hq(X,KX ⊗ F ) は以下のように ∂-

コホモロジーを用いて記述できる :

Hq(X,KX ⊗ F ) ∼=
Ker ∂ : Cn,q

∞ (X,F ) → Cn,q+1
∞ (X,F )

Im ∂ : Cn,q−1
∞ (X,F ) → Cn,q

∞ (X,F )
.

ここで Cn,•
∞ (X,F )は C∞-級の F に値をとる (n, •)-形式の集合で, ∂ は外微分作用

素 dの (0, 1)-部分である. 簡単のために, しばしば F に値をとる (n, •)-形式を単に
微分形式と呼ぶ. さて, 与えられたコホモロジー類 A に対して, A を代表する ∂-閉
な微分形式 uの中で L2-ノルム ∥u∥h,ω が最小のものを考えよう. ここで, hは F の
(そのチャーン曲率が positiveになる)エルミート計量で, ω は X 上のケーラー形式
である. また, L2-ノルム ∥u∥h,ω は

∥u∥2h,ω :=

∫

X
|u|2h,ω

ωn

n!

で定義される. L2-ノルムが最小になる代表元 u がちゃんと C∞-級になることを示
す点が技術的には難しい. 議論の流れとしては, uが微分方程式 ∆∂u = 0の弱解に
なることを示し, 楕円型微分作用素の正則性定理より C∞-級であることを示すこと
になる. ここで, ∆∂ は ∆∂ := ∂∂

∗
+ ∂

∗
∂ で定義される ∂-ラプラシアンである. (∂

∗

は ∂ の随伴作用素である.) この調和形式 uに対して, Bochner-Kodaira-Nakanoの
等式を用いると

0 = ∥∂u∥2h,ω + ∥∂∗u∥2h,ω = ∥D
′

hu∥2h,ω + ∥D
′∗
h u∥2h,ω + ⟨⟨Au, u⟩⟩h,ω

がわかる. 一方で, 曲率が positiveであることから ⟨⟨Au, u⟩⟩h,ω ≥ c∥u∥2h,ω がわかる.

ここで D
′

h はチャーン接続 Dh の (1, 0)-部分で, A は A :=
√
−1Θh(F )Λω である.

(Λω はウェッジ積 ω ∧ •の随伴作用素.) 以上の議論から uが恒等的に零になること
がわかり, そのコホモロジー類 Aが零であることが従う. !

∂-方程式に対する L2-理論を用いた証明
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局所的には ∂-方程式が L2-ノルム付きで解けることを用いると, コホモロジー
Hq(X,KX ⊗ F ) を L2-空間の ∂-コホモロジーで記述できる :

Hq(X,KX ⊗ F ) ∼=
Ker ∂ : Ln,q

(2) (X,F )h,ω → Ln,q+1
(2) (X,F )h,ω

Im ∂ : Ln,q−1
(2) (X,F )h,ω → Ln,q

(2) (X,F )h,ω
.

ここで Ln,•
(2) (X,F )h,ω は L2-ノルムが有限な F に値をとる (n, •)-形式の集合である.

(∂ は閉作用なので慎重に扱う必要がある.) この同型より, 高次コホモロジーが消え
るかという問題は, 任意の ∂-閉な微分形式 u が ∂-完全である (即ち, 偏微分方程式
∂v = uが解 v を持つ)かという問題に置き換わる.

曲率が positiveの場合は, 以下のように関数解析的な手法を用いることで, ∂-方程
式 ∂v = u を解くことができる. まず, Bochner-Kodaira-Nakano の等式を用いる
と, 適切な閉作用素の定義域に入る αに対して

|⟨⟨α, u⟩⟩h,ω|
2 ≤ ⟨⟨A−1u, u⟩⟩h,ω⟨⟨Aα,α⟩⟩h,ω
≤ C∥u∥2h,ω(∥∂α∥2h,ω + ∥∂∗α∥2h,ω)

なる評価が得られる. この不等式から, g(∂
∗
α) := ⟨⟨α, u⟩⟩h,ω で定義される線形写

像 g : Im ∂
∗ → Cが (well-definedで)有界作用素になることがわかる. 実際, αを

Ker ∂ とその直交補空間の成分に α = α1 + α2 と直交分解すると

|g(∂∗α)|2 = |⟨⟨α1, u⟩⟩h,ω|
2 ≤ C∥u∥2h,ω∥∂

∗
α1∥2h,ω ≤ C∥u∥2h,ω∥∂

∗
α∥2h,ω

がわかる. このとき, Hahn-Banachの定理と Rieszの表現定理から, ∂v = uと L2-

評価 ∥v∥2h,ω ≤ C∥u∥2h,ω を満たす v の存在がわかる. !

この議論の利点は解の存在だけでなく, その L2-ノルムまで評価できる点にある.

このような量的な評価が出来るのは解析の利点のひとつであり, 様々な応用を与えて
くれる. もちろん, 調和積分論が劣っている訳ではなく一長一短である. 後述するよ
うに, 単射性定理の証明では調和積分論が有効に働く. また, 乗数イデアル層を用い
た単射性定理の一般化を考える際には, 調和積分論と ∂-方程式の L2-理論を組み合
わせる技術が重要となる.
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2 Nadel, Kawamata-Viehwegの消滅定理
この節では, 最小特異計量に対する Nadel型の消滅定理 ([Mat15a])について説明
する. まずは Nadelのコホモロジー消滅定理を復習しよう.

定理 2 (Nadelの消滅定理, [Nad89], [Nad90] cf. [Dem82]). hを曲率が positiveに
なる F の特異計量とする. このとき, 以下が成立する :

整数 q > 0に対して, Hq(X,KX ⊗ F ⊗ I(h)) = 0.

ここで I(h)は特異計量 hの乗数イデアル層である.

特異計量, その曲率, 乗数イデアル層の定義を復習する. 簡単のため, 直線束 F の
C∞-級エルミート計量 g を固定する. ここで, C∞-級エルミート計量とは x ∈ X の
ファイバー Fx のエルミート内積 gx の族 {gx}x∈X であり, x ∈ X について C∞-級
になるものである. 雑に言えば, 特異計量とはこの C∞-級という条件を弱めたエル
ミート計量である. X 上の L1

loc-関数 ϕに対して

h := ge−2ϕ

の形のエルミート計量 hを特異計量といい, ϕ を (g に関する)h のウェイトという.

特異計量 hの曲率はウェイト ϕを用いて
√
−1Θh(F ) :=

√
−1Θg(F ) + 2

√
−1∂∂ϕ

と定義される. 関数 ϕが C∞-級のとき hは (通常の)C∞-級エルミート計量であり,

そのチャーン曲率は上式で与えられるので, 上式は特異計量への自然な一般化になっ
ている. 微分

√
−1∂∂ϕは Schwartzの超関数の意味での微分なので, 特異計量の曲

率は C∞-級の (1, 1)-形式でなく一般には (1, 1)-カレントとなる. (ここでの微分を
定義するために関数 ϕに L1

loc-性を要請している.) 特異計量の曲率は (1, 1)-カレン
トの意味で

√
−1Θh(F ) ≥ 0 を満たすとき semi-positive であるという. この条件

は (局所的に)
√
−1Θh(F ) =

√
−1∂∂ψ を満たす関数 ψ が多重劣調和であることと

同値である. また, あるエルミート形式 ω に対して
√
−1Θh(F ) ≥ ω を満たすとき

に positiveであるという. この条件は局所座標 (z1, z2, . . . , zn)と十分小さい δ > 0
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に対して ψ − δ
∑n

i=1 |zi|2 が多重劣調和になることと同値である. 乗数イデアル層
I(h)は開集合 U ⊂ X に対して

I(h)(U) := I(ϕ)(U) := {f ∈ OX(U) | |f |e−ϕ ∈ L2
loc(U)}

とおくことで定義される. 特異計量 h がある C∞-級の (1, 1)-形式 γ に対して
√
−1Θh(F ) ≥ γ を満たすとき, ϕ は局所的に C∞-級関数と多重劣調和関数の和の
形でかける. このとき hの乗数イデアル層は連接層になることが知られている.

特異計量の具体例を見てみよう.

例 3. テンソル冪 Fm の (正則)切断の族 {si}Ni=1 に対して

ϕ :=
1

2m
log

( N∑

i=1

|si|2gm

)

とおくと, h := ge−2ϕ は (g の取り方によらない) 特異計量になる. その曲率は
√
−1Θh(F ) = (1/m)

√
−1∂∂ log

∑N
i=1 |si|2 となり, semi-positive であることもわ

かる. (|si|は si を局所的に正則関数と見なしたときの絶対値である.) この hの “特
異性”は多重劣調和関数 (1/2m) log

∑N
i=1 |si|2 から定まっている. このような特異

計量は代数的特異性 (algebraic singularities)を持つという. また, {si}Ni=1 の定める
イデアル層が正規交差な因子 D の定めるイデアル層 OX̃(−D) になるような双有理
写像 π : X̃ → X を取ると, 乗数イデアル層 I(h)は

I(h) = π∗(KX̃/X − ⌊ 1

m
D⌋)

と記述できる. ここで ⌊(1/m)D⌋ は係数の切り捨てで出来る因子である. 右辺は代
数幾何における乗数イデアル層の定義となる (例えば [Laz04]を参照).

直線束 F が曲率が positiveになる特異計量 hを許すとき, F は巨大な (big)直線
束であるという. (この条件は F の小平次元が n = dimX と一致することと同値
である.) Nadel の消滅定理は Kodaira の消滅定理の巨大な直線束への一般化とみ
なせる. 直線束 F がネフかつ巨大のとき, F は曲率が positiveで乗数イデアル層が
自明となる特異計量 h を許す (ネフの定義は第３節を参照) . この考察から以下の
Kawamata-Viehwegの消滅定理が導かれる.
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定理 4 (Kawamata-Viehwegの消滅定理, [Kaw82], [Vie82]). 直線束 F がネフかつ
巨大のとき, 以下が成立する :

整数 q > 0に対して, Hq(X,KX ⊗ F ) = 0.

より一般に, X が非特異射影多様体で直線束 F がネフのとき

整数 q > n− κσ(F )に対して, Hq(X,KX ⊗ F ) = 0

が得られる. ここで κσ(F ) は F の数値的小平次元である. この主張は超平面を
用いた次元に関する数学的帰納法から従う. 以下の問題は部分的な結果 ([Cao14],

[DP03])はあるものの未解決である. (有名な問題だが誰が最初に提案したかを著書
は知らない.)

問題 5. X がコンパクトケーラー多様体で直線束 F がネフのとき

整数 q > n− κσ(F )に対して, Hq(X,KX ⊗ F ) = 0

が成立するだろうか.

F が巨大のとき (より一般に擬正のとき), semi-positiveな曲率を持つ特異計量の
中で特異性が最もマイルドな計量が構成できる. この計量を最小特異計量 (metrics

with minimal singularities) とよび, hmin とかく. この最小特異計量は解析的ザリ
スキー分解を許す, 即ち

H0(X,Fm ⊗ I(hm
min))

∼=−−−−−→ H0(X,Fm)

を満たす. 雑に言えば, F ⊗ I(hmin) をザリスキー分解の positive 部分もどきと
捉えられる訳である. この最小特異計量は (semi-positive な曲率を持つが), F が
positive(ample)の場合を除いて positiveな曲率を持たず, 一般には非代数的な特異
性を持つので扱いが難しい. [Mat15a]では, この困難さを解決して, 最小特異計量を
用いた Nadel型の消滅定理を証明した.

定理 6 ([Mat15a]). hmin を巨大な直線束 F の最小特異計量とする. このとき, 以下
が成立する :

整数 q > 0に対して, Hq(X,KX ⊗ F ⊗ I(hmin)) = 0.
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最小特異計量の乗数イデアル層 I(hmin) の代数幾何的な類似物として, 漸近的乗
数イデアル層 (asymptotic multiplier ideal sheaves)I(∥F∥) と呼ばれるものがあり,

これに対しては Nadel型の消滅定理が成立することが知られている (例えば [Laz04]

を参照). 上の定理はこの結果の複素解析幾何版とみなせる. この結果を arXiv で
公開した 10 ヶ月後に Guan-Zhou が多重劣調和関数の乗数イデアル層に関する
(strong) openness conjectureを解決した ([GZ15]). その後に, Hiêpや Lempertに
よって別証明が与えられた ([Hie14], [Lem14]). この予想 (既に定理)は, 多重劣調和
関数 ϕの乗数イデアル層が十分小さな δ > 0に対して I(ϕ) = I((1 + δ)ϕ) を満た
すことを主張する. [DEL00, Theorem 1.11]より I(h1+δ

min ) ⊂ I(∥F∥) ⊂ I(hmin) が
わかるので, 巨大な直線束 F に対しては I(hmin)と I(∥F∥)が一致することが従う.

つまり, 以上の定理を組み合わせれば, 上の定理は既知の結果から従う訳である.

問題 7. 直線束 F がアバンダント (即ち, 小平次元 κ(F ) と数値的小平次元 κσ(F )

が一致する)のとき, F の最小特異計量の乗数イデアル層 I(hmin)と漸近的乗数イデ
アル層 I(∥F∥)は一致するか.

上述の議論より F が巨大 (即ち κ(F ) = κσ(F ) = n) のときは肯定的に解決され
る. また, F がネフかつアバンダントのときも [Kaw85], [Nak85]から正しいことが
わかる.

定理 6の証明の概略を与えよう. この証明をさらに発展させることで Kollárの単
射性定理などが一般化されることになる.

定理 6の証明の概略
まず, ∂-方程式を局所的に L2-ノルム付きで解くことで, コホモロジー

Hq(X,KX ⊗ F ⊗ I(hmin)) を L2-空間の ∂-コホモロジーで記述する :

Hq(X,KX ⊗ F ⊗ I(hmin)) ∼=
Ker ∂ : Ln,q

(2) (X,F )hmin,ω → Ln,q+1
(2) (X,F )hmin,ω

Im ∂ : Ln,q−1
(2) (X,F )hmin,ω → Ln,q

(2) (X,F )hmin,ω

.

任意のコホモロジー類 Aを代表する F に値をとる (n, q)-形式 uをとる. 以後, しば
しばノルムの添え字の ω を省略する. 曲率が positiveな特異計量 hbig に関する L2-

ノルム ∥u∥hbig が有限ならば, 通常の Nadelの定理から uが ∂-完全であることが従
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う. 問題は ∥u∥hbig = ∞の場合である. この場合はテンソル冪 Fm の切断 sを適切
にとり, Fm+1 の特異計量 hm

bighmin に関する L2-ノルム ∥su∥hm
bighmin を考える. こ

のとき, supX |s|hm
big

< ∞を満たすように sと hbig を選んでおけば

∥su∥2hm
bighmin

=

∫

X
|su|2hm

bighmin

ωn

n!
≤ sup

X
|s|2hm

big

∫

X
|u|2hmin

ωn

n!
< ∞

より ∥su∥2hm
bighmin

は有限となる. hm
bighmin の曲率は positive だから, 通常の Nadel

の定理から ∂-方程式 ∂v = suが Ln,•
(2) (X,Fm+1)hm

bighmin 内で解 v を持つことがわか
る. 最小特異計量の特異性は hbig よりマイルドなので, 当然, Ln,•

(2) (X,Fm+1)hm+1
min

内でも解を持つことがわかる. 以上より, 切断 sから誘導される写像

Φs : H
q(X,KX ⊗ F ⊗ I(hmin))

⊗s−−−−−→ Hq(X,KX ⊗ Fm+1 ⊗ I(hm+1
min ))

が零写像であることがわかった.

写像 Φs が単射であることがわかれば主張が従う. もし hmin がザリスキー開集合
Y 上で C∞-級であれば, [Eno90]と [Fn12]に基づく以下の議論から単射が従う. ま
ずはこれを確認しよう. 最初に Y 上の完備ケーラー形式 ω̃ を以下を満たすように取
る (このような ω̃ の構成法は [Fn12]を参照).

• ω̃ ≥ ω.

• 任意の x ∈ X のある近傍上で ω̃ =
√
−1∂∂Φを満たす有界関数 Φが存在する.

このとき, [Fn12, Claim 1]より同型

Hq(X,KX ⊗ F ⊗ I(hmin)) ∼=
Ker ∂ : Ln,q

(2) (F )hmin,ω̃ → Ln,q+1
(2) (F )hmin,ω̃

Im ∂ : Ln,q−1
(2) (F )hmin,ω̃ → Ln,q

(2) (F )hmin,ω̃

∼= Hn,q
hmin,ω̃

(F )

が得られる. ここで, Hn,q
hmin,ω̃

(F )は Y 上の調和形式の集合である. この同型からコ
ホモロジー類を調和形式で代表することが出来る. この事実と Bochner-Kodaira-

Nakanoの等式を応用すると, 調和形式 uに対して suも調和形式になることがわか
る ([Eno90]の議論). ここから Φs の単射性が従う.
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最小特異計量 hmin はザリスキー開集合上 C∞-級とは限らない. そこで, 一般の
場合は [DPS01] の特異計量の近似定理を用いて, 以下を満たす F の特異計量の族
{hε}ε>0 を取る.

• hε はザリスキー開集合 Y 上で C∞-級である.

• 0 < ε1 < ε2 に対して hε2 ≤ hε1 ≤ hmin が成立する.

• I(hmin) = I(hε)が成立する
•
√
−1Θhε(F ) ≥ −εω が成立する.

ここで Y は εによらないものを取ることができることに注意する. この近似の利点
は, hε は Y 上 C∞-級なので Y 上で調和積分論が使える点にある. 調和積分論が使
えるとは言っても, hε の曲率は semi-positiveとは限らないので, 直接 Enokiの議論
を使うことはできない. そこで, 与えられたコホモロジー類 Aを代表する hε に関す
る調和形式 uε に対して, suε が “漸近的に”調和形式に近づくことを示す. 具体的に
は limε→0 ∥∂

∗
suε∥hm+1

ε ,ω̃ = 0 を示す. 一方で, 最初の議論を L2-ノルムを込めて行
うことで, ∂-方程式 ∂vε = suε の解 vε で ∥vε∥hm+1

ε ,ω̃ が (εに関して)有界になるも
のが取れる. 以上の議論より

∥suε∥2hm+1
ε ,ω̃

= ⟨⟨∂∗suε, vε⟩⟩hm+1
ε ,ω̃ ≤ ∥∂∗suε∥hm+1

ε ,ω̃∥vε∥hm+1
ε ,ω̃ → 0

がわかる. この収束から適切な意味で uε → 0を示すことができ, そこからコホモロ
ジー類 Aが零になることが従う. !

特異計量 hε の曲率は semi-positiveとは限らないので suε は調和形式から “ズレ”

るかもしれない. その “ズレ”を L2-ノルムの良い評価で補正するというのが証明の
アイデアである. この節の最後に, 最小特異計量に対する ∂-方程式の解の L2-ノルム
についての問題を述べる.

問題 8. q > 0, F を巨大とする. 定理 6より, ∂-閉な u ∈ Ln,q
(2) (X,F )hmin に対して

∂v = uを満たす解 v ∈ Ln,q−1
(2) (X,F )hmin の存在がわかる. では, L2-ノルムに関す

る “良い”評価を満たす解 v は構成できるだろうか.
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3 Kollárの単射性定理
この節では, 消滅定理の “semi-positive”な直線束への一般化である単射性定理を

考える. まずは Kollárの単射性定理とその複素幾何の設定への一般化である Enoki

の単射性定理を復習し, その後にこれらの乗数イデアル層を用いた一般化 (定理 11)

について説明する. 定理 11と今までの定理との関係を図で表すと以下のようになる.

Kodairaの消滅定理
F の仮定

{
複素幾何: C∞-級計量で曲率が正

代数幾何: 豊富 (ample)

単射性定理−−−−−−→
への一般化

Kollár, Enokiの単射性定理{
複素幾何: C∞-級計量で曲率が半正
代数幾何: 半豊富 (semi-ample)

特異計量への
⏐⏐#一般化 特異計量への

⏐⏐#一般化

Nadel, Kawamata-Viehwegの消滅定理{
複素幾何: 特異計量で曲率が正

代数幾何: 巨大 (big)

単射性定理−−−−−−→
への一般化

定理 11の単射性定理{
複素幾何: 特異計量で曲率が半正
代数幾何: 擬正 (pseudo-effective)

まずは, 消滅定理の semi-ample な直線束, semi-positive な直線束への一般化であ
る Kollárの単射性定理, Enokiの単射性定理を復習しよう.

定理 9 (Kollárの単射性定理 (Enokiの単射性定理), [Kol86a], [Eno90]). X を非特
異射影多様体 (コンパクトケーラー多様体), F を semi-ample(semi-positive)な直線
束とする. このとき, Fm の切断 s(̸= 0)から誘導される写像

Φs : H
q(X,KX ⊗ F )

⊗s−−→ Hq(X,KX ⊗ Fm+1).

は単射である.

定義 10. (1) F のテンソル冪 Fm(m > 0) が共通零点を持たない切断を許すとき,

F は semi-ampleであるという.

(2) F が曲率が semi-positiveになる C∞-級計量を許すとき, F は semi-positiveで
あるという.

(3) 任意の ε > 0に対して, F が
√
−1Θhε(F ) ≥ −εω を満たす C∞-級計量 hε を許
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すとき, F は数値的に半正 (numerically effective, 単にネフと書く ) であるという.

X が射影多様体のとき, 上記のネフの定義は任意の曲線 C との交点数 (F · C)が
非負であることと同値である. 代数幾何ではこの条件がネフの定義となる. semi-

ampleならば semi-positiveで, semi-positiveならばネフであるが, 逆はいずれも成
り立たない. 非特異射影多様体はコンパクトケーラー多様体で semi-ample ならば
semi-positive なので, Enoki の結果は Kollár の結果の一般化になっている. その
証明は Kollár の証明と異なり調和積分論に基づいている. 単射性定理については
[Sko78], [Tan71], [Ohs04]などでも研究されている.

F が曲率が semi-positiveになる特異計量を許すとき, F は擬正 (pseudo-effective)

であるという. では, 擬正な直線束に対して上の単射性定理はどのように一般化され
るのだろうか. [Fn12]ではザリスキー開集合上で C∞-級の特異計量に対する単射性
定理が与えられている. 以下の定理はこの問いに対する答えのひとつであり, [Fn12]

の任意の特異計量への一般化である.

定理 11 ([Mat13]). h を曲率が semi-positive な F の特異計量とする. このとき,

supX |s|hm < ∞を満たす Fm の切断 s( ̸= 0)から誘導される写像

Φs : H
q(X,KX ⊗ F ⊗ I(h)) ⊗s−−→ Hq(X,KX ⊗ Fm+1 ⊗ I(hm+1))

は (well-definedで)単射である.

注意 12. (1) 切断 sのノルムの関する条件は Φs を well-definedにするための自然
な仮定である. また, F の最小特異計量はこの条件を全ての切断に対して満たすの
で, (F が擬正ならば)いつでもこの定理を応用することができる.

(2) 定理の定式化のポイントは乗数イデアル層を用いる点にある. たとえ直線束がネ
フでも (ネフ直線束は常に擬正だが), 乗数イデアル層なしでは単射性定理は成立し
ないことに注意する

定理 11の証明の概略を述べる.

定理 11の証明の概略
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まず, 定理 6の証明と同様に, 特異計量 hを F の特異計量の族 {hε}ε>0 で近似す
る. 条件 supX |s|hm < ∞から Y は εによらないとして良いことがわかる. 先程と
同様の同型を用いて, 与えられたコホモロジー類 Aを hε に関する調和形式 uε で代
表する. KX ⊗F ではなく乗数イデアル付きの連接層KX ⊗F ⊗ I(h) を考えている
ことから, L2-ノルム ∥uε∥hε,ω̃ が (εに関して)有界であることがわかる. この評価か
ら Enokiの単射性定理の証明を一般化して limε→0 ∥∂

∗
suε∥hm+1

ε ,ω̃ = 0 を示すこと
ができる. 我々の目的は単射を証明することなので, sAはコホモロジー類として零
だと仮定してよい. この仮定から ∂-方程式 ∂vε = suε が解 vε を持つことがわかる.

定理 6と同じ方針で証明を行おうとすると, この解 vε の L2-ノルム ∥vε∥hm+1
ε ,ω̃ が

問題となる. 今の状況で ∥vε∥hm+1
ε ,ω̃ が (εに関して)有界になるような vε を構成で

きれば証明は完成する. 先程は F の巨大性 (曲率の positive 性) をうまく使うこと
で, そのような解 vε を構成していた. 定理 11の証明の鍵は, ∂vε = suε の解 vε をう
まく構成し L2-ノルム ∥vε∥hm+1

ε ,ω̃ を評価する点にある. もし考えている計量の曲率
が positiveならば, 解 vε を ∥vε∥2hm+1

ε ,ω̃
≤ C∥suε∥2hm+1

ε ,ω̃
を満たすように取れ, 右辺

の有界性から問題は解決する. しかし, 今の状況では hε の曲率は positiveどころか
semi-positiveでもない. ここが証明の難しさのひとつである. 雰囲気として vε のノ
ルムを suε のノルムで抑えたいので, ∂-作用素が開写像になるというような主張を
したい. しかし, ∂-作用素は閉作用素であるし, 考えている L2-空間は εに依存して
変化するので, このままでは定式化もうまく出来ない. そこで, ∂-方程式 ∂vε = suε

をコバウンダリー作用素 δ を用いた方程式 δWε = Sε に変換することを考える. 実
はコチェインの空間は εに依らず, δ も開写像であるということがわかる. この方程
式 δWε = Sε を先に解いて良い解Wε を構成し, それから vε を得ることを考える.

簡単のために q = 1の場合を考える. X の有限開被覆 {Ui}i∈I を各 Ui が (十分小
さい)開球になるようにとる. このとき, 各 Ui上では ∂-方程式が L2-ノルム付きで解
けることを利用し, Ui 上で ∂vε,i = suε を満たし, L2-ノルム ∥vε,i∥hm+1

ε ,ω̃ が有界に
なる解 vε,i を取る. この解達から定まるコチェイン Sε := δ({vε,i}) = {vε,j − vε,i}
を考える. ノルムの評価とコチェインの空間やチェックコホモロジーの位相を調べる
ことで, (うまく部分列をとれば)Sε は実際にはコバウンダリーで, ある S0 に収束す
ることがわかる. S0もコバウンダリーなので δW0 = S0を満たすW0が取れる. δが
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開写像なのでW0 の有界開集合の像は開集合になる. この有界開集合から δWε = Sε

を満たす Wε を取り, 適切な意味で有界な 0-コチェイン Wε = {Wε,i} が得られる.

有限開被覆 {Ui}i∈I の単位の分割 {ρi}i∈I をとり, vε :=
∑

k∈I ρk(Vε,k −Wε,k)とお
けば, vε が我々の構成したかった解であることがわかる. vε の L2-ノルムはW0 の
取り方や単位の分割に依存し良い評価でない. しかし, (εに関して)有界であるとい
う我々の目的だけは達成できるという仕組みになっている. ここの議論はかなり技
術的だが, 解の L2-ノルムを評価する方法のひとつを与えてくれる. !

この節の最後に単射性定理についての問題を述べる. この問題は相当難しく, 適切
な仮定をおき定式化から練る必要がありそうだが, 重要な問題だと思われる.

問題 13. 単射性定理について量的な評価が得られるだろうか. 例えば, 問題 8 の
ように, 単射性定理の結果から解けることがわかる ∂-方程式の解について, “良い”

評価を得られるか. また, 単射性定理を使って部分多様体から切断を延長した際に,

Ohsawa-Takegoshiの拡張定理のような L2-評価を得られるだろうか.

4 単射性定理の相対版と Kollár-Ohsawa型の消滅定理
この節では, 乗数イデアル層付き単射性定理と Kodairaの消滅定理の相対版を考
える. まずは定理 11の相対版を考えよう.

定理 14 ([Mat15c]). 写像 π : X → Y を複素多様体 X から解析空間 Y への固有な
全射ケーラー射とする. E を X 上の直線束で, hを曲率が semi-positiveな E の特異
計量とする. このとき, 任意の相対コンパクトな K " X に対して supK |s|hm < ∞
を満たす Em(m ≥ 0)の切断 s(̸= 0)から誘導される写像

Φs : R
qπ∗(KX ⊗ E ⊗ I(h)) ⊗s−−→ Rqπ∗(KX ⊗ Em+1 ⊗ I(hm+1))

は (well-definedで)単射である. ここで Rqπ∗(·)は q 次の高次順像を意味する.

E が semi-ample のときは Kollár の結果 ([Kol86a]) であり, E が semi-positive
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のときは Takegoshi の結果 ([Tak95]) である. また, [Fn13] にはザリスキー開集合
上 C∞-級の特異計量に対しての結果がある. 上記の定理はこれらの一般化を与えて
いる. この定理のm = 0の場合を考えることで, Rqπ∗(KX ⊗E ⊗ I(h)) に捩れがな
いことなどがわかる. 定理 14の証明は [Tak95]の議論と定理 11の議論との組み合
わせだが, m = 0の場合は可算個のザリスキー開集合 {Yε}ε>0 を扱う必要があるな
ど単なる組合せではうまくいかない点もあり, かなり複雑となる.

次に Kodairaの消滅定理の相対版を紹介しよう.

定理 15 ([Mat15b]). 写像 π : X → Y を弱擬凸なケーラー多様体 X から解析空間
Y への固有な全射正則写像とする. X 上のベクトル束 E がある Y 上のケーラー形
式 σ に対して (Nakanoの意味で)

√
−1Θh(E) ≥ π∗σ を満たす C∞-級計量 hを許

すとする. このとき,

整数 p > 0に対して, Hp(Y,Rqf∗(KX ⊗ E)) = 0

が成立する. 特に, 同型 H0(Y,Rqf∗(KX ⊗ E)) ∼= Hq(X ,KX ⊗ E) を得る.

f が恒等写像の場合に上の定理は Kodaira の消滅定理を導く. この種の定理は
q = 0 の場合に Ohsawa によって得られ, その後, Kollár によって代数的な状況
(X , Y が射影的な場合) かつ E が ample 直線束の引き戻しの場合に証明された
([Ohs84], [Kol86b]). 上の定理はこれらの一般化である. また, [Fn15, Conjecture

2.25]を肯定的に解決する. この定理は以下のコホモロジーの分解定理の証明と ∂-方
程式に対する L2-理論から従う. このコホモロジーの分解定理は, [Fs15]で導来圏内
での分解定理に一般化された. [Kol86b]の分解定理は完全に semi-positiveなベクト
ル束へ一般化されたこととなる.

定理 16 ([Mat15b]). 写像 π : X → Y をケーラー多様体 X から解析空間 Y への
固有な全射正則写像とする. X 上のベクトル束 E が (Nakano の意味で) 曲率が
semi-positiveな C∞-級計量を許すとする. このとき, 任意の p, q ≥ 0に対して, 以
下の性質を満たす (自然な)写像

ϕp,q : H
p(Y,Rqf∗(KX ⊗ E)) → Hp+q(X ,KX ⊗ E)
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が存在する.

• ϕp,q は単射な準同型である.

• p ̸= p′, p+ q = p′ + q′ のとき, Imϕp,q ∩ Imϕp′,q′ = {0} が成立する.

特に, X がコンパクトケーラー多様体のとき,

Hℓ(X ,KX ⊗ E) =
⊕

p+q=ℓ

Imϕp,q

が成立する.

当然, 上記の結果の乗数イデアル層付き版も考えることができるであろう.

問題 17. 乗数イデアル層を用いて, 定理 15, 定理 16を擬正な直線束 F に一般化で
きるか.

定理 16 は [Tak95] で確立された正則凸多様体に対する調和積分論から従う.

Takegoshiの調和積分論の乗数イデアル層付き版は [Fn13]や [Mat15c] で議論され
ているので, 上の問題は肯定的に解決できそうに思える. しかし, 証明はかなり複雑
になるので良い応用がないと手が出しにくいかもしれない.

5 おわりに
著者が単射性定理の研究を始めた元々の動機は, LC 対に対する単射射定理の複

素幾何的な状況への一般化 ([Fn13, Problem 1.8]) であった. 乗数イデアル層は非
KLT的な情報を抽出するイデアルであり, それは解析的には正則関数の L2-可積分
性で扱える. その一方で, 非 LC 的な情報を抽出するイデアル ([FST11] を参照) は
解析的にどう扱うべきかわからず, この問題は未解決である. その代わりに, 乗数イ
デアル層を使った主張は次々と解決できたという訳である. 一般の特異計量を扱う
ため証明はかなり技術的だが, 調和形式の漸近的な挙動を調べたり, ∂-方程式の解の
L2-ノルムを評価したりなどのここで確立された議論は, 他の局面でも有効に働くの
ではないかと期待している. また, 応用上は最小特異計量や極限で得られる特異計量
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を扱うことが多い. これらの計量の特異性を調べることは困難なので, 一般の特異計
量に対して定理を定式化しておく価値はあると思われる. この報告集に近い話題に
ついては [Fn15], [Mat15]などに纏まっている. この報告集では述べなかったが, 双
有理幾何に自然に現れる切断の拡張問題への応用が [GM13]で研究されている.
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Sci. École Norm. Sup(4). 15 (1982), no. 3, 457–511.

[DEL00] J.-P. Demailly, L. Ein, R. Lazarsfeld. A subadditivity property of mul-

tiplier ideals. Michigan Math. J. 48 (2000), 137–156.

[DPS01] J.-P. Demailly, T. Peternell, M. Schneider. Pseudo-effective line bundles

on compact Kähler manifolds. Internat. J. Math. 6 (2001), no. 6, 689–741.

[DP03] J.-P. Demailly, T. Peternell. A Kawamata-Viehweg vanishing theorem on

compact Kähler manifolds. J. Differential Geom. 63 (2003), no. 2, 231–277.

17

77



[Eno90] I. Enoki. Kawamata-Viehweg vanishing theorem for compact Kähler

manifolds. Einstein metrics and Yang-Mills connections (Sanda, 1990), 59–

68.

[EV92] H. Esnault, E. Viehweg. Lectures on vanishing theorems. DMV Seminar,
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