
ҬͷٖԜੑྖض

ཽࢁདྷ

͜ͷใूࠂͰ, ,͍ͯͭʹҬͷٖԜੑྖض Alan Huckleberryࢯͱ
Qaisar LatifࢯͱͷڞಉڀݚͰಘΒΕͨۙ࠷ͷ݁ڀݚՌΛհ͢Δ. ߨ
ԋͰMumford–TateྖҬʹ͍ͭͯத৺ʹ͕ͨ͠, ͜ͷใूࠂͰΑ
ΓҰൠʹྖضҬͷ߹ʹ͍ͭͯ͡Δ. ͳ͓Mumford–TateྖҬʹͭ
͍ͯ [GGK1]͕جຊతͳߟࢀॻͰ͋Δ͕, [GGK2]๛ͳྫ͕հ
͞Ε͓ͯΓ͔Γ͍͢.

1. ෳૉଟ༷ମͷٖԜੑͱٖತੑ

·ͣෳૉଟ༷ମͷٖԜੑͱٖತੑ, ͓ΑͼͦΕ͕ͨΒ͢ίϗϞϩ
δʔͷ༗ੑݶఆཧ, ফ໓ఆཧʹ͍ͭͯ෮श͢Δ. ͜ΕΒͷ݁Ռ An-
dreottiͷٛߨ [A2]ʹӳޠͰͷղઆ͕͋Δ. ෳૉଟ༷ମʹ͓͍ͯ Stein
ੑͱ compactੑ྆ۃͷॏཁͳੑ࣭Λ͕ͭ࣋, qٖԜੑͱ qٖತੑ
ͦͷ 2ͭͷੑ࣭ͷؒΛ֊͚͢Δͷͱͯ͠Andreotti–Grauert[AG]
ʹΑͬͯ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͞Εͨ.

ఆٛ 1.1. X Λෳૉଟ༷ମ, C∞ڃͷ࣮ؔ ϕ : X → RΛΠάκʔε
νϣϯ, ͢ͳΘͪ c < supϕʹର͠ {ϕ(z) < c}͕૬ରίϯύΫτʹͳΔ
ͷͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖͋ΔίϯύΫτू߹K ͕ଘ͠ࡏ, X \K ͷ֤
Ͱ Leviࣜܗ L(ϕ)͕গͳ͘ͱ n− qݸͷਖ਼ (ෛ)ͷݻ༗Λͭ࣋ͱ͖,
X qٖತ (qٖԜ)ͱݺΕΔ. ͜͜Ͱ L(ϕ) T 1,0(X)্ͷ࣮ ܗ࣍2
ࣜͰ x ∈ Xʹର͠, :ͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔ࣍

Lx(ϕ)(ξ) =
∑ ∂2ϕ

∂zi∂z̄j
(x)ξiξ̄j (ξ =

∑
ξi

∂

∂zi
)

͞ΒʹX͕ qٖತͰK = ∅Ͱ͋ΔͳΒ, XΛ qඋͱ͍͏.

͜͜Ͱ Steinଟ༷ମ .උͰ͋Δ͜ͱͱಉͰ͋Δ0 ·ͨίϯύΫ
τෳૉଟ༷ମK = X ͱ͢Ε, 0ٖತ͔ͭ 0ٖԜͰ͋Δ͜ͱ͕͔
Δ. ͞Βʹ Y ΛίϯύΫτෳૉଟ༷ମXͷ༨ݩ࣍ 2Ҏ্ͷ qݩ࣍ด෦
ଟ༷ମͱ͢Ε, X \ Y  qٖԜͰ͋Δ.

ఆཧ 1.2. nݩ࣍ෳૉଟ༷ମX্ͷϕΫτϧଋFʹର͠, :Γཱ͕ͭ࣍

• X͕ qٖತͳΒ, r > qʹର͠ dimHr(X,F) < ∞;
• X͕ qٖԜͳΒ, r < n− q − 1ʹର͠ dimHr(X,F) < ∞;
• X͕ qඋͳΒ, r > qʹର͠ dimHr(X,F) = 0.
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͜ͷఆཧྗڧͰ͋Δ͕, ΠάκʔενϣϯΛߏ͠, ͦͷ Leviܗ
ࣜΛ͢ࢉܭΔඞཁ͕͋ΔͨΊ, ͳ͔ͳ͔͍ͮΒ͍. Andreotti[A1]
qٖԜੑͷ݅Λ؇ΊͨܗͰٖԜੑΛఆ͓ٛͯ͠Γ, զʑ͜ͷऑ͍ఆ
ٛΛྖضͯͬҬͷٖԜੑΛࣔ͢.

ఆٛ 1.3 (ऑ͍ٖԜੑ). X ͷ૬ରίϯύΫτͳ։ू߹ Y ʹର͠, ͦͷ
શͯͷڥք y ∈ ∂Y ʹର͠, ୯Ґԁ൫∆্ͷਖ਼ଇࣸ૾ ρ : ∆ → Ȳ Ͱ
ρ(0) = y͔ͭ ρ(∂∆) ⊂ Y ͱͳΔͷ͕ଘ͢ࡏΔͱ͖, XΛٖԜͱ͍͏.

X͕ఆٛ 1.1Ͱͷ (n− 2)ٖԜͳΒ, ఆٛ 1.3ͰͷٖԜͰ͋Δ͕, ٯ
Γཱͨͳ͍. ͜ͷఆٛͰ Y ͷڥք͕Β͔Ͱ͋Δ͜ͱΛԾఆ͠
͍ͯͳ͍͜ͱʹҙͯ͠΄͍͠. Andreottiͷݩͷจݙ ([A1], [A2])Ͱ
ٖԜੑͷఆ͕ٛ͜ͷఆٛͱҟͳΔ͕, ҎԼͷఆཧఆٛ 1.3ͷٖԜੑ
͔Βಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖ΔͨΊ, [Hu]͓ΑͼզʑͷڀݚͰఆٛ 1.3ΛٖԜ
ੑͷఆٛͱͯ͠࠾༻͍ͯ͠Δ.

ఆཧ 1.4. X ͕ٖԜͳΒ, H0(X,O) = C. ͞ΒʹϕΫτϧଋF ʹର
͠, dimH0(X,F) < ∞.

େҬతͳ͕ؔఆؔͷΈͰ͋Δ͜ͱ, .ཧ͔Βै͏ݪେ࠷ େ
Ҭஅͷ༗ੑݶ Y ͷڥքΛؚΉ͋ΔଟॏԁபΛ͕͏, ͜Εఆ
ٛ 1.3ͷ୯Ґԁ൫ͷଘ͕ࡏຊ࣭తͰ͋Δ.

2. ඇݹయతྖضҬͷٖԜੑ

Ҏ߱, .Δ͑ߟ͍ͯͭʹҬྖض ҬͱͦͷαΠΫϧۭؒʹ͍ͭͯͷྖض
ຊతͳੑ࣭ج [FHW]ʹ·ͱ·͍ͬͯΔ.

2.1. qඋੑ. GΛ୯७࿈݁ෳૉ Lie܈, G0Λͦͷ࣮ܗ, P ΛGͷ์
ܕ෦܈ͱ͢Δ. ଟ༷ମG/Pض ʹର͠, G/P ͷG0يಓߴʑ༗ݶ
.ͳ͍͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ͔͠ݸ ͜ͷG0يಓͷ͏ͪ, G/P ͷ։ू߹ͱ
ͳ͍ͬͯΔͷΛྖضҬͱݺͿ. DΛྖضҬͱ͠, o ∈ DΛجͱͯ͠
બͿ. ͜ͷͱ͖P  oͰͷ҆ఆԽ܈ {g ∈ G | go = o}ͱͯ͠Α͍. ͢ͳ
ΘͪD࣍ͷΑ͏ʹॻ͚Δ:

D = G0.o ∼= G0/(G0 ∩ P ).

͜͜ͰզʑG0 ∩ P ͕ίϯύΫτ܈Ͱ͋Δ͜ͱΛԾఆ͢Δ. ͜ͷΑ
͏ͳྖضҬmeasurableͱݺΕ, ҬͷதͰಛผͳΫϥεʹଐྖض
͢Δ͕, पྖظҬMumford–TateྖҬͳͲHodgeཧͰݱΕΔྖض
Ҭ͜ͷ݅Λຬͨ͢. ͍·K0 ⊂ G0ΛG0 ∩ P ΛؚΉۃେίϯύΫ
τ෦܈ͱ͢Δ. K0ͷෳૉԽΛKͱ͢Δͱ, oͰͷK0يಓC0 = K0.o
C0 = K.oͱͳΓ, DͷίϯύΫτ෦ଟ༷ମͱͳΔ͜ͱ͕ΒΕͯ
͍Δ. ͞Βʹ Schmid–Wolf[SW]ʹΑΓ࣍ͷ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ:

ఆཧ 2.1. q = dimC0ͱ͢Δ. D qඋͰ͋Δ.
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൴ΒDͷΠάκʔενϣϯΛߏ͠, ͦͷLevi͕ࣜܗDͰগͳ͘
ͱ n− qݸͷਖ਼ͷݻ༗Λͭ࣋͜ͱΛࣔͨ͠.

2.2. .యతྖҬݹయతྖҬͱඇݹ ͷ࣍ҬDྖض 3ͭͷ߹ʹྨͰ
͖Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ:

(i) G0/K0͕ΤϧϛʔτରশྖҬͰ, ࣸ૾D → G0/K0͕ਖ਼ଇ;
(ii) G0/K0͕ΤϧϛʔτରশྖҬͰ, ࣸ૾D → G0/K0͕ਖ਼ଇͰ
ͳ͍;

(iii) G0/K0͕ΤϧϛʔτରশྖҬͰͳ͍.

͜͜Ͱ (i)ͷ߹, DΛݹయతྖҬͱݺͼ, (ii)ͱ (iii)ͷ߹, DΛඇݹ
యతྖҬͱݺͿ. D͕ݹయతྖҬͰ͋Δ߹, D ∼= C0×G0/K0ͱͳΓ,
Dٖತ, ͱ͘ʹDͷ Schmid–WolfΠάκʔενϣϯଟॏྼௐؔ
Ͱ͋Δ. Ұํ, D͕ඇݹయతྖҬͷ߹O(D) = CͰ͋Δ͜ͱ͕
ΒΕ͍ͯΔ.

ྫ 2.2. D͕ॏ͞−1, Hodge {hp,−p−1}ͷ HodgeߏͷपྖظҬͷ
ͱ͖, n =

∑
p≥0 h

p,−p−1ͱ͢Ε,

G0 = Sp(2n,R), K0
∼= U(n) G0 ∩ P ∼=

∏

p≥0

U(hp,−p−1)

͜ͷͱ͖K0 = G0 ∩ P ͳΒDݹయతྖҬ, K0 ̸= G0 ∩ P ͳΒD
 (ii)ͷඇݹయతྖҬͰ͋Δ.

զʑࡏݱ४උதͷจͰ࣍ͷ͜ͱΛࣔͨ͠

ఆཧ 2.3. ඇݹయతྖҬDٖԜͰ͋Δ.

2.3. αΠΫϧ࿈݁ੑͱٖԜੑ. ఆཧ 2.3ͷٖԜੑͷূ໌ͰҎԼʹड़
ΔαΠΫϧۭؒͷੑ࣭͕ॏཁͳׂΛՌͨ͢. جҬDͷྖضͣ· o
ͱͦͷK0يಓC0Λݻఆ͢Δ. ͜ͷͱ͖

MD = {gC0 | g ∈ G, gC0 ⊂ D}

ΛαΠΫϧۭؒͱݺͿ. ͜͜ͰMDG࣭ۭؒ {gC0 | g ∈ G}ͷ։
ू߹Ͱ͋Δ. ͍·D͕mesurableͰ͋Δ͜ͱΛԾఆ͍ͯ͠ΔͨΊ, MD

 SteinۭؒͱͳΔ. ͱ͘ʹ D͕ݹయతྖҬͳΒ, MD
∼= DͰ͋

Γ, D͕ (ii)ͷඇݹయతྖҬͳΒMD
∼= B × B̄Ͱ͋Δ (͜͜Ͱ B

B ∼= G0/K0ͱͳΔΤϧϛʔτରশྖҬ).
͍·Dͷҙͷ 2 z, z′MD ͷαΠΫϧͷͰ݁Ε͍ͯΔͱ

͖, DαΠΫϧ࿈݁ͱݺΕΔ. ͢ͳΘͪαΠΫϧ࿈݁ͳDʹର͠
ͯ, Λຬͨ࣍͢ [C1], · · · , [Cn] ∈ MD͕ଘ͢ࡏΔ:

z ∈ C1, z′ ∈ Cn, Ci ∩ Ci+1 ̸= ∅

͜ͷͱ͖Huckleberry[Hu]ʹΑͬͯ࣍ͷ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ:
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໋ 2.4. D͕ඇݹయతྖҬͰ͋Δ͜ͱͱαΠΫϧ࿈݁Ͱ͋Δ͜ͱ
ಉͰ͋Δ.

͞ΒʹHuckleberry[Hu]DʹαΠΫϧ࿈݁ੑʹؔ͢Δ͋Δ݅ (1
࿈݁ੑ)ΛԾఆͨ͠͏͑ͰٖԜੑΛࣔͨ͠. ͦΕ࣍ͷఆٛͰ༩͑ΒΕ
Δ͍ڧҙຯͰͷαΠΫϧ࿈݁ੑͰ͋Δ:

ఆٛ 2.5. Dͷ૬ରίϯύΫτ։ू߹ U Ͱ࣍Λຬͨ͢ͷ͕ଘ͢ࡏΔ
ͱ͖, D 1࿈݁ͱݺΕΔ:

U ⊃ C0Ͱ͋Γ, ∀z ∈ Ū ʹରͯ͠,
z ∈ C ⊂ Ū , C ∩ C0 ̸= ∅ Λຬͨ͢ [C] ∈ MD͕ଘ͢ࡏΔ.

͜Ε, Ū ͕C0ͱ࿈݁ͳαΠΫϧʹΑͬͯຒΊਚ͘͞Ε͍ͯΔ͜ͱΛ
ҙຯ͢Δ.

໋ 2.6. 1࿈݁ͳྖضҬDٖԜͰ͋Δ.

͜ͷূ໌ʹ͍ͭͯ؆୯ʹड़Δͱ, ·ͣ 1࿈݁ੑΑΓ࣍ͷ͜ͱ͕͍
͑Δ:

∀z ∈ ∂U ʹର͠, z ∈ C ⊂ Ū , U ∩ C ̸= ∅ͱͳΔ [C] ∈ MD͕ଘ͢ࡏΔ
(2.1)

͜͜Ͱ P1(C) ∼= Y ⊂ C͔ͭU ∩ Y ̸= ∅ͱͳΔ Y ͕औΕ, z′ ∈ U ∩ Y Λ
த৺ͱ͢Δ୯Ґดԁ൫ ∆̄ ⊂ U ∩ Y ΛऔΔͱ, Y \ ∆̄ͷଘࡏDͷٖԜ
ੑΛಋ͘.
Huckleberry[Hu]G0 = SL(n,R)ͳΒ, D 1࿈݁Ͱ͋Δ͜ͱΛ

͍ࣔͯ͠Δ. ͞Βʹචऀ [Ha]Gͷ Lieͷϧʔτ͕͋ܥΔ݅Λຬ
ͨͤ, D 1࿈݁Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔͨ͠.

2.4. ఆཧ 2.3ͷূ໌ͷུ֓. ໋ 2.6ͷূ໌Ͱ (2.1)Λຬͨ͢૬ରί
ϯύΫτ։ू߹ U ͷଘ͕ࡏॏཁͰ͋Γ, ͦͷͨΊʹ 1࿈݁ੑΛಋೖ͠
ͨ. ͔͠͠ 1࿈݁ੑΛԾఆͤͣͱ, શͯͷඇݹయతྖҬDʹରͯͦ͠
ͷΑ͏ͳ U ߏՄͰ͋Δ͜ͱΛࣔ͢.
·ͣX = {(z, [C]) | z ∈ C} ⊂ D ×MDʹର͠, 2ͭͷࣗવͳࣹӨʹ

ΑΓ, ͷϑΝΠϒϨʔγϣϯΛಘΔ࣍

X
µ

!!⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦ ν

""❉
❉❉

❉❉
❉❉

❉

D MD

͜͜Ͱ νݻ༗ࣸ૾Ͱ͋Γµ։ࣸ૾Ͱ͋Δ͜ͱ͕͔Δ. Ώ͑ʹMD

ͷ૬ରίϯύΫτ։ू߹ V ΛऔΕ, U = ν(µ−1(V ))Dͷ૬ରίϯ
ύΫτ։ू߹ͱͳΔ. ͜͜Ͱ U =

⋃
[C]∈V C Ͱ͋Δ. քڥ z ∈ ∂U ʹ

ର͠, z ∈ CͱͳΔ [C] ∈ ∂V ͕ଘ͢ࡏΔ. ͜ͷͱ͖, ͷKey࣍ Lemma
͕Γཱͭ:
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Key Lemma 2.7. [gC] ∈ V , gC ∩ C ̸= ∅ͱͳΔ g ∈ G͕ଘ͢ࡏΔ.

͜Ε͕Γཱͯ, gC ⊂ U ΑΓC ∩U ̸= ∅Ͱ͋Δ. ͜ͷCͷଘࡏʹ
ΑΓ, U  (2.1)Λຬͨ͢.

2.5. .͚ͯʹͷٖԜੑ࣍ߴ զʑ͞ΒʹAndreottiͷٖԜੑ (ఆٛ1.3)
Λ֦ு͠, .ͷෆมྔΛఆٛ͢Δ࣍

ఆٛ 2.8. ෳૉଟ༷ମX ͷ૬ରίϯύΫτͳ։ू߹ U ʹର͠, ͦͷશ
ͯͷڥք z ∈ ∂U ʹର͠, ਖ਼ଇࣸ૾ ρ : ∆q → Ū Ͱ ρ(0) = z ͔ͭ
ρ(∂∆q) ⊂ U ͳΔͷ͕ଘ͢ࡏΔͱ͖, ͱΓಘΔ qͷ࠷େΛ c(X)ͱ
ఆٛ͢Δ.

͜ͷఆ͕ٛ࣍ߴίϗϞϩδʔͷ༗ੑݶఆཧΛ༩͑ΔͷͰͳ͍͔ͱ
.͍ͯ͠Δظ ఆཧ 2.3ͷূ໌Ͱ༻͍ٕͨ๏Λͯͬ, զʑ͍͔ͭ͘
ͷྫʹର͠, ͜ͷෆมྔͷධՁΛ༩͑ͨ. ҎԼͷྫͰ P େͷۃ͕
߹Λѻ͍ͬͯΔ͕, P ͕Ұൠͷ߹, ͜ͷ߹ؼணͤ͞Δ͜ͱ͕Ͱ
͖Δ.

ྫ 2.9. G0 = SU(p, q)ͱ͢Δ. P Ͱ͋Δͱ͖G/P܈େ์෦ۃ͕ 
Grassmannଟ༷ମGrass(k,Cp+q)Ͱ͋Δ. r + s = kͱ͠, Dr,sΛූ߸
(r, s)ͷ෦ۭ͕ؒͳ͢G/P ͷ෦ۭؒͱ͢Δͱ, Dr,sG0يಓͰ͋
Δ. ͜ͷͱ͖, c(Dr,s) ≥ min{r + q − s, p− r + s}.

ྫ 2.10. G0 = Sp(2n,R)ͱ͢Δ. P Ͱ͋Δͱ͖G/P܈େ์෦ۃ͕
 kݩ࣍ํత෦ۭؒ (k < n)ͷͳ͢Grass(k,C2n)ͷ෦ۭؒͰ͋
Δ. r+ s = kͱ͠, Dr,sΛූ߸ (r, s)ͷ෦ۭ͕ؒͳ͢G/P ͷ෦ۭؒ
ͱ͢Δͱ, Dr,sG0يಓͰ͋Δ. ͜ͷͱ͖, c(Dr,s) ≥ min{n−p, n−q}.
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