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概 要

本稿では semistable log smooth degeneration X の relative log de Rham coho-
mology Hi(X,ωX/∗) が自然な極限混合 Hodge構造をもつという結果について記す．
これは Green-Griffiths [7]の結果の対数幾何的アナロジーである．詳細は現在執筆
中の [6]に譲り，ここでは証明の方針を概観するにとどめる．

1 動機
Green-Griffiths [7]は，次の条件をみたす複素解析空間Xを考察の対象としている：

(†) 任意の点 x ∈ Xは，単純正規交叉多様体の直積と同型な開近傍 V をもつ．言い換
えれば，任意の x ∈ Xは，Cnのある開部分集合 U の閉部分空間

{
∏

λ∈Λ1

xλ = 0,
∏

λ∈Λ2

xλ = 0, . . . ,
∏

λ∈Λk

xλ = 0} ∩ U

と同型であるような開近傍 V をもつ．ただしここで，x1, x2, . . . , xnはCnの座標関
数，Λ1,Λ2, . . . ,Λkは {1, 2, . . . , n}の部分集合の族で互いに disjointなもの，すなわ
ち任意の異なる i, j についてΛi ∩ Λj = ∅をみたすものとする．

k = 1の場合，X は正規交叉多様体である．また，次に述べるように，semistable射の
ファイバーは条件 (†)をみたす複素解析空間の典型的な例である．

例 1.1. 複素多様体Xから多重円板∆kへの射 f : X −→ ∆k が semistableであるとする．
すなわち，∆k上の正規交叉因子 E = {t1t2 · · · tk = 0}の引き戻しD = f ∗Eは被約な単
純正規交叉因子であり，局所的に f は，

f ∗t1 =
∏

λ∈Λ1

xλ, f
∗t2 =

∏

λ∈Λ2

xλ, . . . , f
∗tk =

∏

λ∈Λk

xλ
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と表される．ただしここで，t1, t2, . . . , tk は∆kの座標関数，(x1, x2, . . . , xn)はX上の局
所座標，Λ1,Λ2, . . . ,Λkは {1, 2, . . . , n}の互いに disjoint な部分集合の族である．このと
き，f の原点におけるファイバーX = f−1(0)は条件 (†)をみたす複素解析空間である．

Green-Griffiths [7]はさらに，(†)をみたす複素解析空間Xのある種の無限小変形Xを
考え，次の主張を延べている．

主張 1.2 (Green-Griffiths [7]). 条件 (†)をみたすXが射影的であるとき，XおよびXか
ら自然に極限混合Hodge構造が定まる．

ここで彼らの云う極限混合Hodge構造とは以下のように定義される．

定義 1.3. (V,W, F )をQ上定義された混合 Hodge構造とする．巾零なQ線形写像N :

V −→ V および整数 aが存在して，W = W (N)[a]が成立するとき，(V,W, F )は極限
混合 Hodge構造であると云う．ただしW (N)は monodromy weight filtration を表し，
W (N)[a]m = W (N)m−aと定める．

上で述べた彼等の主張は極めて曖昧であるが，私の力不足もあり，ここではこれ以上
深入りしない．正確な statementは原論文 [7]のTheorem IおよびTheorem I’ を参照し
て頂きたい．
一方，Friedman [1]による d-semistable条件をみたす正規交叉多様体という概念が，

Steenbrink [15]による log deformation という概念と同値であることが，加藤文元 [9]に
おいて証明されている．そこで，Green-Griffiths [7]が考察の対象とした (†)をみたす複
素解析空間の対数幾何的なアナロジーを考え，彼等が主張する極限混合Hodge構造の存
在を対数幾何の枠組みで考察してみることが本稿の目的である．より詳しく述べれば，
Steenbrinkの log deformationの定義に倣って semistable log smooth degenerationとい
う概念を定義し，その relative log de Rham cohomology上に自然な極限混合 Hodge構
造を構成することを目標とする．以上をおおまかに図式にすると次のようになる 1．

log deformation ←→ 正規交叉多様体（+ d-semistability）
| |
↓ ↓

semistable log smooth degeneration ←→ (†) をみたす複素解析空間

目標：semistable log smooth degeneration 上の自然な極限混合 Hodge 構造
= Green-Griffiths の極限混合 Hodge 構造

1ただし，(†) をみたす複素解析空間に関する d-semistability に対応する条件が何であるべきかについ
ては，ほとんど調べられていない状況だと思われる．
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2 Semistable log smooth degeneration の定義
定義 2.1. Xを複素多様体，DをX上の有効因子とし，開埋め込みX \D −→ Xを jで
表す．このときX上の対数構造MX(D)が

MX(D) = j∗O∗
X\D ∩OX

によって定まる．

定義 2.2. 正整数 kに対して k重対数的点 ∗kを，対数構造付きの点として

∗k = ((SpecC)an,Nk ⊕ C∗)

と定義する．また，k = 1の場合 ∗1を簡単に ∗とかく．

注意 2.3. 多重円板∆k上の正規交叉因子E = {t1t2 · · · tk = 0}は，定義 2.1により∆k上
に対数構造M∆k(E)を定めるが，k重対数的点 ∗kは，多重円板∆kの原点にこの対数構
造の pull backを付加した対数構造付き点に他ならない．従って，対数的複素解析空間と
しての自然な射

∗k −→ ∆k

が存在する．この射の対数構造を忘れたものが，原点の∆kへの閉埋め込み {0} −→ ∆k

に他ならない．

注意 2.4. 複素多様体U から多重円板∆kへの射 g : U −→ ∆kが semistable（例 1.1）で
あるとする．このとき∆k上の単純正規交叉因子Eの gによる引き戻しD = g∗Eは，U

上の単純正規交叉因子である．そこで，U および∆kに対数構造MU(D)およびM∆k(E)

を付加すれば，gは対数的複素解析空間としての射になり，さらに log smoothと呼ばれ
る性質をみたす．詳細は [10]等，対数幾何の文献を参照されたい．

定義 2.5. 正整数 kを固定し，∗kを上述の k重対数的点，f : X −→ ∗kを対数的複素解析
空間Xから ∗kへの対数的複素解析空間としての射とする．このとき f が semistable log

smooth degenerationであるとは，任意の x ∈ X に対して，xの開近傍 V と複素多様体
の射 g : U −→ ∆kが存在して次の二条件をみたすことである．

(2.5.1) gは semistable（例 1.1）である．
(2.5.2) 対数的複素解析空間としてのCartesian diagram

V −−−→ U

f

⏐⏐#
⏐⏐#g

∗k −−−→ ∆k

が存在する．

注意 2.6. Steenbrinkが [15]において定義した log deformationは，k = 1の semistable

log smooth degeneration X −→ ∗に他ならない．一方，上で定義した semistable log

smooth degeneration は，[3]において定義した log smooth degenerationの特別な場合で
ある．
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注意 2.7. 対数的複素解析空間の射X −→ ∗kが semistable log smooth degeneration で
あるならば，例 1.1からX が条件 (†)をみたすことは明らかである．さらに semistable

log smooth degeneration X −→ ∗kを与えることと，データ (X,MX , t1, t2, . . . , tk)で以下
の性質をもつものを与えることが同値である．

(2.7.1) Xは条件 (†)をみたす複素解析空間である．
(2.7.2) MX はX上の対数構造で，条件 (†)によって各点の開近傍 V を

V ≃ {
∏

λ∈Λ1

xλ = 0,
∏

λ∈Λ2

xλ = 0, . . . ,
∏

λ∈Λk

xλ = 0} ∩ U

と同一視したとき
MX |V ≃ O∗

V ·
∏

λ∈Λ

xN
λ

が成り立つ．ここでΛ =
∐k

i=1 Λiとする．
(2.7.3) ti ∈ Γ(X,MX) (i = 1, 2, . . . , k)であり，上述のように V をとるとき Γ(V,MX)

の元として
ti =

∏

λ∈Λi

xλ (i = 1, 2, . . . , k)

が成り立つ．

そこで，以後，semistable log smooth degeneration X −→ ∗kと云うかわりに，semistable

log smooth degeneration (X,MX , t1, t2, . . . , tk)，あるいは簡単に semistable log smooth

degeneration Xと云うこともある．

対数幾何の一般論により semistable log smooth degeneration X に対して，その log

differential formの層 ωp
X および log de Rham複体 ωX が定まる．さらに射X −→ ∗kが

存在することから，relative log differential formの層 ωp
X/∗k および relative log de Rham

複体 ωX/∗k が定義される．上述の (2.7.2)に現れるような V に対して

ωp
X |V ≃ OV ⊗ Ωp

U(logD),

が成り立つ．また

ωp
X/∗k = ωp

X

/ k∑

i=1

dlog ti ∧ ωp−1
X

も分かる．詳しくは [10] [11]等を参照されたい．

3 主結果
前節の定義の下，本稿の主結果は次の定理である．

定理 3.1. 射影的な semistable log smooth degeneration X の relative log de Rham co-

homology Hi(X,ωX/∗k)は極限混合Hodge構造をもつ．
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既知の結果

ここで既知の結果を簡単に整理しておく．従前（特に対数幾何以前？）は semistable log

smooth degeneration上の混合 Hodge理論としてではなく，semistable射 f : X −→ ∆k

から得られる Hodge構造の変動の極限として，ファイバー X = f−1(0)に関するコホ
モロジー群 Hi(X,OX ⊗ ΩX/∆k(logD)) 上の混合 Hodge構造が考察されていた．そこで
semistable射の場合と，semistable log smooth degenerationの場合に分け，さらに k = 1

の場合と k ≥ 2の場合に分けて表にする．（さらに semistable射 f : X −→ ∆kは固有射，
semistable log smooth degenerationはコンパクトと仮定し，適切なケーラー条件の下で
考える．さらに，極限混合Hodge構造について考察するときには，射影的であることを
仮定する．）

k = 1 k ≥ 2

f : X −→ ∆k MHS: Steenbrink [14], MHS: 藤澤 [2]

: semistable 川又 [12]

LMHS: Guillen-Navarro Aznar [8], LMHS: 藤澤 [5]

Saito [13],

Usui [16]

semistable log smooth MHS: Steenbrink [15] MHS: 藤澤 [3]

degeneration LMHS: Steenbrink [15] LMHS:

表中のMHSは混合Hodge構造を，LMHSは極限混合Hodge構造を表す．本稿の主題
は，この表の右下隅を埋めることに他ならない．

4 証明の方針
定理 3.1を証明するには，relative log de Rham cohomology に適切なQ構造を与える
ことは必須である．しかしながら，煩雑さを避けるため，本稿では C構造のみを考察す
ることにする．詳細は [6]を参照して頂きたい．
以下，X（あるいはX −→ ∗k）は semistable log smooth degenerationとし，必要なら
ば射影的であると仮定する．
さて，定理 3.1の証明は大きく次の三つのステップに分かれる．

(1) X上の cohomological Q-mixed Hodge complex (A,L, F ) = ((AQ, L), (AC, L, F ),α)

で
ωX/∗k ≃ AC (quasi-isomorphism)

をみたすものを構成する．

(2) 巾零な射
N : Hi(X,A) −→ Hi(X,A)
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を構成する．

(3) Hi(X,A)上の filtration Lがmonodromy weight filtration W (N)に一致することを
証明する．

ただし，X が semistable 射のファイバーであるときには，(1)で構成される混合Hodge

構造および，(2)で構成される射は，[2]および [5]で構成されたものに一致していること
を要請する．
これらのステップのそれぞれを概観する前に，以後しばしば現われる幾つかの記号に
ついて確認しておく．

記号 4.1. 有限集合Aの元の個数を |A|で表す．

記号 4.2. 集合Nk上に半順序≤を

(a1, a2, . . . , ak) ≤ (b1, b2, . . . , bk)
def⇐⇒すべての iについて ai ≤ biが成り立つ

として定める．また r = (r1, r2, . . . , rk) ∈ Nkに対して，|r| = r1 + r2 + · · ·+ rkとする 2．
一方Nkの第 i基本ベクトルを eiで表す．すなわち ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)（第 i成分の
みが 1）とする．また e =

∑k
i=1 ei = (1, 1, . . . , 1) ∈ Nkと記す．

4.1 CMHC (A,L, F ) の構成

まず log de Rham複体ωXと relative log de Rham複体ωX/∗k上に，stupid filtration F

を以下のように定義する．

定義 4.3. 任意の n, pに対して

F pωn
X =

{
0 n < pのとき
ωn
X n ≥ pのとき

と定めることにより ωX 上に，また

F pωn
X/∗k =

{
0 n < pのとき
ωn
X/∗k n ≥ pのとき

とすることにより ωX/∗k 上に，有限減少 filtration F が定まる．

次に，Xの log de Rham complex ωX上に increasing filtration W を次のように定める．

定義 4.4. 任意のm,nに対して

Wmω
n
X = Image(

n−m∧
Ω1

X ⊗ ωm
X −→ ωn

X)

と定める．ただし，Ω1
XはXのKähler differentialの層であり，右辺の射は外積をとるこ

とによって定まるものとする．
2これら |A|と |r|とが混乱する恐れは，まず無いと思う．
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定義から，semistable log smooth degeneration Xは，局所的には semistable射のファ
イバーとみなすことができる．従って semistable射に関して [2]で行なった構成をX に
対して局所的に実行することは可能である．すると，この局所的な構成がX全体で上手
く定義できれば，と期待するのは自然な考えだが，対数構造が存在していることを用い
れば，これを実際に実行することが可能である．次の補題はその一例である．

補題 4.5. X −→ ∗kを semistable log smooth degenerationとする．任意の i ∈ {1, 2, . . . , k}
に対し，Xの log de Rham複体 ωX上の finite increasing filtration W (i)で，次の性質を
もつものが存在する：

(2.7.2)および (2.7.3)をみたす任意の開集合 V に対して，同型

ωn
X |V ≃ OV ⊗ Ωn

U(logD)

の下，

W (i)mω
n
X |V ≃ Image(W (Di)mΩ

n
U(logD) −→ OV ⊗ Ωn

U(logD)) (4.5.1)

が任意の m,nに対して成り立つ．ただし U は (2.7.2)に現われる Cn の開集合，
D = {

∏
λ∈Λ xλ = 0}, かつDi = {

∏
λ∈Λi

xλ = 0}とする．

証明. 同型 (4.5.1)によって V 上で定まるW (i)が，V のとり方によらないことを見れば
良い．そこで，W を (2.7.2)および (2.7.3)をみたすもう一つの開集合とする．すなわち

W ≃ {
∏

γ∈Γ1

yγ = 0,
∏

γ∈Γ2

yγ = 0, . . . ,
∏

γ∈Γk

yγ = 0}

ti =
∏

γ∈Γi

yγ (i = 1, 2, . . . , k)

が成り立っているとする．さらに，簡単のため，ある点 p ∈ V ∩W が V およびW 双方
の原点に対応していると仮定する．このとき Γ =

∐k
i=1 Γiとおいて，

(MX/O∗
X)p ≃

⊕

λ∈Λ

N[xλ] ≃
⊕

γ∈Γ

N[yγ]

および
ti =

∏

λ∈Λi

xλ =
∏

γ∈Γi

yγ (i = 1, 2, . . . , k)

が成立することから，ある全単射 ϕ : Λ −→ Γで次の性質をみたすものが存在する．

• 任意の i = 1, 2, . . . , kに対して ϕ(Λi) = Γi．

• 任意の λ ∈ Λに対して，ある aλ ∈ O∗
X,pが存在して xλ = aλyϕ(λ)

このことから，stalk ωX,p上でW (i)が V のとり方によらないことは容易に分る．
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次の補題も同様に，局所的な構成を対数構造を用いて貼り合せることによって示され
る．（証明は省略する．）

補題 4.6. Xを semistable log smooth degenerationとする．任意の r = (r1, r2 . . . , rk) ∈
Nkに対して，次の性質をもつ複素解析空間Xrおよび有限射 ar : Xr −→ Xが存在する．

• (2.7.2)–(2.7.3) が成り立つようなXの開集合 V に対して

a−1
r (V ) ≃

∐

Γ⊂Λ
|Γ∩Λi|=ri

(
⋂

λ∈Γ

{xλ = 0} ∩ V )

である．

さらにXr上の階数 1の局所定数 Z層 εrで次の性質をもつものが存在する．

• (2.7.2)–(2.7.3)が成り立つようなXの開集合V に対して，a−1
r (V )の連結成分⋂λ∈Γ{xλ =

0} ∩X上で

(ϵr|a−1
r (V ))|⋂λ∈Γ{xλ=0}∩X =

|Γ|∧
ZΓ⋂

λ∈Γ{xλ=0}∩X

である．ここで ZΓ⋂
λ∈Γ{xλ=0}∩X は階数 |Γ|の定数 Z層を表す．

このとき，自然な同型
εr ⊗ εr ≃ ZXr

が存在し，これが対称で正定値な双線型形式を与える．

注意 4.7. 射 ar : Xr −→ Xが有限射であるから，Xが射影的ならばXrも射影的である．
また r ≥ eならば，Xrは非特異である．

以上を準備した上でCMHC (A,L, F )のC構造 (AC, L, F )を次のように定義する．

定義 4.8. 任意の p ∈ N, q ∈ Nkに対して

Ap,q
C = ωp+|q|+k

X

/ k∑

i=1

W (i)qi

とし，
d0 : A

p,q
C −→ Ap+1,q

C

を微分形式の外微分 dから引き起される射，

dlog ti∧ : Ap,q
C −→ Ap,q+ei

C

を 1次微分形式 dlog tiを（左から）外積することによって定まる射とする．そこで

An
C =

⊕

p+|q|=n

Ap,q
C =

⊕

q∈Nk

(ωn+k
X

/ k∑

i=1

W (i)qi)
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とおき，その微分を

d = (−1)k(d0 +
k∑

i=1

dlog ti∧)

と定めることにより複体ACが定義される．さらに

LmA
n
C =

⊕

q∈N

(Wm+2|q|+kω
n+k
X

/ k∑

i=1

W (i)qi)

F pAn
C =

⊕

|q|≤n−p

(ωn+k
X

/ k∑

i=1

W (i)qi)

と定義することにより，AC上に有限増大 filtration Lと有限減少 filtration F とが定まる．

注意 4.9. X が semistable射 f : X −→ ∆kによりX = f−1(0)となっているとき，ここ
で定義されたCMHC (A,L, F )は [2]で定義されたものと一致する．

このように定義するとき，次の補題および定理を証明することができる．

補題 4.10. 微分形式 dlog t1 ∧ dlog t2 ∧ · · · ∧ dlog tkを左から外積する射 ωp
X −→ ωp+k

X は
filtration F に関する filtered quasi-isomorphism

(ωX/∗k , F )
≃−→ (AC, F )

を引き起こす．

証明. 局所的な問題であるから，[2]と同様．

定理 4.11. X上のQ層の複体AQとその上の有限増大 filtration L，および filtrationを保
つ射α : (AQ, L) −→ (AC, L)が存在し，Xが射影的な semistable log smooth degeneration

ならば
(A,L, F ) = ((AQ, L), (AC, L, F ))

はX上のCMHCである．

証明. 先にも述べたように，C構造のみについて記す．任意のmについて，同型

(GrLm AC, F ) ≃
⊕

q∈Nk

⊕

r∈Nk

r≥q+e
|r|=m+2|q|+k

(εr ⊗ Ω•
Xr
[−m− 2|q|], F [−m− |q|]) (4.11.1)

が存在する．ここでXrが射影的であることから，右辺はweightが

−m− 2|q|− 2(−m− |q|) = m

のCHCである．

これら二つを合せて，次の結果を得る．
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定理 4.12. X を射影的な semistable log smooth degenerationとする．このとき，任意
の iについて

((Hi(X,AQ), L), (H
i(X,AC), L, F ),Hi(X,α))

は混合Hodge構造であり，自然な同型

GrpF Hi(X,AC) ≃ GrpF Hi(X,ωX/∗k) ≃ Hi−p(X,ωp
X/∗k)

が，任意の pについて存在する．さらに (AQ, L)および (AC, L)が定めるスペクトル系列
はE2項で退化する．すなわち

GrLm Hi(X,AQ) ≃ E−m,i+m
2 (AQ, L)

GrLm Hi(X,AC) ≃ E−m,i+m
2 (AC, L) (4.12.1)

が成り立つ．

4.2 巾零射 N の構成

実際には，k個の射Nj (j = 1, 2, . . . , k)を構成し，N =
∑k

j=1Nj としてNを定義する．

定義 4.13. 自然な射

Ap,q
C = ωp+|q|+k

X

/ k∑

i=1

W (i)qi −→ ωp+|q|+k
X

/
(

k∑

i ̸=j

W (i)qi +W (j)qj+1) = A
p−1,q+ej
C

は複体の射AC −→ ACを定める．これを νj : AC −→ AC (j = 1, 2, . . . , k) で表す．さら
に ν =

∑k
j=1 νjとする．任意の iについて

Nj = Hi(X, νj) : H
i(X,AC) −→ Hi(X,AC) (j = 1, 2, . . . , k)

とし，さらに

N =
k∑

j=1

Nj : H
i(X,AC) −→ Hi(X,AC)

と定める．定義からN = Hi(X, ν)が成り立つ．

注意 4.14. 実は νjはQ上定義される．すなわち，Q構造AQ上で定義された射の係数拡
大と一致する．

注意 4.15. 任意の j = 1, 2, . . . , kに対して

νj(LmAC) ⊂ Lm−2AC, νj(F
pAC) ⊂ F p−1AC

が成り立つことが，定義から容易に分る．これから

N(LmH
i(X,AC)) ⊂ Lm−2H

i(X,AC)

を得る．さらにこれからN が巾零であることも分る．
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注意 4.16. X が semistable射 f : X −→ ∆kによってX = f−1(0)と与えられていると
き，上で定義した複体の射 νjは，[5]で定義されたものと一致する．従って，Xsを f の
general fiber，すなわち s ∈ (∆∗)n = ∆k \EのファイバーXs = f−1(s)とするとき，適切
な同一視

Hi(X,AC) ≃ Hi(Xs,C)

の下で，上で定義した Nj (j = 1, 2, . . . , k)と座標平面 tj = 0のまわりの monodromy

automorphism Tj : Hi(Xs,C) −→ Hi(Xs,C)は

Tj = exp(−2π
√
−1Nj) (j = 1, 2, . . . , k)

をみたす．

4.3 L = W (N)の証明

最後のステップはL = W (N)を示すことである．そのためには，任意の非負整数 lに
対して，射N lが同型

GrLl H
i(X,AC)

≃−→ GrL−l H
i(X,AC)

を引き起すことを証明すれば良い．ここで，(AC, L)が定めるスペクトル系列のE2退化，
すなわち同型 (4.12.1) によれば，射 νが同型

E−l,i+l
2 (AC, L)

≃−→ El,i−l
2 (AC, L)

を引き起すことを示せば良い．そのために，まずはE1項を調べる．

補題 4.17. Xが射影的であるとき，有限次元Cベクトル空間

E1(AC, L) =
⊕

a,b

Ea,b
1 (AC, L)

への SL(2,C)× SL(2,C)の作用

ρ : SL(2,C)× SL(2,C) −→ Aut(E1(AC, L))

で，それが引き起す射 ρ∗ : sl(2,C)⊕ sl(2,C) −→ End(E1(AC, L)) が

ρ∗(0, n) = E1(ν) (4.17.1)

をみたすようなものが存在する．ここで

n =

(
0 1

0 0

)
∈ sl(2,C)

であり，E1(ν)は射 ν : AC −→ ACがE1項に引き起す射（の直和）を表す．
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証明. 同型 (4.11.1)から容易に，同型

E1(AC, L) ≃
⊕

r∈Nk

H∗(Xr, εr ⊗ C)⊗C C[u1, u2, . . . , uk]
/
(ur1

1 , ur2
2 , . . . , urk

k ) (4.17.2)

を得る．一般に多項式環の商環 C[u]/(un+1)は，二変数 n次斉次多項式全体の空間と同
一視することにより，自然に SL(2,C)の作用をもつから，

C[u1, u2, . . . , uk]
/
(ur1

1 , ur2
2 , . . . , urk

k ) = C[u1]/(u
r1
1 )⊗ C[u2]/(u

r2
2 )⊗ · · ·⊗ C[uk]/(u

rk
k )

は自然に (SL(2,C))kの作用をもつ．従って diagonal SL(2,C) −→ (SL(2,C))kによって，
SL(2,C)が C[u1, u2, . . . , uk]

/
(ur1

1 , ur2
2 , . . . , urk

k ) に作用する．一方，Hard Lefschetz定理
から

H∗(Xr, εr ⊗ C) =
⊕

i∈Z

Hi(Xr, εr ⊗ C)

にはSL(2,C)が作用する．従ってE1(AC, L)へのSL(2,C)×SL(2,C)の作用を得る．こ
のとき (4.17.1)が成立することは，同型 (4.17.2)を良く見ることで分る．

注意 4.18. 同型 (4.11.1)の類似がQ構造 (AQ, L)に対しても成立し，同型 (4.17.2)の類似
がE1(AQ, L)に対しても成立する．これから，上述のE1(AC, L)へのSL(2,C)×SL(2,C)
作用が，実はQ上定義されていることが分る．

補題 4.19. Xは射影的であるとする．このとき，任意の正整数 lについて，射 νl : AC −→
ACは同型

E−l,i+l
2 (AC, L)

≃−→ El,i−l
2 (AC, L)

を引き起す．

証明. 補題4.17により，E1(AC, L)にはSL(2,C)×SL(2,C)の作用がある．これにGuillen-

Navarro Aznar [8]の議論を適用することにより，この作用がE2(AC, L)への SL(2,C)×
SL(2,C)の作用を引き起すことを示すことができ，これから結論を得る．

定理 4.12および補題 4.19を合せて，本稿の主結果を得る．

定理 4.20. Xは射影的な semistable log smooth degenerationであるとする．このとき，
任意の iおよび正整数 lについて，N lは同型

GrLl H
i(X,AC)

≃−→ GrL−l H
i(X,AC)

を引き起す．すなわち Hi(X,AC)上 L = W (N)が成り立つ．よって任意の iについて
Hi(X,ωX/∗k) は極限混合Hodge構造をもつ．
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5 残された問い
上述のように，射影的な semistable log smooth degeneration Xの relative log de Rham

cohomology Hi(X,ωX/∗k)が極限混合Hodge構造をもつことが示された．一方で，[3]に
おいて，Hi(X,ωX/∗k)が混合Hodge構造をもつことが既に証明されていた．そこで，次
の問いが自然に生じる：

(Q1) 定理 3.1において構成された混合Hodge構造と，[3]において構成された混合Hodge

構造は一致するか？

元々，本来の目標は，[3]で構成された混合Hodge構造が極限混合Hodge構造であるこ
とを証明することであった．しかし，それを直接証明することが困難であるため，別の
方法で改めて混合Hodge構造を構成し，それが極限混合Hodge構造であることを示す，
というのが本稿で述べた内容である．従って，この (Q1)を肯定的に解決して始めて，本
来の目標が達成できたと言うことができる．
次に，冒頭でも述べたGreen-Griffiths [7]に関連して次の問いが考えられる：

(Q2) 定理 3.1において構成された極限混合Hodge構造と，[7]において構成された極限
混合Hodge構造は一致するか？

さらに，本稿の結果を踏まえて次に考えるべき問いは，混合Hodge構造の偏極につい
てであろう．

(Q3) 定理 3.1において構成された極限混合Hodge構造は，混合Hodge構造としての偏
極をもつか？

k = 1の場合，すなわち log deformationの場合には，[4]で解決済みであるが，かなり煩
雑な計算が必要であった．k ≥ 2の場合に同様の手法が適用可能であったとしても，非
常に面倒な計算が必要であると思われる．
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Math. J. 61 (1990), 133–155.

[9] F. Kato, Log smooth deformation theory, Tohoku Math. J. (2) 48 (1996), no. 3,

317–354.

[10] K. Kato, Logarithmic structures of Fontaine-Illusie, Algebraic Analysis, Geometry

and Number Theory (J.-I. Igusa, ed.), Johns Hopkins Univ., 1988, pp. 191–224.

[11] K. Kato and C. Nakayama, Log Betti cohomology, log étale cohomology, and log de

Rham cohomology of log schemes over C, Kodai Math. J. 22 (1999), 191–224.

[12] Y. Kawamata, On algebraic fiber spaces, Contemporary trends in algebraic geometry

and algebraic topology (S.-S. Chern, L. Fu, and R. Hain, eds.), Nankai Tracts in

Mathematics, vol. 5, World Scientific Publishing, 2002.

[13] M. Saito, Modules de Hodge Polarisable, Publ. RIMS. 24 (1988), 849–921.

[14] J. Steenbrink, Limits of Hodge Structures, Invent. Math. 31 (1976), 229–257.

[15] , Logarithmic embeddings of varieties with normal crossings and mixed Hodge

structures, Math. Ann. 301 (1995), 105–118.

[16] S. Usui, Mixed Torelli problem for Todorov surfaces, Osaka J. Math. 28 (1991),

697–735.

14

16




