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1 序文

2次元非自励非線形系

$\{\begin{array}{l}x’=-e(t)x+f(t)\phi_{p^{*}}(y) ,y’=-g(t)\phi_{p}(x)-h(t)y\end{array}$ $(HS)$

を考える．ただし，係数 $e(t)$ , $f(t)$ , $g(t)$ 及び $h(t)$ は連続関数であり，関数 $\phi_{q}(z)$ を

$\phi_{q}(z)=|z|^{q-2_{Z}}, q>1$

と定義する．また， $P$ と $P^{*}$ は $(p-1)(p^{*}-1)=1$ を満たす値である．このとき，関数

$\phi_{p^{*}}$ は $\phi_{p}$ の逆関数になる．特に $e(t)\equiv 0,$ $f(t)\equiv 1$ のとき，変数変換 $y=\phi_{p}(x’)$ により，

方程式系 $(HS)$ は 2階微分方程式

$(\phi_{p}(x’))’+h(t)\phi_{p}(x’)+g(t)\phi_{p}(x)=0$

になる．この方程式の解を $x(t)$ とすれば，関数 $\phi_{p}$ が $\phi_{p}(xy)=\phi_{p}(x)\phi_{p}(y)$ を満足する

ことから， $cx(t)$ もまたこの方程式の解になる．すなわち，解の定数倍は解になる．一方，

$p=2$ の場合を除けば， $\phi_{p}(x+y)\neq\phi_{p}(x)+\phi_{p}(y)$ であるから，解の和が解になるとは限

らない．したがって，この方程式は線形微分方程式が有する半分の解の性質をもつこと

から，半分線形微分方程式と呼ばれる．本研究で扱う方程式系 $(HS)$ はこの半分線形微

分方程式と同値な方程式系を拡張した方程式系であることから，しばしば半分線形系と

呼ばれる (例えば，[5, 6, 12, 15, 16, 17, 18] を参照せよ). 方程式系 $(HS)$ は半分線形微

分方程式の様に解の定数倍が解になるとは限らないが，これに類似する良い解の性質を

もつ．いま，点 $(t_{0}, (x_{0}, y_{0}))$ を通る方程式系 $(HS)$ の解を $(x(t), y(t))$ とし， $z(t)=cx(t)$ ,

$w(t)=\phi_{p}(c)y(t)$ とおく．このとき，明らかに $(z(t_{0}), w(t_{0}))=(cx_{0}, \phi_{p}(c)y_{0})$ である．また

$z’(t)=cx’(t)=-e(t)cx(t)+f(t)\phi_{p^{*}}(\phi_{p}(c)y(t))=-e(t)z(t)+f(t)\phi_{p^{*}}(w(t))$
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かつ

$w’(t)=\phi_{p}(c)y’(t)=-g(t)\phi_{p}(cx(t))-h(t)\phi_{p}(c)y(t)=-g(t)\phi_{p}(z(t))-h(t)w(t)$

であるから， $(z(t), w(t))$ は点 $(t_{0}, (cx_{0}, \phi_{p}(c)y_{0}))$ を通る方程式系 $(HS)$ の解になる．し

たがって，以下の補題が成り立つ．

補題 1.1. 点 $(to, (x_{0}, y_{0}))$ を通る方程式系 $(HS)$ の解を $(x(t), y(t))$ とする．このとき，

$(cx,(t), \phi_{p}(c)y(t))$ は点 $(t_{0}, (cx_{0}, \phi_{p}(c)y_{0}))$ を通る方程式系 $(HS)$ の解になる．ただし， $c\in$

$\mathbb{R}$ である．

さらに，方程式系 $(HS)$ の解の初期値問題に関して，以下の関係が成り立つことが分

かる．ただし，証明は第 2節で述べる．

補題 1.2. 時刻 $t_{0}\geq 0$ において点 $(x_{0}, y_{0})$ を通る方程式系 $(HS)$ の解を $(x(t), y(t))$ と書

き，関数 $\psi(t)$ を

$\psi(t)=\max\{-pe(t)+|(p-1)f(t)-g(t)|, -p^{*}h(t)+|f(t)-(p^{*}-1)g(t)|\}$

と定義する．このとき，方程式系 $(HS)$ の解 $(x(t), y(t))$ は $t\geq t_{0}$ において不等式

$|x(t)|^{p}+|y(t)|^{p^{*}} \leq(|x_{0}|^{p}+|y_{0}|^{p^{*}})\exp(\int_{t_{0}}^{t}\psi(s)ds)$ (1.1)

を満足する．

補題 1.2を用いると，係数 $e(t)$ , $f(t)$ , $g(t)$ 及び $h(t)$ の連続性から， $\psi(t)$ もまた連続

関数である．したがって，補題 1.2における不等式 (1.1) を考慮すれば，方程式系 $(HS)$

のすべての解は時間大域的に存在する．また，不等式 (1.1) より， $(x_{0}, y_{0})=(0,0)$ を

通る解は $(x(t), y(t))\equiv(0,0)$ のみである．この解を方程式系 $(HS)$ の零解と呼ぶ．以

後，本研究で扱う方程式系 $(HS)$ の零解の近傍における解の性質を定義する．簡単のた

め，xo $=(x_{0}, y_{0})$ と表し，時刻 $to\geq 0$ において，点 xo を通る方程式系 $(HS)$ の解を

$x(t;to, xo)$ $=(x(t;to, x_{0}, y_{0}), y(t;t_{0}, x_{0}, y_{0}))$ と表記する．また， $\Vert\cdot\Vert$ はユークリッドノル

ムとする．

定義 1.1. 方程式系 $(HS)$ の零解が安定であるとは，任意の $\epsilon>0$ と to $\geq 0$ に対して，

ある $\delta(t_{0}, \epsilon)>0$ が存在し， $\Vert x_{0}\Vert<\delta(t_{0}, \epsilon)$ を満たす任意の $x_{0}\in \mathbb{R}^{2}$ とすべての $t\geq t_{0}$

に対して， $\Vert x(t;t_{0},$ $x_{0}$
$<\epsilon$ が成り立つときをいう ([1,2, 3,4,8, 9, 10, 11, 13, 14,20] を

参照).

定義 1.2. 方程式系 $(HS)$ の零解が同程度吸収的であるとは，任意の $t_{0}$ $\geq 0$ に対して，あ

る $\gamma(t_{0})>0$ が存在し，任意の $\eta>0$ に対して，ある数 $T(t_{0,\eta})>0$ が選べ， $\Vert x_{0}\Vert<\gamma(t_{0})$

を満たす任意の $x_{0}\in \mathbb{R}^{2}$ 及び，すべての $t\geq\iota_{0}+T(t_{0\eta})$ に対して， $\Vert x(t$ ;to, $x_{0}$ $<\eta$

が成り立つときをいう ([1,11,13,20]を参照).
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定義 1.3. 方程式系 $(HS)$ の零解が同程度漸近安定であるとは，方程式系 $(HS)$ の零解

が同程度吸収的でかつ安定であるときをいう ([1,11,13,20]を参照).

もしも， $p\neq 2$ のとき，原点近傍でヤコビ行列を定義できないので，方程式系 $(HS)$ は

線形化できない非線形系となる．一方，$p=2$ のとき，方程式系 $(HS)$ は 2次元線形系

$x’=A(t)x, A(t)=(\begin{array}{ll}-e(t) f(t)-g(t) -h(t)\end{array}) (LS)$

になる．ただし， $x=t(x, y)$ である．線形系の零解の安定性の問題は古くから研究がな

され，関連する研究は膨大である．単に種々の科学への応用が多いだけでなく，その解空

間に線形性が保たれることから，解析し易いことが理由として挙げられる．着目すべき

は，線形系に対しては基本解行列を考察することが出来るという事実である．基本解行

列とは，線形系の互いに独立な解を基底とする行列解のことをいう．基本解行列が求ま

れば，線形系の一般解を構成することができ，厳密な解析が可能になる (詳しくは，書籍

[1, 3, 4, 9, 14, 20] を参照せよ). この基本解行列を解析することで，種々の安定性について

様々な良い性質が知られている．例えば，方程式系 $(LS)$ の零解が同程度吸収的であると

ことと吸収的であること，すなわち，任意の $t_{0}\geq 0$ に対して，ある $\gamma(t_{0})>0$ が存在し，

$\Vert x_{0}\Vert<\gamma(t_{0})$ を満たす任意の $x_{0}\in \mathbb{R}^{2}$ と任意の $\eta>0$ に対して，ある数 $T(t_{0}, xo, \eta)>0$

が選べ，すべての $t\geq t_{0}+T(t_{0}, x_{0}, \eta)$ に対して， $\Vert x(t$ ;to, $x_{0}$ $<\eta$ であることが同値で

ある．また，零解が吸収的でかつ安定であるとき，零解は漸近安定と呼ばれる．吸収的

と同程度吸収的の差異は $T>0$ が初期値 $x_{0}\in \mathbb{R}^{2}$ への依存を許すか否かである．定義よ

り明らかに，零解が同程度吸収的ならば，吸収的であることが成り立つが，本来その逆

は成り立たない．例えば，Massera [11] を参照せよ．しかしながら，線形系に限ればそ

の逆が成り立つことになり，同程度吸収性と吸収性は同値である．さらに，以下の事実

が知られている．

定理 A. 線形系 $(LS)$ の零解が同程度吸収的であるならば，その零解は安定である．す

なわち，線形系 $(LS)$ の零解は同程度漸近安定である．

線形系の場合に限りこの事実を別の言葉で言い換えると，零解が吸収的であるならば，

その零解は安定である．ところが一般に，非線形系においては，零解の吸収性と零解の

安定性の間には包含関係は成立しない．例えば，Vinograd [7, 19] の例

$x’= \frac{x^{2}(y-x)+y^{5}}{(x^{2}+y^{2})\{1+(x^{2}+y^{2})^{2}\}}, y’=\frac{y^{2}(y-2x)}{(x^{2}+y^{2})\{1+(x^{2}+y^{2})^{2}\}}$

が良く知られている．この非線形微分方程式系は原点を唯一の平衡点としてもち，零解

は吸収的であるが安定ではない．したがって，線形系と非線形系の零解の性質には大き

な隔たりがあり，非線形系において (同程度) 吸収性や安定性の間には包含関係は成立し

ないことは明らかである．
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さて，本研究で扱う方程式系 $(HS)$ は $p=2$ の場合に線形系 $(LS)$ と一致するが，$p\neq 2$

の場合，非線形系である．線形系に関連するこれまでの多くの研究においては，基本解

行列を用いた解析手法に依るところが大きい．しかしながらその手法は，行列解が扱え

る線形系の枠を出ることは許されず，非線形系の解の漸近的挙動を考察するうえでは無

力である．しかしながら，本研究で扱う方程式系 $(HS)$ はある特別な場合，線形系と一

致することから，その解の構造は線形系のそれとよく類似していると予想される．それ

では，方程式系 $(HS)$ の零解が同程度吸収的であれば，その零解は安定であるのか？この

疑問に答えるのが本研究の第 1の目的である．すなわち，非線形系である方程式系 $(HS)$

に対しても定理 $A$ に類する結果が得られるのではないかと着想した．以下にその答えと

なる本研究で得られた成果を与える．

定理 1.1. 方程式系 $(HS)$ の零解が同程度吸収的であるならば，その零解は安定である．

すなわち，方程式系 $(HS)$ の零解は同程度漸近安定である．

次節では，補題 1.2及び定理 1.1の証明を与える．第 3節では，方程式系 $(HS)$ の零

解の近傍の性質と遠方の性質について考察する．特に，線形系において同程度吸収性と

大域同程度吸収性が同値な関係にある事実に着目し，第 2の目的として，方程式系 $(HS)$

においても線形系のそれと類似の結果が得られることを明らかにする (大域同程度吸収性

の定義については，第 3節に記載する). 第 4節においては，零解が大域的同程度漸近安

定であるための十分条件及び必要条件を与える．また，ある特別な場合における方程式

系 $(HS)$ の零解が大域的同程度漸近安定であるための必要かつ十分条件を与える (大域

的同程度漸近安定の定義については，第 3節に記載する).

2 補題と主定理の証明

本節では，補題 1.2及び主定理の証明を与える．まず，補題 1.2の証明に入る前に，

Young の不等式 ([5, 6] を参照) と呼ばれる不等式を以下に紹介する．

補題 2.1. 実数 $X,$ $Y$ に対して，不等式

$\frac{|X|^{p}}{p}-XY+\frac{|Y|^{p^{*}}}{p}*\geq 0$

が成り立つ．ただし， $(p-1)(p^{*}-1)=1$ かつ $p>1$ である．

次に，この補題とリヤプノフの直接法を用いて，補題 1.2の証明を行う．

補題 1.2の証明．点 $(to, (x_{0}, y_{0}))$ を通る方程式系 $(HS)$ の解を $(x(t), y(t))$ とおく．関数

$v(t)$ を $v(t)=|x(t)|^{p}+|y(t)|^{p^{*}}$ と定義すれば， $t\geq\iota_{0}$ に対して

$v’(t)=p\phi_{p}(x(t))x’(t)+p^{*}\phi_{p^{*}}(y(t))y’(t)$

$=-pe(t)|x(t)|^{p}+(pf(t)-p^{*}g(t))\phi_{p}(x(t))\phi_{p^{*}}(y(t))-p^{*}h(t)|y(t)|^{p^{*}}$ (2.1)
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である．よって，補題 2.1より， $t\geq t_{0}$ に対して

$v’(t)\leq-pe(t)|x(t)|^{p}-p^{*}h(t)|y(t)|^{p^{*}}+|pf(t)-p^{*}g(t)||x(t)|^{p-1}|y(t)|^{p^{*}-1}$

$\leq-pe(t)|x(t)|^{p}-p^{*}h(t)|y(t)|^{p^{*}}+|pf(t)-p^{*}g(t)|(\frac{|x(t)|^{(p-1)p^{*}}}{p}*+\frac{|y(t)|^{(p^{*}-1)p}}{p})$

$=(-pe(t)+|(p-1)f(t)-g(t)|)|x(t)|^{p}+(-p^{*}h(t)+|f(t)-(p^{*}-1)g(t)|)|y(t)|^{p^{*}}$

$\leq\psi(t)(|x(t)|^{p}+|y(t)|^{p^{*}})=\psi(t)v(t)$

となる．この不等式の両辺に $\exp(-\int_{t_{0}}^{t}\psi(s)ds)$ を掛けると， $t\geq t_{0}$ において

$( \exp(-\int_{t_{O}}^{t}\psi(s)ds)v(t))^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\leq 0$

を得る．両辺を $t_{0}$ から $t$ まで積分すれば， $t\geq t_{0}$ に対して

$v(t) \leq v(t_{0})\exp(\int_{t_{0}}^{t}\psi(s)ds)=(|x_{0}|^{p}+|y_{0}|^{p^{*}})\exp(\int_{t_{0}}^{t}\psi(s)ds)$

である．すなわち，不等式 (1.1) が成り立つ． $\square$

第 1節で述べたように，不等式 (1.1) を考慮すれば，方程式系 $(HS)$ のすべての解は

時間大域的に存在し，零解の一意性もまた保証される．以後，補題 1.1と 1.2を用いて

主定理の証明を与える．

定理 1.1の証明．方程式系 $(HS)$ の零解が同程度吸収的であるから，任意の $to\geq 0$ に対し

て，ある $\gamma(t_{0})>0$ と $T(t_{0},1)>0$ が選べ， $\Vert x_{0}\Vert<\gamma(t_{0})$ をみたす任意の xo $=(x0, yo)\in \mathbb{R}^{2}$

及び，すべての $t\geq t_{0}+T(t_{0},1)$ に対して， $\Vert x(t;t_{0}$ , xo $<1$ である．簡単のため

$x(t)=x(t;t_{0}, x_{0}, y_{0}) , y(t)=y(t;t_{0}, x_{0}, y_{0})$

と書く．また，関数 $\psi(t)$ を

$\psi(t)=\max\{-pe(t)+|(p-1)f(t)-g(t)|, -p^{*}h(t)+|f(t)-(p^{*}-1)g(t)|\}$

と定めると，関数 $\psi(t)$ は $t\geq to$ において連続であるから，閉区間 $[to, t_{0}+T(t_{0},1)]$ 上

で有界である．したがって， $to\leq t\leq t_{0}+T(t_{0},1)$ に対して， $\psi(t)\leq K(t_{0})$ を満たす

$K(t_{0})>0$ を選ぶことができる．よって，補題 1.2より， $t_{0}\leq t\leq t_{0}+T(t_{0},1)$ において，

不等式

$|x(t)|^{p}+|y(t)|^{p^{*}}\leq(|x_{0}|^{p}+|y_{0}|^{p^{*}})\exp(K(t_{0})あ^{}ds)=t(|x_{0}|^{p}+|y0|^{p^{*}})e^{K(t_{0})(t-t_{0})}$

$<(\gamma(t_{0})^{p}+\gamma(t_{0})^{p^{*}})e^{K(t_{0})(t-t_{0})}\leq(\gamma(t_{0})^{p}+\gamma(t_{0})^{p^{*}})e^{K(t_{0})T(t_{0},1)}$
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が成り立つ．ただし，この不等式は閉区間 $[t_{0}, t_{0}+T(t_{0},1)]$ 上でのみ成立することに注意

する．いま

$L(t_{0})= \sqrt{2}\max\{1, (\gamma(t_{0})^{p}+\gamma(t_{0})^{p^{*}})e^{K(t_{0})T(t_{0},1)}\}$

と置けば， $1<L(t_{0})/\sqrt{2}$ であるから， $t\geq t_{0}$ に対して

$|x(t)|<( \frac{L(t_{0})}{\sqrt{2}})^{\frac{1}{p}}<\frac{L(t_{0})}{\sqrt{2}}$ かつ $|y(t)|<( \frac{L(t_{0})}{\sqrt{2}})^{\overline{p}^{T}}1<\frac{L(t_{0})}{\sqrt{2}}$

が分かる．よって， $t\geq t_{0}$ において

$\Vert x(t;t_{0}, x_{0} <L(t_{0})$ (2.2)

を得る．

以後，(a) $1<p<2$ と (b) $p\geq 2$ に場合分けして証明を与える．まず，(a) $1<p<2$

の場合を考える．任意の $0<\epsilon<1$ と任意の $t_{0}\geq 0$ に対して

$\delta(t_{0}, \epsilon)=(\frac{\epsilon}{L(t_{0})})^{p^{*}-1}\gamma(t_{0})$

とする．ただし， $\gamma(t_{0})$ は第一パラグラフで定めた値である．任意の $t_{0}\geq 0$ 及び $\Vert x_{0}\Vert<$

$\delta(t_{0}, \epsilon)$ を満足する任意の $x_{0}=(x_{0}, y_{0})\in \mathbb{R}^{2}$ から始まる方程式系 $(HS)$ の解 $x(t;t_{0}, x_{0})=$

$(x(t;t_{0}, x_{0}, yo), y(t;to, x_{0}, y_{0}))$ を考える．いま

$z(t)=( \frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{p^{*}-1}x(t;t_{0}, x_{0}, y_{0}) , w(t)=\frac{L(t_{0})}{\epsilon}y(t;t_{0}, x_{0}, y_{0})$

と置けば，補題 1.1より， $(z(t), w(t))$ は初期条件

$(z(t_{0}), w(t_{0}))=(( \frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{グ-1}x_{0}, \frac{L(t_{0})}{\epsilon}y_{0})$

を満足する方程式系 $(HS)$ の解になる． $1<p<2$ かつ而 $<L(t_{0})<L(t_{0})/\epsilon$ である

から

$( \frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{2}<(\frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{2(p-1)}$

に注意すると， $\Vert x_{0}\Vert<\delta(t_{0}, \epsilon)$ より

$\Vert(z(t_{0}), w(t_{0}))\Vert=\sqrt{(\frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{2(p^{*}-1)}x_{0}^{2}+(\frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{2}y_{0}^{2}}\leq(\frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{p-1}\Vert x_{0}\Vert$

$<( \frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{p^{*}-1}\delta(t_{0}, \epsilon)=\gamma(t_{0})$
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である．このとき，不等式 (2.2) が成り立つので，任意の $t\geq t_{0}$ に対して，不等式

$L(t_{0})>\Vert(z(t), w(t))\Vert=\sqrt{(\frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{2(p^{*}-1)}x^{2}(t;t_{0},x_{0},y_{0})+(\frac{L(t_{0})}{F})^{2}y^{2}(t;t_{0},x_{0},y_{0})}$

$\geq\frac{L(t_{0})}{\epsilon}\Vert x(t;t_{0}, x_{0}$

が成り立ち， $\Vert x(t;t_{0}, x_{0} <\epsilon である．よって，1<p<2 のとき，方程式系 (HS)$ の零

解は安定である．

次に，(b) $p\geq 2$ の場合を考える．任意の $0<\epsilon<1$ と任意の $t_{0}\geq 0$ に対して

$\delta(t_{0}, \epsilon)=(\frac{\prime}{L(t_{0})})^{p-1}\gamma(t_{0})$

と定める．任意の $t_{0}\geq 0$ 及び $\Vert x_{0}\Vert<\delta(t_{0}, \epsilon)$ を満足する任意の $x_{0}=(x_{0}, y_{0})\in \mathbb{R}^{2}$ から

始まる方程式系 $(HS)$ の解 $x(t;t_{0}, x_{0})=(x(t;t_{0}, x_{0}, y_{0}), y(t;t_{0}, x_{0}, y_{0}))$ を考える．いま

$z(t)= \frac{L(t_{0})}{\epsilon}x(t;t_{0}, x_{0}, y_{0}) , w(t)=(\frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{p-1}y(t;t_{0}, x_{0}, y_{0})$

と置けば，補題 1.1より， $(z(t), w(t))$ は初期条件

$(z(t_{0}), w(t_{0}))=( \frac{L(t_{0})}{\epsilon}x_{0}, (\frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{p-1}y_{0})$

を満足する方程式系 $(HS)$ の解になる． $p\geq 2$ かつ而 $<L(t_{0})<L(t_{0})/\epsilon$ であるから

$( \frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{2}\leq(\frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{2(p-1)}$

に注意すると， $\Vert x_{0}\Vert<\delta(t_{0}, \epsilon)$ より

$\Vert(z(t_{0}), w(t_{0}))\Vert=\sqrt{(\frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{2}x_{0}^{2}+(\frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{2(p-1)}y_{0}^{2}}\leq(\frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{p-1}\Vert x_{0}\Vert$

$<( \frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{p-1}\delta(t_{0}, \epsilon)=\gamma(t_{0})$

である．このとき，不等式 (2.2) が成り立つので，任意の $t\geq t_{0}$ に対して，不等式

$L(t_{0})>\Vert(z(t), w(t))\Vert=\sqrt{(\frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{2}x^{2}(t;t_{0},x_{0},y_{0})+(\frac{L(t_{0})}{\epsilon})^{2(p-1)}y^{2}(t;t_{0},x_{0},y_{0})}$

$\geq\frac{L(t_{0})}{\epsilon}\Vert x(t;t_{0}, x_{0}$

が成り立ち， $\Vert x(t;t_{0}, x_{0} <\epsilon である．よって，p\geq 2 のときもまた，方程式系 (HS)$ の

零解は安定である．定理 1.1の証明終わり． $\square$
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3 局所同程度吸収性と大域同程度吸収性

第 3節では，方程式系 $(HS)$ の零解の遠方からはじまる解の性質について考察する．

(同程度) 吸収性，安定性，(同程度) 漸近安定性はそれらの定義からも明らかなように，

何れも零解の近傍における解の性質である．例えば，零解の安定性との対比のため，こ

れと類似する零解の遠方からはじまる解の性質として，解の有界性が挙げられることが

多い．この 2つの性質に対して，零解の安定性をリヤプノフ安定性，解の有界性をラグ

ランジュ安定性と分類することもある．原点近傍の局所的な理論と遠方の大域的な理論

の違いを明確にする例として，スカラーの非線形微分方程式 $x’=x(x-1)$ を考える． $arrow$

の方程式の $(t_{0}, x_{0})$ を通る解は

$x(t;t_{0}, x_{0})= \frac{x_{0}}{x_{0}-(x_{0}-1)e^{t-t_{0}}}$

で与えられる．明らかに，2つの自明解 $x(t;t_{0},0)\equiv 0$ 及び $x(t;t_{0},1)\equiv 1$ をもつ．もし

も， $x_{0}<1$ の場合， $tarrow\infty$ のとき， $x(t;t_{0}, x_{0})arrow 0$ をみたすことから，零解は吸収的で

ある．一方， $1<x0$ の場合， $tarrow t_{0}+\log xo/(x_{0}-1)$ のとき， $x(t;t_{0}, x_{0})arrow\infty$ であるか

ら，解は非有界になる．以上の事から，局所的な解の性質と大域的な解の性質はまった

く異なる性質と言える．

本研究では特に，同程度吸収性や同程度漸近安定性に興味があるため，これらとの対

比のため以下の性質について議論する．

定義 3.1. 方程式系 $(HS)$ の零解が大域同程度吸収的であるとは，任意の $t_{0}\geq 0$ と任意

の $\alpha>0$ 及び任意の $\eta>0$ に対して，ある数 $T(t_{0}, \alpha, \eta)>0$ が選べ， $\Vert x_{0}\Vert<\alpha$ を満た

す任意の xo $\in \mathbb{R}^{2}$ 及びすべての $t\geq t_{0}+T(t_{0}, \alpha, \eta)$ に対して， $\Vert x(t;t_{0}$ , xo $<\eta$ が成り

立つときをいう ([1, 11, 13,20] を参照).

定義 3.2. 方程式系 $(HS)$ の零解が大域的同程度漸近安定であるとは，その零解が大域同

程度吸収的でかつ安定であるときをいう ([1,11,13,20]を参照).

特に，大域同程度吸収的の定義における $T>0$ が初期値 xo $\in \mathbb{R}^{2}$ への依存を許すと

き，零解は大域吸収的と呼ばれる．すなわち，任意の初期時刻 $t_{0}\geq 0$ と $\mathbb{R}^{2}$ 上の任意の

初期値 xo からはじまるすべての解 $x(t;t_{0}, xo)$ が零解に漸近するとき，零解は大域吸収

的という．また，零解が大域吸収的であり安定であるとき，大域的漸近安定と呼ばれる．

明らかに，零解が大域同程度吸収的であるならば，零解は大域吸収的であるが，一般に

その逆は成り立たない．しかしながら，第 1節で述べたように，線形系に限ればこれら

2つの性質は同値な関係になることが知られている．また，零解が大域同程度吸収的で

あるならば，零解は (局所) 同程度吸収的である．ところが，上述の例にあるように，こ

の関係に対しても逆の関係は成立せず，(局所) 同程度吸収的であるからといって大域同

程度吸収的であるとは限らない．実は，線形系に限れば，以下の事実が知られている．
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定理 3.1. 方程式系 $(HS)$ の零解が同程度吸収的ならば，その零解は大域同程度吸収的

である．

証明．方程式系 $(HS)$ の同程度吸収性より，任意の $t_{0}\geq 0$ に対して，ある $\gamma(t_{0})>0$ が

存在し，任意の $\eta>0$ に対して，ある数 $T(t_{0}, \eta)>0$ が選べ， $\Vert\xi\Vert<\gamma(t_{0})$ を満たす任意

の $\xi\in \mathbb{R}^{2}$ とすべての $t\geq t_{0}+T(t_{0,\eta})$ に対して， $\Vert x(t$ ;to, $\xi$ $<\eta$ が成り立つ．

以後，(a) $1<p<2$ と (b) $p\geq 2$ に場合分けして証明を与える．まず，(a) $1<$

$p<2$ の場合を考える．いま，任意の $\alpha\geq\gamma(t_{0})$ に対して， $\gamma(t_{0})\leq\Vert x_{0}\Vert\leq\alpha$ を満

たす任意の初期値 $x_{0}=(x_{0}, y_{0})\in \mathbb{R}^{2}$ から始まる方程式系 $(HS)$ の解を $x(t;t_{0}, x_{0})=$

$(x(t;t_{0^{x}0,y0}), y(t;to, x_{0}, yo))$ と書く．また

$\Vert x_{0}\Vert=\Vert(x_{0}, y_{0} yo =((\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha})^{p^{*}-1}x_{0}, \frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha}y_{0})$

と定める． $1<p<2$ より， $p^{*}-1>1$ であるので

$( \frac{\gamma(t}{2\alpha}) 1<\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha}\leq\frac{1}{2}$

に注意すると

$\Vert y_{0}\Vert=\sqrt{(\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha})^{2(p^{*}-1)}x_{0}^{2}+(\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha})^{2}y_{0}^{2}}\leq\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha}\Vert x_{0}\Vert\leq\frac{\gamma(t_{0})}{2}<\gamma(t_{0})$ (3.1)

が成り立つ．また，補題 1.1より

$x(t;t_{0}, y_{0})=((\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha})^{p^{*}-1}x(t;t_{0}, x_{0}, y_{0}), \frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha}y(t;t_{0}, x_{0}, y_{0}))$

は方程式系 $(HS)$ の解になる．

任意の $\epsilon>0$ に対して

$\eta=(\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha})^{p^{*}-1}\epsilon>0$

とすれば，(3.1) と本証明の第一パラグラフの事実より，すべての $t\geq t_{0}+T(t_{0}, \eta)$ に対

して

$\eta>\Vert x(t;t_{0}$ , yo

$=\sqrt{(\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha})^{2(p^{*}-1)}x^{2}(t;t_{0},x_{0},y_{0})+(\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha})^{2}y^{2}(t;t_{0},x_{0},y_{0})}$

$\geq(\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha})^{p^{*}-1}\Vert x(t;t_{0}, x_{0}$
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が分かるので， $t\geq\iota_{0}+\tau(\iota_{0,\eta)}$ において

$\Vert x(t;t_{0}, x_{0} <(\frac{2\alpha}{\gamma(t_{0})})^{p^{*}-1}\eta=\epsilon$

である．ここで， $\eta$

$|$は to, $\alpha$ 及び $\epsilon$ のみに依存して決まるので， $T(t_{0}, \eta)$ は to, $\alpha$ 及び $\epsilon$

のみに依存して決まる．よって，方程式系 $(HS)$ の零解は大域同程度吸収的である．

次に，(b) $p\geq 2$ の場合を考える．いま，任意の $\alpha\geq\gamma(t_{0})$ に対して， $\gamma(t_{0})\leq\Vert x_{0}\Vert\leq\alpha$

を満たす任意の初期値 $x_{0}=(x_{0}, y_{0})\in \mathbb{R}^{2}$ から始まる方程式系 $(HS)$ の解を $x(t;t_{0}, x_{0})=$

( $X($ t $x$ と書く．また

$\Vert x_{0}\Vert=\Vert(x_{0}, y_{0} y_{0}=(\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha}x_{0},(\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha})^{p-1}y_{0})$

と定める． $p\geq 2$ より

$( \frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha})^{p-1}\leq\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha}\leq\frac{1}{2}$

に注意すると

$\Vert y_{0}\Vert=\sqrt{(\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha})^{2}x_{0}^{2}+(\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha})^{2(p-1)}y_{0}^{2}}\leq\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha}\Vert x_{0}\Vert\leq\frac{\gamma(t_{0})}{2}<\gamma(t_{0})$ (3.2)

が成り立つ．また，補題 1.1より

$x(t;t_{0}, y_{0})=(\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha}x(t;t_{0}, x_{0}, y_{0}), (\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha})^{p-1}y(t;t_{0}, x_{0}, y_{0}))$

は方程式系 $(HS)$ の解になる．

任意の $\epsilon>0$ に対して

$\eta=(\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha})^{p-1}\epsilon>0$

とすれば，(3.2) と本証明の第一パラグラフの事実より，すべての $t\geq t_{0}+T(t_{0}, \eta)$ に対

して

$\eta>\Vert x(t;t_{0}$ , yo

$=\sqrt{(\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha})^{2}x^{2}(t;t_{0},x_{0},y_{0})+(\overline{\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha})^{2(p-1)}y^{2}(t;t_{0},x}}0, y_{0})$

$\geq(\frac{\gamma(t_{0})}{2\alpha})^{p-1}\Vert x(t;t_{0}, x_{0}$

が分かるので， $t\geq t_{0}+\tau(\iota_{0,\eta})$ において

$\Vert x(t;t_{0}, x_{0} <(\frac{2\alpha}{\gamma(t_{0})})^{p-1}\eta=\epsilon$
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である．ここで， $\eta$ は $t_{0},$ $\alpha$ 及び $\epsilon$ のみに依存して決まるので， $T(t_{0}, \eta)$ は $t_{0},$ $\alpha$ 及び $\epsilon$

のみに依存して決まる．よって，方程式系 $(HS)$ の零解は大域同程度吸収的である．定

理 3.1の証明終わり． $\square$

定理 3.1の証明と同様の議論を行うことにより，以下の定理が成り立つ．

定理 3.2. 方程式系 $(HS)$ の零解が吸収的ならば，その零解は大域吸収的である．

さらに，定理 1.1及び定理 3.1 (もしくは，定理 3.2) を組み合わせれば，以下の結果

は明らかである．

定理 3.3. 方程式系 $(HS)$ の零解が同程度吸収的ならば，その零解は大域的同程度漸近

安定 (もしくは，大域的漸近安定) である．

4 大域的同程度漸近安定性

第 4節では，これまで得られた成果を利用して，方程式系 $(HS)$ の零解が大域的同程

度漸近安定であるための十分条件及び必要条件を与える．さらに，係数が限定的な場合

における程式系 $(HS)$ の零解が大域的同程度漸近安定であるための十分条件及び必要条

件を与える

定理 4.1. 関数 $\psi(t)$ を

$\psi(t)=\max\{-pe(t)+|(p-1)f(t)-g(t)|, -p^{*}h(t)+|f(t)-(p^{*}-1)g(t)|\}$

と定義する．このとき

$\int_{0}^{\infty}\psi(t)dt=-\infty$

ならば，方程式系 $(HS)$ の零解は大域的 (同程度) 漸近安定である．

証明．任意の $to\geq 0$ に対して， $\gamma(t_{0})=1$ と定める．仮定より，任意の $0<\eta<1$ に対し

て，ある $T(t_{0,\eta})>0$ が選べ， $t\geq t_{0}+T(t0, \eta)$ において

$\int_{0}^{t}\psi(s)ds<\int_{0}^{t_{0}}\psi(s)ds+\log\frac{\eta}{2}$

が成り立つ． $to\geq 0$ を初期時刻とし， $\Vert x_{0}\Vert<\gamma(t_{0})$ を満たす任意の $x_{0}\in \mathbb{R}^{2}$ を初期値と

する方程式系 $\{HS$) の解 $(x(t), y(t))$ を考えると，補題 1.2より，不等式 (1.1) が成り立

つ．したがって， $t\geq t_{0}+T(t_{0,\eta})$ において

$|x(t)|^{p}+|y(t)|^{p^{*}} \leq(|x_{0}|^{p}+|y_{0}|^{p^{*}})\exp(\int_{0}^{t}\psi(s)ds-\int_{0}^{t_{0}}\psi(s)ds)$

$<(|x_{0}|^{p}+|y_{0}|^{p^{*}}) \frac{\eta}{2}<\eta$

が得られる．明らかに，方程式系 $(HS)$ の零解は同程度吸収的である．よって，定理 3.3

を用いれば，方程式系 $(HS)$ の零解は大域的同程度漸近安定である．ロ
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方程式系 $(HS)$ の零解が大域的同程度漸近安定であるための必要条件を与える前に，準

備として以下の補題を与える．

補題 4.1. 時刻 $t_{0}\geq 0$ において点 $(x_{0}, y_{0})$ を通る方程式系 $(HS)$ の解を $(x(t), y(t))$ と書

き，関数 $\omega(t)$ を

$\omega(t)=\min\{-pe(t)-|(p-1)f(t)-g(t)|, -p^{*}h(t)-|f(t)-(p^{*}-1)g(t)|\}$

と定義する．このとき，方程式系 $(HS)$ の解 $(x(t), y(t))$ は $t\geq t_{0}$ において不等式

$|x(t)|^{p}+|y(t)|^{p^{*}} \geq(|x_{0}|^{p}+|y_{0}|^{p^{*}})\exp(\int_{t_{0}}^{t}\omega(s)ds)$

を満足する．

Proof. 点 $(t_{0}, (x_{0}, y_{0}))$ を通る方程式系 $(HS)$ の解を $(x(t), y(t))$ とおく．関数 $v(t)$ を

$v(t)=|x(t)|^{p}+|y(t)|^{p^{*}}$ と定義すれば， $t\geq t_{0}$ に対して

$v’(t)=p\phi_{p}(x(t))x’(t)+p^{*}\phi_{p^{*}}(y(t))y’(t)$

$=-pe(t)|x(t)|^{p}+(pf(t)-p^{*}g(t))\phi_{p}(x(t))\phi_{p^{*}}(y(t))-p^{*}h(t)|y(t)|^{p^{*}}$

である．よって，補題 2.1より， $t\geq t_{0}$ に対して

$v’(t)\geq-pe(t)|x(t)|^{p}-p^{*}h(t)|y(t)|^{p^{*}}-|pf(t)-p^{*}g(t)||x(t)|^{p-1}|y(t)|^{p^{*}-1}$

$\geq-pe(t)|x(t)|^{p}-p^{*}h(t)|y(t)|^{p^{*}}-|pf(t)-p^{*}9(t)|(\frac{|x(t)|^{(p-1)p^{*}}}{p}*+\frac{|y(t)|^{(p^{*}-1)p}}{p})$

$=(-pe(t)-|(p-1)f(t)-g(t)|)|x(t)|^{p}+(-p^{*}h(t)-|f(t)-(p^{*}-1)g(t)|)|y(t)|^{p^{*}}$

$\geq\omega(t)(|x(t)|^{p}+|y(t)|^{p})=\omega(t)v(t)$

となる．この不等式の両辺に $\exp(-\int_{t_{0}}^{t}\omega(s)ds)$ を掛けると， $t\geq t_{0}$ において

$( \exp(-\int_{t_{0}}^{t}\omega(s)ds)v(t))’\geq 0$

を得る．両辺を $t_{0}$ から $t$ まで積分すれば， $t\geq t_{0}$ に対して

$v(t) \geq v(t_{0})\exp(\int_{t_{0}}^{t}\omega(s)ds)=(|x_{0}|^{p}+|y_{0}|^{p^{*}})\exp(\int_{t_{0}}^{t}\omega(s)ds)$

である．証明終わり．口

定理 4.2. 関数 $\omega(t)$ を

$\omega(t)=\min\{-pe(t)-|(p-1)f(t)-9(t)|, -p^{*}h(t)-|f(t)-(p^{*}-1)g(t)|\}$

と定義する．このとき，方程式系 $(HS)$ の零解が同程度吸収的であるならば

$\int_{0}^{\infty}\omega(t)dt=-\infty.$
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証明．方程式系 $(HS)$ の零解が同程度吸収的であるから， $tarrow\infty$ のとき， $|x(t)|^{p}+$

$|y(t)|^{p^{*}}arrow 0$ である．したがって，補題 4.1より，明らかに

$\int_{0}^{t}\omega(s)dt=\int_{0}^{t_{0}}\omega(s)ds+\int_{t_{0}}^{t}\omega(s)dsarrow-\infty$

が成り立つ．口

もしも，方程式系 $(HS)$ において， $(p-1)e(t)\equiv h(t)$ , $(p-1)f(t)\equiv g(t)$ であれば

$\psi(t)=\max\{-pe(t)-|(p-1)f(t)-g(t)|, -p^{*}h(t)-|f(t)-(p^{*}-1)g(t)|\}=-pe(t)$

かつ

$\omega(t)=\min\{-pe(t)-|(p-1)f(t)-g(t)| , -p^{*}h(t)-|f(t)-(p^{*}-1)g(t)|\}=-pe(t)$

であるから，定理 4.1及び 4.2から，次の定理が得られる．

定理 4.3. 関係式 $(p-1)e(t)\equiv h(t)$ , $(p-1)f(t)\equiv 9(t)$ が成り立つとき，方程式系 $(HS)$

の零解が大域的同程度漸近安定であるための必要かつ十分条件は

$\int_{0}^{\infty}e(t)dt=\infty$

である．
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