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概要本稿ではルックバックパワーオプションの価格付けに取り組む．モデルとしてはブラックショール

ズ (BS) モデルおよび CGMYモデルを採用する．正確には後者は risk neutral modellingの考え方に従い，

prlcing measure の下での株価が CGMY モデルに従うと仮定するということである．ブラックショール

ズモデルの場合はヘッジも導く．

1 はじめに

本稿ではペイオフが以下で定義されるルックバックパワーオプションの価格付けを行う．

$Z:=S_{T}^{\alpha}( \sup_{t0\leqq\leqq T}S_{t})^{\beta} \alpha, \beta>0$

ただし， $\{S_{t}\}$ は株価過程とする．第 2節ではモデルとしてブラックショールズ (BS) モデルを

採用し，その下で価格とヘッジを導く．第 3節では risk neutral modelling([2]11章) の考え方に

従い，pricing measure の下での株価の挙動として CGMY モデル ([1]) を採用し，価格評価につい

て考察する．ただし CGMY過程のパラメーターは過程が有界変動となるように制限する．このと

き価格付けには CGMY過程とその上限過程の同時分布，あるいはその特性関数が必要になるが，

これはウィーナーホップ分解 ([4] 定理 45.7) の逆ラプラス変換により得られることが分かる．上

述の制限は，この逆ラプラス変換の可能性を保証するためのものである．

2 ブラック ・ショールズモデル下

ブラック ショールズモデルを採用し，リスク中立確率 $Q$ の下での株価の挙動を以下のように

表す．

$dS_{t}=rS_{t}dt+\sigma S_{t}dW_{t}, S_{0}=S\Leftrightarrow S_{t}=Se^{(r-\frac{1}{2}\sigma^{2})t+\sigma W_{t}}$

ただし $r,$ $\sigma,$
$S$ は定数で $r$ は無リスク金利である．また $\{W_{t}\}$ は $Q$ の下での 1次元標準ブラウン運

動である．このモデルの下で価格およびヘッジを求めるために，まず現 $:=E^{Q}[e^{-rT}Z|\mathcal{F}_{t}]$ を計算
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したい．ただし乙 $=\sigma(W_{s};0\leqq s\leqq t)$ である．以下を定義する．

$\tilde{r}:=\underline{r-}\equiv^{\sigma}\sigma, X_{t} :=W_{t}+\tilde{r}t, M_{t} :=\sup_{0\leqq s\leqq t}X_{s},$

$H_{t}:= \frac{e^{rT}}{S^{\alpha+\beta}}E_{t}=E^{Q}[e^{\alpha\sigma X_{T}+\beta\sigma M_{T}}|\mathcal{F}_{t}],$

$U_{t}:=e^{-\tilde{r}W_{t}-\frac{1}{2}\tilde{r}^{2}t}=e^{-\tilde{r}X_{t}+\frac{1}{2}\tilde{r}^{2}t},$ $Q[A]$ $:= \int_{A}U_{T}dQ$ for $A\in \mathcal{F}_{T},$

$\tilde{\alpha}:=\alpha\sigma+\tilde{r}, \tilde{\beta}:=\beta\sigma.$

このとき， $\tilde{Q}$ の下で $\{X_{t};0\leqq t\leqq T\}$ が標準ブラウン運動となることに注意すると以下を得る．

$H_{t}=e^{\alpha\sigma X}tE^{Q}[e^{\alpha\sigma(X_{T}-X_{t})+\beta\sigma\{M_{t}\vee(X_{t}+\sup_{t\leqq s\leqq\tau(X_{s}-X_{t}))\}}}|\mathcal{F}_{t}]$

$=e \alpha tE[e\leqq\tau_{\overline{U}_{T}}\perp|\mathcal{F}_{t}]X_{t}+\sup_{t\leqq s}$

$=e^{\alpha\sigma X_{t}-\frac{1}{2}\tilde{r}^{2}(T-t)}E^{\tilde{Q}}[e^{(\alpha\sigma+\overline{r})(X_{T}-X_{t})+\beta\sigma\{M_{t}\vee(X_{t}+\sup_{t\leqq s}}\leqq\tau(X_{S}-X_{t}))\}|\mathcal{F}_{t}]$

$=e^{\alpha\sigma X_{t}-\frac{1}{2}\overline{r}^{2}(T-t)}E^{\tilde{Q}}[e^{\tilde{\alpha}(X_{T}-X_{t})+\overline{\beta}\{M_{t}\vee(X_{t}+\sup_{t\leqq s\leqq T(X_{s}-X_{t}))\}}}|X_{t}, M_{t}]$

$x\leqq m$ について，

$E^{\tilde{Q}}[e^{\tilde{\alpha}(X_{T}-X_{t})+\tilde{\beta}\{M_{t}\vee(X_{t}+sup_{t}\leqq\theta\leqq T(X_{s}-X_{t}))\}}|X_{t}=x, M_{t}=m]$

$=E^{\tilde{Q}}[e^{\overline{\alpha}X_{T-t}+\tilde{\beta}\{m\vee(x+M_{T-t})\}}]$

$= \int\int_{u\leqq v,v\geqq 0,x+v\leqq m}\frac{2(2v-u)}{\sqrt{2\pi(T-t)^{3}}}e^{\tilde{\alpha}u+\tilde{\beta}m-\frac{(2v-u)^{2}}{2(T-t)}}dudv$

$+ \int\int_{u\leqq v,v\geqq 0,x+v>m}\frac{2(2v-u)}{\sqrt{2\pi(T-t)^{3}}}e^{\overline{\alpha}u+\tilde{\beta}(x+v)-\frac{(2v-u)^{2}}{2(T-t)}}dudv$

$=:I+J$

$Ie^{-\tilde{\beta}m}= \int_{-\infty}^{0}du\int_{0}^{m-x}\frac{2(2v-u)}{\sqrt{2\pi(T-t)^{3}}}e^{\tilde{\alpha}u-\frac{(2v-u)^{2}}{2(T-t)}}dv$

$+ \int_{0}^{m-x}du\int_{u}^{m-x}\frac{2(2v-u)}{\sqrt{2\pi(T-t)^{3}}}e^{\tilde{\alpha}u-\frac{(2v-u)^{2}}{2(T-t)}}dv$

$= E[e^{\tilde{\alpha}N(0,T-t)}]E[\frac{e^{\tilde{\alpha}N(0,T-t)}}{E[e^{\tilde{\alpha}N(0,T-t)]}}1_{(N(0,T-t)\leqq m-x)}]$

$- E[)[\frac{e^{\overline{\alpha}N(2(m-x),T-t)}}{E[e^{\tilde{\alpha}N(2(m-x),T-t)]}}1_{(N(2(m-x),T-t)\leqq m-x)}]$

$=e^{\frac{1}{2}\overline{\alpha}^{2}(T-t)} \Phi(\frac{m-x-\overline{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}})-e^{2(m-x)\tilde{\alpha}+\frac{1}{2}\tilde{\alpha}^{2}(T-t)}\Phi(\frac{-(m-x)-\tilde{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}})$

ただし， $\Phi(\cdot)$ は標準正規分布の分布関数であり，最後の等式はエッシャ一変換から直ちに導かれる．

14



$Je^{-\tilde{\beta}x}= \int_{-\infty}^{m-x}du\int_{m-x}^{\infty}\frac{2(2v-u)}{\sqrt{2\pi(T-t)^{3}}}e^{\tilde{\alpha}u+\tilde{\beta}v-\frac{(2v-u)^{2}}{2(T-t)}}dv$

$+ \int_{m-x}^{\infty}du\int_{u}^{\infty}\frac{2(2v-u)}{\sqrt{2\pi(T-t)^{3}}}e^{\tilde{\alpha}u+\tilde{\beta}v-\frac{(2v-u)^{2}}{2(T-t)}}dv$

$=: \int_{-\infty}^{m-x}Kdu+\int_{m-x}^{\infty}Ldu$

$K = \int_{m-x}^{\infty}\frac{-1}{\sqrt{2\pi(T-t)}}(e^{-\frac{(2v-u)^{2}}{2(T-t)}})’e^{\tilde{\alpha}u+\tilde{\beta}v}dv$

$= \frac{1}{\sqrt{2\pi(T-t)}}e^{-\frac{(u-2(m-x))^{2}}{2(T-t)}+\overline{\alpha}u+\tilde{\beta}(m-x)}+\tilde{\Omega_{e^{(\overline{\alpha}+_{2})u+\frac{T-t}{8}\overline{\beta}^{2}}\Phi(\frac{u-2(m-x)+\overline{E}_{(T}-t)}{\sqrt{T-t}})}2}\overline{E}$

$=$ : $K_{1}+K_{2}$

特に $\tilde{\alpha}+\tilde{e2}(=\frac{r}{\sigma}+\sigma(\alpha-\frac{1}{2}+\frac{\beta}{2}))=0$ の時の $K,$ $K_{1},$ $K_{2}$ をそれぞれ $\tilde{K},$ $\tilde{K}_{1},$ $\tilde{K}_{2}$ と表す．

$L$ は $K$ において $m-x$ を $u$ で置き換えればよい．

$L= \frac{1}{\sqrt{2\pi(T-t)}}e^{-\frac{u^{2}}{2(T-t)}+(\overline{\alpha}+\tilde{\beta})u}+2^{e^{(\tilde{\mathfrak{a}}+_{2})u+\frac{T-t}{8}\tilde{\beta}^{2}}\Phi(\frac{-u+_{2}\overline{Q}(T-t)}{\sqrt{T-t}})}\overline{e}=:L_{1}+L_{2}$

同じく， $\tilde{\alpha}+\tilde{\rho 2}=0$ の時の $L,$ $L_{1},$ $L_{2}$ をそれぞれ $\tilde{L},$ $\tilde{L}_{1},$ $\tilde{L}_{2}$ と表す．
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以上より，まず $\tilde{\alpha}+\tilde{\Omega 2}\neq 0$ のとき，瓦は以下のようになる．ただし，

$g_{1}(t):=S^{\alpha+\beta}e^{-rT+\frac{1}{2}(T-t)(\tilde{\alpha}^{2}-\tilde{r}^{2})},$ $g_{2}(t):=S^{\alpha+\beta}e^{-rT+\frac{1}{2}(T-t)((\overline{\alpha}+\tilde{\beta})^{2}-\tilde{r}^{2})}$

とする．

$E_{t}=e^{-rT}S^{\alpha+\beta}H_{t}=S^{\alpha+\beta}e^{-rT-\frac{1}{2}\tilde{r}^{2}(T-t)+(\tilde{\alpha}-\tilde{r})X}t(I+J)|_{x=X_{t},m=M_{t}}$

$=S^{\alpha+\beta}e^{-rT-\frac{1}{2}\tilde{r}^{2}(T-t)+(d-\tilde{r})X_{t}}$

$\cross\{e^{\tilde{\beta}m}(e^{\frac{1}{2}\overline{\alpha}^{2}(T-t)}\Phi(\frac{m-x-\tilde{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}})-e^{2(m-x)\tilde{\alpha}+\frac{1}{2}\tilde{\alpha}^{2}(T-t)}\Phi(\frac{-(m-x)-\tilde{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}}))$

$+e^{\tilde{\beta}x}( \int_{-\infty}^{m-x}Kdu+\int_{m-x}^{\infty}Ldu)\}|_{x=X_{t)}m=M_{t}}$

$=g_{1}(t)e^{(\overline{\alpha}-\tilde{r})X_{t}+\tilde{\beta}M}t\Phi( \frac{M_{t}-X_{t}-\tilde{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}})$

$+g_{1}(t)e^{-(a+\overline{\beta}+\overline{r})X_{t}+2(\tilde{\alpha}+\overline{\beta})M}t\Phi( \frac{X_{t}-M_{t}-\tilde{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}})$

$- \frac{2(\tilde{\alpha}+\tilde{\beta})}{2\overline{\alpha}+\beta}g_{1}(t)e^{-(\tilde{\alpha}+\tilde{r})X_{t}+(2\tilde{\alpha}+\tilde{\beta})M}t\Phi(\frac{X_{t}-M_{t}-\overline{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}})$

$+ \frac{2(\tilde{\alpha}+\tilde{\beta})}{2\tilde{\alpha}+\beta}g_{2}(t)e^{(d+\overline{\beta}-\tilde{r})X}t\Phi(\frac{X_{t}-M_{t}+(\tilde{\alpha}+\tilde{\beta})(T-t)}{\sqrt{T-t}})$ (2.1)

$=:f(t, W_{t}, M_{t})$ $($注 $:X_{t}=W_{t}+\tilde{r}t)$
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ここで $t=0$ とすると，現在価格が得られる．

$E_{0}=E^{Q}[e^{-rT}S_{T}^{\alpha}( \sup_{0\leqq t\leqq T}S_{t})^{\beta}]$

$= \frac{2\tilde{\alpha}}{2\overline{\alpha}+\beta}g_{1}(0)\Phi(-\tilde{\alpha}\sqrt{T})+\frac{2(\overline{\alpha}+\tilde{\beta})}{2\tilde{\alpha}+\beta}g_{2}(0)\Phi((\tilde{\alpha}+\tilde{\beta})\sqrt{T})$ (2.2)

一方， $\tilde{\alpha}+\tilde{e_{=}2}0$ のとき， $E_{t}$ を特に $\tilde{E}_{t}$ で表すことにすると， $\tilde{E}_{t}$ は以下のようになる．ただし，

$g_{3}(t):=S^{\alpha+\beta}e^{-rT-\frac{1}{2}\overline{r}^{2}(T-t)}$ とする．

$\tilde{E}_{t}=g_{1}(t)e^{(\tilde{\alpha}-\tilde{r})X_{t}-2\overline{\alpha}M}t\Phi(\frac{M_{t}-X_{t}-\overline{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}})$

$+2g_{1}(t)( \frac{1}{2}-\tilde{\alpha}(X_{t}-M_{t})+\tilde{\alpha}^{2}(T-t))e^{-(\tilde{\alpha}+\overline{r})X}t\Phi(\frac{X_{t}-M_{t}-\overline{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}})$

$-2g_{3}(t)\tilde{\alpha}\sqrt{\frac{T-t}{2\pi}}e^{-\tilde{r}X_{t}-\tilde{\alpha}M_{t}-\frac{(X_{t}-M_{t})^{2}}{2(T-t)}}$ (2.3)

$=:h(t, W_{t}, M_{t})$

ここで $t=0$ とすると，現在価格が得られる．

$\tilde{E}_{0}=2g_{1}(0)(1+\tilde{\alpha}^{2}T)\Phi(-\tilde{\alpha}\sqrt{T})-2g_{3}(0)\tilde{\alpha}\sqrt{\frac{T}{2\pi}}$ (2.4)

ちなみに，定義より瓦，瓦は Q-マルチンゲールなので，(2.1) 式および (2.3) 式は Azema-Yor

マルチンゲール，あるいはより正確には，Kennedyマルチンゲールの具体例となっている．

次にヘッジ戦略を求めるために $dE_{t},$ $d$易を計算すると以下のようになる．ただし $\varphi(\cdot)$ は標準

正規分布の密度関数を表す．

$dE_{t}=[( \tilde{\alpha}-\tilde{r})g_{1}(t)e^{(\tilde{\alpha}-\tilde{r})X_{t}+\tilde{\beta}M}t\Phi(\frac{M_{t}-X_{t}-\tilde{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}})$

$-g_{1}(t)e^{(\overline{\alpha}-\tilde{r})X_{t}+\overline{\beta}M}t\varphi( \frac{M_{t}-X_{t}-\tilde{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}})\frac{1}{\sqrt{T-t}}$

$-( \tilde{\alpha}+\tilde{\beta}+\tilde{r})91(t)e^{-(\overline{\alpha}+\tilde{\beta}+\tilde{r})X_{t}+2(\overline{\alpha}+\tilde{\beta})M}t\Phi(\frac{X_{t}-M_{t}-\tilde{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}})$

$+g_{1}(t)e^{-(\tilde{\alpha}+\tilde{\beta}+\overline{r})X_{t}+2(\tilde{\alpha}+\tilde{\beta})M}t\varphi( \frac{X_{t}-M_{t}-\overline{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}})\frac{1}{\sqrt{T-t}}$

$+( \tilde{\alpha}+\tilde{r})\frac{2(\tilde{\alpha}+\overline{\beta})}{2\tilde{\alpha}+\beta}g_{1}(t)e^{-(\tilde{\alpha}+\tilde{r})X_{t}+(2\overline{\alpha}+\overline{\beta})M}t\Phi(\frac{X_{t}-M_{t}-\overline{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}})$

$- \frac{2(\tilde{\alpha}+\overline{\beta})}{2\tilde{\alpha}+\beta}g_{1}(t)e^{-(\tilde{\alpha}+\tilde{r})X_{t}+(2\tilde{\alpha}+\overline{\beta})M}t\varphi(\frac{X_{t}-M_{t}-\overline{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}})\frac{1}{\sqrt{T-t}}$

$+( \tilde{\alpha}+\tilde{\beta}-\tilde{r})\frac{2(\tilde{\alpha}+\tilde{\beta})}{2\tilde{\alpha}+\beta}g_{2}(t)e^{(\overline{\alpha}+\overline{\beta}-\tilde{r})x}t\Phi(\frac{X_{t}-M_{t}+(\overline{\alpha}+\tilde{\beta})(T-t)}{\sqrt{T-t}})$

$+ \frac{2(\tilde{\alpha}+\tilde{\beta})}{2\overline{\alpha}+\beta}g_{2}(t)e^{(\overline{\alpha}+\tilde{\beta}-\tilde{r})X}t\varphi(\frac{X_{t}-M_{t}+(\overline{\alpha}+\overline{\beta})(T-t)}{\sqrt{T-t}})\frac{1}{\sqrt{T-t}}]dW_{t}$

$=:f_{w}(t, W_{t}, M_{t})dW_{t}$
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$d \tilde{E}_{t}=[(\tilde{\alpha}-\tilde{r})g_{1}(t)e^{(\tilde{\alpha}-\tilde{r})X_{t}-2\tilde{\alpha}M}t\Phi(\frac{M_{t}-X_{t}-\tilde{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}})$

$-g_{1}(t)e^{(\tilde{\alpha}-\tilde{r})X_{t}-2\tilde{\alpha}M}t\varphi( \frac{M_{t}-X_{t}-\alpha^{-}(T-t)}{\sqrt{T-t}})\frac{1}{\sqrt{T-t}}$

$-2 \tilde{\alpha}g_{1}(t)e^{-(\tilde{\alpha}+\tilde{r})X}t\Phi(\frac{X_{t}-M_{t}-\tilde{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}})$

$-2( \tilde{\alpha}+\tilde{r})g_{1}(t)(\frac{1}{2}-\tilde{\alpha}(X_{t}-M_{t})+\tilde{\alpha}^{2}(T-t))e^{-(\tilde{\alpha}+\overline{r})X}t\Phi(\frac{X_{t}-M_{t}-\tilde{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}})$

$+2g_{1}(t)( \frac{1}{2}-\tilde{\alpha}(X_{t}-M_{t})+\tilde{\alpha}^{2}(T-t))e^{-(\tilde{\alpha}+\tilde{r})X}t\varphi(\frac{X_{t}-M_{t}-\overline{\alpha}(T-t)}{\sqrt{T-t}})\frac{1}{\sqrt{T-t}}$

$+2g_{3}(t) \tilde{\alpha}\{\tilde{r}(T-t)+X_{t}-M_{t}\}e^{-\tilde{r}X_{t}-\tilde{\alpha}M}t\varphi(\frac{X_{t}-M}{\sqrt{T-t}})\frac{1}{\sqrt{T-t}}$

$=:h_{w}(t, W_{t}, M_{t})dW_{t}$

よって，複製戦略における株式と安全債券の保有単位 $\phi_{t},$
$\psi_{t}(\tilde{\phi}_{t},\tilde{\psi}_{t})$ は以下で与えられる．ただ

し $\tilde{\phi}_{t},$ $\tilde{\psi}_{t}$ は $\tilde{\alpha}+\tilde{E2}=0$ の場合に対応する．

$\phi_{t}=\frac{f_{w}(t,W_{t},M_{t})}{\sigma e^{-rt}S_{t}}=\pi_{\sigma}^{1}e^{rt-\sigma X}tf_{w}(t, W_{t}, M_{t})$

$\psi_{t}=E_{t}-\phi_{t}e^{-rt}S_{t}=E_{t}-\frac{f_{w}(t,W_{t},M_{t})}{\sigma}$

$\tilde{\phi}_{t}=\frac{h_{w}(t,W_{t},M_{t})}{\sigma e^{-rt}S_{t}}=\tau_{\sigma}^{1}e^{rt-\sigma X}th_{w}(t, W_{t}, M_{t})$

$\tilde{\psi}_{t}=\overline{E}_{t}-\phi_{t}e^{-rt}S_{t}=\tilde{E}_{t}-\frac{h_{w}(t,W_{t},M_{t})}{\sigma}$

3 CGMYモデル下

本節では risk neutral modelling の考え方に従い，pricing measure $Q$ の下で対数株価は CGMY

過程に従うと仮定し，ルックバックパワーオプションの価格評価について考察する．まず株価を

$S_{t}$ $:=Se^{X_{t}}$ と定義し， $\{X_{t}\}$ は $Q$ の下でパラメーター $C,$ $G,$ $M>0,$ $0\leqq Y<1$ を持つ CGMY 過

程に従うとする．つまり $\{X_{t}\}$ はガウス分散 $\Sigma=0$ , ドリフト $\mu_{0}=0$ , および以下で定義される

レヴイ測度 $\nu$ を持つレヴィ過程である．

$\nu(dx)=\frac{C}{|x|^{1+Y}}(e^{-G|x|}1_{(-\infty,0)}(x)+e^{-Mx}1_{(0,\infty)}(x))dx$

特に $Y=0$ の時， $\{X_{t}\}$ は Variance Gamma 過程と呼ばれる ([3]). またパラメーター $Y$ は本来

$(-\infty, 2)\backslash \{1\}$ の範囲の値を取ることが許されているが，ここでは $\{X_{t}\}$ が有界変動となり，かっ

ジャンプの時点の集合が稠密となるように $Y$ の範囲を制限していることに注意してほしい．また，

割引き株価過程は $Q$ の下でマルチンゲールでなければならないから，パラメーター $C,$ $G,$ $M,$ $Y$ に

は以下の制約が課せられる．

$\{\begin{array}{ll}r=C\log\frac{1}{(1-\overline{M})(1+_{\overline{G}})} , Y=0 のとき r=C\frac{\Gamma(1-Y)}{Y}\{M^{Y}-(M-1)^{Y}+G^{Y}-(G+1)^{Y}\} , Y\neq 0 のとき\end{array}$

18



ちなみに一本目と二本目はそれぞれ $M>1,$ $M\geqq 1$ を要求しているが，これは $S_{t}$ の可積分条件

に対応している．つまり以下が成り立っ．

$\forall_{t}>0, E^{Q}[S_{t}]<\infty\Leftrightarrow\forall_{t}>0, E^{Q}[e^{X_{t}}]<\infty$

$\Leftrightarrow(Y, M)\in A_{1}:=[0, 1)\cross[1, \infty)\backslash \{(0, 1)\}$

よって以降 $(Y, M)\in A_{1}$ が分析の対象となることに注意してほしい．

次に $\{X_{t}^{(1)}\}$ をドリフト $\gamma_{0}^{(1)}=0$および以下で定義されるレヴイ測度 $\nu^{(1)}$ を持つ increasing L\’evy

process, すなわち subordinator とする．

$\nu^{(1)}(dx)=\ovalbox{\tt\small REJECT}_{x+}^{M^{Y}}c^{1-Y}e^{-Cx}1_{(0,\infty)}(x)dx$

一方， $\{X_{t}^{(2)}\}$ をドリフト $\gamma_{0}^{(2)}=0$ および以下で定義されるレヴイ測度 $\nu^{(2)}$ を持つ subordinator と

する．

$v^{(2)}(dx)= \frac{c_{1}^{1-Y}c^{Y}}{x+}e^{-Cx}1_{(0,\infty)}(x)dx$

また， $\{X_{t}^{(1)}\}$ と $\{X_{t}^{(2)}\}$ は独立であるとする．このとき $\{\frac{C}{M}X_{t}^{(1)}-\frac{C}{G}X_{t}^{(2)}\}$ も，ガウス分散 $\Sigma$ , ド

リフト $\mu_{0}$ , レヴィ測度 $\nu$ を持つレヴイ過程，すなわちパラメータ $C,$ $G,$ $M,$ $Y$ の CGMY過程とな

る．実際， $E[e^{iz(\frac{C}{M}X_{1}^{(1)}-\frac{C}{G}X_{1}^{(2)})}]=E^{Q}[e^{izX_{1}}]$ が成り立つことが容易に示せる．ちなみに $Y=0$ の

とき， $\{X_{t}^{(1)}\}(=\{X_{t}^{(2)}\})$ はパラメーター $\frac{1}{C}$ のガンマ過程と呼ばれ，その周辺分布は以下で与えら

れる．

$P[X_{t}^{(1)}\in dx]=\frac{C}{\Gamma(Ct)}(Cx)^{Ct-1}e^{-cx}dx$ for $x>0$

以上をふまえルックバックパワーオプションの価格を調べる． $M_{t}$ $:= \sup_{0\leqq s\leqq t}X_{s}$ と定義すると

以下を得る．

$E^{Q}[e^{-rT}Z]=E^{Q}[e^{-rT}S_{T}^{\alpha}( \sup_{t0\leqq\leqq T}S_{t})^{\beta}]=e^{-rT}S^{\alpha+\beta}E^{Q}[e^{\alpha X_{T}+\beta M_{T}}]$

まず，

$E^{Q}[e^{\alpha X_{T}}]< \infty\Leftrightarrow\int_{|x|>1}e^{\alpha x}\nu(dx)<\infty$

$\Leftrightarrow(Y, M)\in A_{2}:=[0, 1 ) \cross[\alpha, \infty)\backslash \{(0, \alpha)\}$

に注意すると， $(Y, M)\in A_{1}\cap A_{2}^{C}$ のとき以下なようなばかげた結果を得る．

$E^{Q}[e^{\alpha X_{T}+\beta M_{T}}]\geqq E^{Q}[e^{\alpha X_{T}}]=\infty\Rightarrow E^{Q}[e^{-rT}Z]=\infty$

次に

$E^{Q}[e^{(\alpha+\beta)\frac{C}{M}X_{T}^{(1)}}]< \infty\Leftrightarrow\int_{|x|>1}e^{(\alpha+\beta)\frac{C}{M}x}v^{(1)}(dx)<\infty$

$\Leftrightarrow(Y, M)\in A_{3}:=[0, 1 ) \cross[\alpha+\beta, \infty)\backslash \{(0, \alpha+\beta)\}$
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に注意すると， $(Y, M)\in A_{1}\cap A_{3}$ のとき以下を得る．

$E^{Q}[e^{\alpha X_{T}+\beta M_{T}}]=E[e^{\alpha(\frac{C}{M}X_{T}^{(1)}-\frac{C}{G}X_{T}^{(2)})+\beta\sup_{0\leqq t\leqq\tau(\frac{C}{M}X_{t}^{(1)}-\frac{C}{G}X_{t}^{(2)})}}]$

$\leqq E[e^{(\alpha+\beta)\frac{C}{M}X_{T}^{(1)}}]<\infty$

$\Rightarrow E^{Q}[e^{-rT}Z]<\infty$

そこで以降 $(YM)\in A_{1}\cap A_{3}$ についてのみ考察する．

価格計算には $(X_{T}, M_{T})$ の同時分布が必要になるが，その特性関数は以下で与えられる．

$E^{Q}[e^{izX_{T}+iwM_{T}}]= \lim_{uarrow\infty}\frac{1}{2\pi i}\int_{c-iu}^{c+iu}\frac{1}{q}\varphi_{q}^{+}(w+z)\varphi_{q}^{-}(z)e^{qT}dq$ (3.1)

ただし， $c>0$ は任意であり， $\varphi_{q}^{+},$
$\varphi_{\overline{q}}$ は以下で定義される．

$\varphi_{q}^{+}(u) :=\exp\{\int_{0}^{\infty}t^{-1}e^{-qt}E^{Q}[e^{iuX_{t}}-1;X_{t}>0]dt\}$

$\varphi_{q}^{-}(u) :=\exp\{\int_{0}^{\infty}t^{-1}e^{-qt}E^{Q}[e^{iuX_{t}}-1;X_{t}<0]dt\}$

(3.1) の証明 : まずウィーナーホップ分解 ([4] 定理 45.7) と呼ばれる以下の式が成り立つ．

$\int_{0}^{\infty}e^{-qt}E^{Q}[e^{izX_{t}+iwM_{t}}]dt=\frac{1}{q}\varphi_{q}^{+}(w+z)\varphi_{q}^{-}(z)$ for $\forall_{q}>0$ (3.2)

よって上式の逆ラプラス変換が可能なことを示しさえすればよい．そこで $h(t)$ $:=E^{Q}[e^{izX_{t}+iwM_{t}}]$

と定義する．この時まず， $\forall_{t}\geqq 0,$ $Q[X_{t-}=X_{t}=X_{t+}]=1$ $($ただし $X_{0-}:=0)$ より， $h(t)$ は

$[0, \infty)$ 上連続，ゆえに局所可積となる．次に任意の $R>0$ について， $0\leqq s<t\leqq R$ とすると以

下を得る．

$|h(t)-h(s)|\leqq E^{Q}[|e^{iz(X_{t}-X_{s})+iw(M_{t}-M_{s})}-1|]$

$\leqq|z|E^{Q}[|X_{t}-X_{s}|]+|w|E^{Q}[M_{t}-M_{s}]$ (3.3)

ここで以下を定義する．

$J(B, \omega):=\#\{u;(u, X_{u}(\omega)-X_{u-}(\omega))\in B\}$ for $B\in \mathcal{B}((O, \infty)\cross R\backslash \{O\})$

このとき以下を得る．

$E^{Q}[|X_{t}-X_{S}|]=E^{Q}[| \int_{(s,t]\cross R\backslash \{0\}}xJ(d(u, x), \omega)|]$

$\leqq\int_{(s,t]\cross R\backslash \{0\}}|x|du\nu(dx)$

$=(t-s)C\Gamma(1-Y)(G^{Y-1}+M^{Y-1})$ (3.4)

よって (3.3) と (3.4) より， $0=t_{0}<t_{1}<\cdots<t_{n}=R$ について以下が成り立つ．

$\sum_{i=1}^{n}|h(t_{i})-h(t_{i-1})|\leqq|z|C\Gamma(1-Y)(G^{Y-1}+M^{Y-1})R+|w|E^{Q}[M_{R}]$ (3.5)
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さらに先程と同様に以下を定義する．

$J^{(1)}(B, \omega)$ $:=\#\{u;(u, X_{u}^{(1)}(\omega)-X_{u-}^{(1)}(\omega))\in B\}$ for $B\in \mathcal{B}((0, \infty)\cross R\backslash \{O\})$

このとき以下を得る．

$E^{Q}[M_{R}]= E[\sup_{t0\leqq\leqq R}(\frac{C}{M}X_{t}^{(1)}-\frac{C}{G}X_{t}^{(2)})]$

$\leqq E[\sup_{t0\leqq\leqq R}\frac{C}{M}X_{t}^{(1)}]=\frac{C}{M}E[X_{R}^{(1)}]$

$= \frac{C}{M}E[\int_{(0,R]\cross R\backslash \{0\}}xJ^{(1)}(d(u, x), \omega)]$

$= \frac{C}{M}\int_{(0,R]\cross R\backslash \{0\}}xdu\nu^{(1)}(dx)$

$=RCM^{Y-1}\Gamma(1-Y)<\infty$

よってこの事と (3.5) より， $h(t)$ は $[0, R]$ 上有界変動である．

以上より，(3.2) の逆ラプラス変換は確かに可能である．口

よってさらに (3.1) に逆フーリエ変換を施せば $(X_{T}, M_{T})$ の同時分布が得られ，これを用いれば

価格の数値計算が可能となる．しかし言うまでもなく，そのような方法では計算効率が非常に悪

い．そこで (3.1) において $izarrow\alpha,$ $iwarrow\beta$ と置き換えたもの，ないしその類似物を得ることが望

まれるのだが，今のところそれが可能かどうか定かではなく，この点が今後の課題となる．
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