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1 導入

本稿の目的は文献 [3] の概要を述べることである．Short pulse 方程式のコーシー間題を

考える :

$\{\begin{array}{l}u_{tx}=u+(u^{3})_{xx}, x\in \mathbb{R}, t>0,u(O, x)=u_{0}(x) , x\in \mathbb{R},\end{array}$ (1)

$u_{0}$ は実数値関数とし，以下では実数値解のみを考える．方程式 (1) は水面波を記述する方

程式の一種である Ostrovsky 方程式 [4] :

$(u_{t}+\alpha u_{xxx}+(u^{\rho})_{x})_{x}=\beta u,$

の高次の分散がな $t\backslash$ , すなわち，$\alpha=0$ という仮定の下で導出される．文献 [3] では，特に

$\rho=3$ の場合に，初期条件が十分小さい時，方程式の解がどのようにふるまうのか？とい
う問題を考察している．

Short pulse 方程式の非線形項の指数を一般化した Reduced Ostrovsky 方程式 :

$\{\begin{array}{ll}u_{tx}=u+(f(u))_{xx}, x\in \mathbb{R}, t>0,u(O, x)=u_{0}(x) , x\in \mathbb{R},\end{array}$ (2)

の漸近挙動に関しては次の結果が知られている．文献 [1] では，非線形項が $f(u)=|u|^{\rho-1}u,$

$\rho>3+2/3$ の時，初期条件が適切な意味で十分小さければ，方程式 (2) の解は，線形化さ

れた方程式，i.e.,

$u_{tx}=u$

の解に時刻無限大で漸近することが示されている．また，文献 [2] では，非線形項の指数が

$1<\rho\leq 3$ の時は，適切な仮定の下で，線形の解に漸近する解が存在しないことが示されて

いる．この結果から，今我々の考えたい $\rho=3$ の場合は，線形の解に漸近しないことがわ

かるが，実際に解がどのように振る舞うのかは明らかではない．
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文献 [3] では，$\rho=3$ の short pulse 方程式の場合に，方程式の解の時間無限大での漸近
挙動を具体的に与えている．この漸近挙動は，線形の方程式の解に適切な位相の修正を加
えたものとなる．

このセクションの残りの部分では，結果を紹介するための記号の準備をし，次のセクショ
ンで [3] で得られた結果についてのべる．

ルベーグ空間を，通常通り，$L^{p}=\{\phi\in S’;\Vert\phi\Vert_{L^{p}}<\infty\}$ で定義する．ここで，ノルムは，

$1\leq p<\infty$ の時 $\Vert\phi\Vert_{L^{p}}=(\int_{R}|\phi(x)|^{p}dx)^{1/p},$ $p=\infty$ の $E,$ $\Vert\phi\Vert_{L^{\infty}}=\sup_{x\in R}|\phi(x)|$ と

する．

重み付ソボレフ空間を以下で定義する :

$H_{p}^{m,s}=\{\varphi\in S’;\Vert\phi\Vert_{H_{p}^{m,s}}=\Vert\langle x\rangle^{s}\langle i\partial_{x}\rangle^{m}\phi\Vert_{L^{p}}<\infty\},$

$m,$ $s\in R,$ $1\leq p\leq\infty,$ $\langle x\rangle=\sqrt{1+x^{2}},$ $\langle i\partial_{x}\rangle=\sqrt{1-\partial_{x}^{2}}$ . 簡単のため，以下の省略記号を用

いる : $H^{m,s}=H_{2}^{m,s},$ $H^{m}=H^{m,0}$ . 同様に斉次ソボレフ空間を

$\dot{H}^{m}=\{\phi\in S’;\Vert\phi\Vert_{\dot{H}^{m}}=\Vert(-\partial_{x}^{2})^{\frac{m}{2}}\phi\Vert_{L^{2}}<\infty\}.$

で定義する．

Short pulse 方程式の自由発展群を

$\mathcal{U}(t)=\mathcal{F}^{-1}\exp(-\frac{it}{\xi})\mathcal{F},$

とする．ここで，$\mathcal{F},$
$\mathcal{F}^{-1}$ はそれぞれ，フーリエ変換，フーリエ逆変換である．また自

由発展群を通して次の作用素を導入しておく : $\mathcal{J}=\mathcal{U}(t)x\mathcal{U}(-t)=x-t\partial_{x}^{-2}$ . ここで，
$\partial_{x}^{-m}=\mathcal{F}^{-1}(i\xi)^{-m}\mathcal{F}$ である．

2 得られた結果

初期条件の属する関数空間として，以下のものを考える :

$X_{0}^{m}=\{\phi\in L^{2};\Vert\phi\Vert_{X_{0}^{m}}=\Vert\phi\Vert_{H^{m}}+\Vert x\phi_{x}\Vert_{H^{5}}+\Vert\phi\Vert_{\dot{H}^{-1}}<\infty\}.$

また，解を構成する関数空間を初期条件の属する関数空間に対応して，以下のようにとる :

$X_{T}^{m}=\{u(t)\in C([0, T);L^{2})$ ; $\Vert u\Vert_{X_{T}^{m}}<\infty\},$

ノルムは

$\Vert u\Vert_{X_{T}^{m}}=\sup_{t\in[0,T)}\langle t\rangle^{-\epsilon^{1}}7(\Vert u(t)\Vert_{H^{m}}+\Vert \mathcal{J}u_{x}(t)\Vert_{H^{5}}+\Vert u(t)\Vert_{\dot{H}^{-1}})+\sup_{t\in[0,T)}\langle t\rangle^{\frac{1}{2}}\Vert u(t)\Vert_{H_{\infty}^{2}},$

とする．ここで，$\epsilon>0$ は小さい正の定数とする．

以上の準備の下，我々の結果を述べる．
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Theorem 2.1 ([3]). 初期条件は $u_{0}\in X_{0}^{m},$ $m>10,$ $\Vert u_{0}\Vert_{X_{0}^{m}}\leq\epsilon$ を満たすとする．ここ

で，$\epsilon>0$ は十分小さい正の定数とする．この時 (1)の時間大域解 $u\in X_{\infty}^{m}$ が一意に存在

し，次の時間減衰評価を満たす :

$\Vert u(t)\Vert_{H_{\infty}^{2}}\leq C\langle t\rangle^{-\frac{1}{2}}$

さらに，散乱状態 $W\in H_{\infty}^{0,2}$ が一意に存在して，十分大きい $t\geq 1$ に対し，$x\in \mathbb{R}$ につい

て一様な次の漸近展開が成り立つ :

$u(t)= \Re\sqrt{\frac{2}{t}}\theta(x)W(\chi)\exp(-i(\frac{2t}{\chi}+\frac{\pi}{4}+\frac{3\chi}{\sqrt{2}}|W(\chi)|^{2}\log t))+O(t^{-\frac{1}{2}-\delta})$ , (3)

ここで，$\delta\in(0,1/12)$ , $\chi=\sqrt{t/-x},$ $\theta\in S,$ $|\theta(x)|\leq 1,$ $\theta(x)=\{\begin{array}{l}1 x<-10 x\geq 0\end{array}$

3 証明のポイント

このセクションでは，short pulse 方程式の解の漸近挙動に，どのようにして非線形項の

影響が現れるのか？という点について説明したいと思う．定理の証明は，X留のノルムに
関するアプリオリ評価をつくり，それを用いて時間局所解を時間大域解に伸ばす，という

方針で行う．本稿では，特に評価の難しい $L^{\infty}$ ノルムの評価のみを考える．

自由発展群の漸近展開をもちいると，次の不等式が成り立つことに注意する :

$\Vert u(t)\Vert_{L}\infty=\Vert \mathcal{U}(t)\mathcal{U}(-t)u(t)\Vert_{L}\infty\leq t^{-\frac{1}{2}}\Vert|\xi|^{3/2}\mathcal{F}\mathcal{U}(-t)u(t)\Vert_{L\infty}+Ct^{-\frac{1}{2}-\delta}$ , (4)

ここで，$\delta\in(0,1/4)$ . 上の不等式から，$\Vert|\xi|^{3/2}\mathcal{F}\mathcal{U}(-t)u(t)\Vert_{L^{\infty}}\leq C$ を導けばよいことがわ

かる．方程式の両辺に $\mathcal{U}(-t)$ をかけると，

$(\mathcal{U}(-t)u)_{t}=\mathcal{U}(-t)(u^{3})_{x}.$

$v=\mathcal{U}(-t)u$ とおいて，両辺を Fourier 変換し，$|\xi|^{3/2}$ をかけると，

$| \xi|^{\frac{3}{2}}\hat{v}_{t}(t, \xi)=\frac{i\xi|\xi|^{\frac{3}{2}}}{2\pi}\int_{R^{2}}e^{-it(\frac{1}{\epsilon}-\frac{1}{\xi_{1}}-\frac{1}{\xi_{2}}-\frac{1}{\xi-\zeta_{1^{-}2}})_{\hat{v}(\xi_{1})\hat{v}(\xi_{2})\hat{v}(\xi-\xi_{1}-\xi_{2})d\xi_{1}d\xi_{2}}},$

となる．ここで，$\xi_{1}=\xi\xi_{1}’,$ $\xi_{2}=\xi\xi_{2}’$ と変数変換して整理すれば，

$| \xi|^{\frac{3}{2}}\hat{v}_{t}(t, \xi)=\frac{i\xi^{3}|\xi|^{\frac{3}{2}}}{2\pi}\int_{R^{2}}e^{-\frac{it}{\xi}\phi}F(\xi_{1}, \xi_{2})d\xi_{1}d\xi_{2}$ (5)

と書き直すことができる．ここで，

$\phi(\xi_{1}, \xi_{2})=1-\frac{1}{\xi_{1}}-\frac{1}{\xi_{2}}-\frac{1}{\xi_{3}}, F(\xi_{1}, \xi_{2})=\hat{v}(\xi\xi_{1})\hat{v}(\xi\xi_{2})\hat{v}(\xi\xi_{3})$ ,
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$\xi_{3}=1-\xi_{1}-\xi_{2}$ とする．

以下では振動積分 (5) について考える．Stationary phase methodから，積分 (5) の主要

部は位相 $\phi$ の勾配が $0$ , つまり，$\nabla\phi=0$ となる点であり，残りは剰余とみなすことができ
ることがわかる．$\nabla\phi=0$ となる点は，$(\xi_{1}, \xi_{2})=(1/3,1/3)$ , $(1, 1)$ , $(1, -1)$ , (-1,1)の 4点で

ある．そこで，cut off 関数 $\Phi_{1},$ $\Phi_{2},$ $\Phi_{3}$ を，$1=\Phi_{1}+\Phi_{2}+\Phi_{3},$ $0\leq\Phi_{j}\leq 1,$ $\Phi_{1}$ $:(1/3,1/3)$ の

近傍にサポートを持つ関数，$\Phi_{2}$ : $(1,1)$ , $(1, -1)$ , $(-1,1)$ の近傍にサポートを持つ関数，$\Phi_{3}$

:それ以外，として定義する．この関数を用いて (5) の積分領域を以下のように分割する :
(5) の右辺 $=I_{1}+I_{2}+I_{3}$ . ここで，

$I_{j}= \frac{i\xi^{3}|\xi|^{\frac{3}{2}}}{2\pi}\int_{\mathbb{R}^{2}}e^{-\frac{it}{\xi}\phi}F(\xi_{1}, \xi_{2})\Phi_{j}d\xi_{1}d\xi_{2}.$

$I_{3}$ の評価 : $\nabla\phi=0$ となる点が積分領域上にないので，本質的には 2回部分積分を繰り
返すことにより，

$|I_{3}|\leq Ct^{-1-\delta}$

を得ることができる．ただし，この計算は少し複雑なのでここでは省略することにする．
(詳しい証明に関しては，[3] を見ていただきたい．)

$I_{1},$ $I_{2}$ の評価 : $\nabla\phi=0$ の点であるから，stationary phase method をもちいて計算する

ことにより，

$I_{1}= \frac{\xi^{4}|\xi|^{\frac{3}{2}}}{3^{3}\sqrt{6}t}e^{i\frac{11t}{\epsilon}}\hat{v}^{3}(t, \frac{\xi}{3})+O(t^{-1-\delta})$

$I_{2}=i \frac{3\xi^{4}|\xi|^{\frac{3}{2}}}{\sqrt{2}t}|\hat{v}(t, \xi)|^{2}\hat{v}(t, \xi)+O(t^{-1-\delta})$

となることがわかる．ここで，(2) で $f(u)=|u|^{\rho-1}u,$ $\rho>3$ とした場合と異なり，非線形項
の主要部の時間減衰が，$I_{2}\sim O(t^{-1})$ であることに注意する．この事実が，解の漸近挙動に
影響を与える．

以上から，(5)は

$| \xi|^{\frac{3}{2}}\hat{v}_{t}(t, \xi)=\frac{\xi^{4}|\xi|^{\frac{3}{2}}}{3^{3}\sqrt{6}t}e^{i\frac{11t}{\epsilon}}\hat{v}^{3}(t, \frac{\xi}{3})+\dot{\iota}\frac{3\xi^{4}|\xi|^{\frac{3}{2}}}{\sqrt{2}t}|\hat{v}(t, \xi)|^{2}\hat{v}(t, \xi)+O(t^{-1-\delta})$ (6)

と書き直せることがわかる．(6) の右辺第二項を取り除くため，

$w(t, \xi)=\hat{v}e^{-i\frac{3\xi^{4_{|\xi|2}^{3}}}{\sqrt{2}t}\xi^{4}\int_{1}^{t}\frac{|\hat{v}(\tau)|^{2}}{\tau}d\tau}$

と未知関数を置き換えると，

$w_{t}(t, \xi)=\frac{\xi^{4}|\xi|^{\frac{3}{2}}}{3^{3}\sqrt{6}t}e^{i\frac{11t}{\epsilon}}\hat{v}^{3}(t, \frac{\xi}{3})e^{-iC\xi^{4}\int_{1\tau}^{t}d\tau}L^{\hat{v}}\Delta\perp\tau^{2}+O(t^{-1-\delta})$
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となる．時間に関して，1から $t$ まで積分すれば，

$| \hat{v}(t)|=|w(t)|\leq|w(1)|+|\int_{1}^{t}\frac{\xi^{4}|\xi|^{\frac{3}{2}}}{3^{3}\sqrt{6}t}e^{i\frac{11t}{\xi}}\hat{v}^{3}(t, \frac{\xi}{3})e^{-iC\xi^{4}\int_{1}^{t\frac{\theta\tau}{\tau}L_{d\tau}^{2}}}dt|+C$ (7)

また，(7) の第二項も，時間に関して部分積分すれば，

$|l^{t} \frac{\xi^{4}|\xi|^{\frac{3}{2}}}{3^{3}\sqrt{6}t}e^{i\frac{11t}{\epsilon}}\hat{v}^{3}(t, \frac{\xi}{3})e^{-iC\xi^{4}\int_{1}^{t}\frac{|\theta(\tau)|^{2}}{\tau}d\tau}dt|\leq C$

となることがわかる．したがって，

$\Vert|\xi|^{3/2}\hat{v}(t)\Vert_{L\infty}\leq C$

がわかった．$v=\mathcal{U}(-t)u$ であったから，(4) より，

$\Vert u(t)\Vert_{L\infty}=\Vert \mathcal{U}(t)\mathcal{U}(-t)u(t)\Vert_{L^{\infty}}\leq t^{-\frac{1}{2}}\Vert|\xi|^{3/2}\mathcal{F}\mathcal{U}(-t)u(t)\Vert_{L^{\infty}}+Ct^{-\frac{1}{2}-\delta}\leq Ct^{-\frac{1}{2}}$

が得られる．これが求めたい $L^{\infty}$ ノルムの評価であった．
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