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1 はじめに

限量記号消去法 (Quantifier Elimination: QE) [2, 10] は限量記号がついた一階述語論理式を入力として，

それと等価で限量記号のない論理式を出力するアルゴリズムである．例えば， $\exists x(x^{2}+bx+c=0)$ に対し

て QE を適用すると，それと等価で限量記号がついた変数 $x$ のない論理式 $b^{2}-4c\geq 0$ を得る．一階述語論

理式は，限量記号である $\forall$ (全称記号) , $\exists$ (存在記号), 多項式の等式 $(f=0)$ . 不等式 $(f<0, f\leq 0)$ .
非等式 $(f\neq 0)$ からなる原子論理式， $\wedge$ (かつ) $\vee$ (または) $\neg$ (否定) などの論理演算子から成る．

QE はさまざまな応用があり，アルゴリズムの効率化に関する多くの研究が行われている．しかし，任

意の入力に適用可能な汎用 QE アルゴリズムは，現在知られている最も効率のいい手法である Cylindrical

Algebraic Decomposition $[3|$ でも，その最悪計算量の下限は変数の数に対して 2重指数 [1] で，多くと

も 5変数程度までの問題しか解けない．そのため，入力を特別な場合に制限することで高速化を実現す

る専用 QE に関する研究がすすめられている: 例えば線形の場合など入力の次数を制限したもの (Virtual

Substitution: VS) [8, 9], 2次または線形の等式制約をもつ $(\exists x(ax^{2}+bx+c=0\wedge\psi))$ もの [6], $\forall x(f(x)>0)$

や $\forall x(x\geq 0arrow f(x)>0)$ に対するもの [5, 7] がある．

本稿では，非等式を含む一階述語論理式に対する QE を対象とする．また，入力の一階述語論理式には否

定演算子は含まないと仮定し，ある変数 $x$ についてのみ，存在限量記号がついているとする．つまり，

$\exists x(f(x)\neq 0\wedge\psi)$

のような一階述語論理式を考える．例えば，

$\exists x(a_{5}x^{5}+a_{4}x^{4}+a_{3}x^{3}+a_{2}x^{2}+a_{1}x+a_{0}\neq 0)$

が本稿で扱う対象である．この問題では，次数ごとに場合分けして考えれば容易に等価な論理式

$a_{5}\neq 0\vee a_{4}\neq 0\vee a_{3}\neq 0\vee a_{2}\neq 0\vee a_{1}\neq 0\veea_{0}\neq 0$

を得られる．これは係数に対する非等式の論理和で，手計算でも求められるが，このような QE はMathe-

matica, Redlog などの QE ツールでは実装されておらず，汎用 QE 手法で解くしかないため計算は 1時間

かけても停止しなかった．

非等式制約は，非縮約条件などとして実問題でも現れる．他にも次数ごとに処理をする QE [6] や包括的

グレブナー基底系を利用した QE [4] の出力として現れるので非等式をもつ一階述語論理式に対する効率的

な QE の実現は重要である．
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2 非等式のみをもつ一階述語論理式に対する QE
定義 1

一階述語論理式 $\varphi$ が，否定演算子 $\neg$ をひとつも含まないとき， $\varphi$ を正 (positive) であるという．

定義 2

一階述語論理式が，限量記号を含まない場合， $qu$antifier-free formula $(QFF)$ という．

記法 1

正の $QFF\varphi(x)$ に含まれる原子論理式が，変数 $x$ を含む場合には常に非等式の場合， $\varphi\neq(x)$ と書く．

記法 2

$QFF\psi$ を満たす異なる実数 $x$ がちょうど $n$ 個存在するとき，$\exists^{n_{X}}(\psi)$ と書き， $\psi$ を満たす異なる実数が無

限個存在するとき， $\exists^{\infty_{X}}(\psi)$ と書く．

定理 3

$QFF\varphi\neq(x)$ に対する操作’を以下のように定義する．

$\varphi_{\neq}’(x)\equiv\{\begin{array}{ll}v_{c\in c\circ eff_{x}(f)^{C\neq 0}} if \varphi\neq(x)\equiv f\neq 0\varphi_{1}’(x)\wedge\varphi_{2}’(x) if \varphi\neq(x)\equiv\varphi_{1}(x)\wedge\varphi_{2}(x)\varphi_{1}’(x)\vee\varphi_{2}’(x) if \varphi_{\neq}(x)\equiv\varphi_{1}(x)\vee\varphi_{2}(x)\varphi\neq(x) otherwise ( \varphi\neq(x) は原子論理式で、 x を含まない)\end{array}$

このとき，以下が成立する．

$\exists x(\varphi\neq(x))=\varphi_{\neq}’(x)$

証明 最初に $\varphi_{\neq}(x)$ が原子論理式の場合を考える．$\varphi\neq\equiv f\rho O,$ $\rho\in\{<, \leq, =, \neq\}:f$ に $x$ が含まれない場

合は，明らかである．$x$ を含む場合は，$f$ が恒等的に零になる場合には明らかに $\varphi\neq$ は偽である．そうでな

い場合は，多項式の次数を $m>0$ とすると，多項式は $m+1$ 点以上の点で零になることはできないので，

真である．したがって， $\exists x(f\neq 0)\equiv v_{\mathcal{C}\in coeff_{x}(f)^{C}}\neq 0\equiv\varphi_{\neq}’$ が成立する．

次に，論理積のみが現れる場合を考える．$\varphi\neq$
$\equiv\wedge$議 $\neq 0:f_{i}$ が $x$ を含まない場合には限量記号の外に出

すことができるので， $f_{i}$ の $x$ に対する次数はすべて正であると仮定して良い．このとき， $\varphi\neq\equiv(\prod_{i}f_{i})\neq 0$

となるので， $\varphi\neq$ が原子論理式の場合と同様に考えれば良い． $f_{i}$ のーつが恒等的に零になる場合には明らか

に $\varphi\neq$ は偽である．そうでない場合を考える． $m$ を $\prod_{i}f_{i}$ の $x$ に対する次数，つまり， $m= \sum_{i}\deg_{x}(f)$

とする．多項式の実根の個数は高々その次数までなので，適当に $m+1$ 点を選択すると，その中の少なく

とも一点ですべてのゐが零にならない．したがって， $\exists$x $(\wedge$議 $\neq 0)\equiv\bigwedge_{i}\fbox{Error::0x0000}c\neq 0\equiv\varphi_{\neq}’$ が成立

する．

最後に任意の $\varphi_{\neq}$ について考える:任意の QFF は，積和標準形 $\psi\equiv\fbox{Error::0x0000}\bigwedge_{j}f_{ij}\rho_{ij}0$ の形式に変換可能であ

る．変換後の式に対して，

$\exists x(\vee\wedge f_{ij}\rho_{ij}0)\equiv\vee\exists x(\wedge f_{ij}\rho_{ij}0)\equiv\vee(\wedge f_{ij}\rho_{ij}0)’\equiv\vee\wedge(f_{ij}\rho_{ij}0)’$

となる．これは単に $\psi$ の各原子論理式に操作’を適用しただけなので，積和標準形への変換の逆の変換に

よって，元の論理式 $\varphi\neq$ に操作’を適用した式が得られる．
$I$

以下の系は，上記の証明において，十分な実根の数のみが必要なことから容易に得られる．

系 4

定理 3と同じ記号を用いて，以下が成立する．

$\exists^{\infty_{X}}(\varphi\neq(x))\equiv\varphi_{\neq}’(x)$
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3 適用範囲の拡張

一般に，$\exists x(\psi_{1}\wedge\psi_{2})$ と $\exists x(\psi_{1})\wedge\exists x(\psi_{2})$ は等価にならないが，非等式に対する QE においては十分な数

の $x$ が存在しさえ良いことから以下の系が得られる．

系 5

定理 3と同じ記号を用いて，$QFF\psi,$
$\varphi\neq$ に対して以下が成立する．

$\exists^{\infty_{X}}(\psi\wedge\varphi\neq)\equiv\exists^{\infty_{X}}(\psi)\wedge\varphi_{\neq}’$

実閉体上の QE を考える場合には，適当な自然数 $m$ (例えば，原子論理式に現れる多項式の $x$ に関する

次数の和) に対して，

$\exists x(\psi\wedge\varphi_{\neq})\equiv\exists^{1_{X}}(\psi\wedge\varphi_{\neq})\vee\exists^{2}x(\psi\varphi\neq\wedge)\vee\exists^{\infty}x(\psi\wedge\varphi\neq)$

$\exists^{1}x(\psi\wedge\varphi\neq)\vee\exists^{2}x(\psi\varphi\neq\wedge)\vee\exists^{\infty_{x}}(\psi)\wedge\varphi_{\neq}’$

が成立する．したがって，右辺が専用 QE を利用して効率的に解けるような $\psi$ を設定できれば，操作’に

よる QE の適用範囲が広がる．

3.1 狭義の不等式のみから構成ざれる場合

$QFF\psi_{<}$ のすべての原子論理式が狭義の不等式のみから構成される場合，

$\exists x(\psi_{<})\equiv\exists^{\infty_{X}}(\psi_{<})$

が成立する，したがって，

$\exists x(\psi_{<}\wedge\varphi_{\neq})\equiv\exists x(\psi_{<})\wedge\varphi_{\neq}’$

となる．左辺の QE をそのまま実行するよりも，右辺の QE のほうが明らかに容易になっている．

3.2 一つの原子論理式の場合

$\psi$ が原子論理式の場合を考える． $f<0$ の場合は，3.1節で対応可能なこと， $f=0$ の場合は恒等的に零

になる場合以外は対応できないので， $\psi\equiv f\leq 0$ を考える．この場合， $f$ の主係数が負または奇数次の場

合は，$\exists x(\psi)=\exists^{\infty}x(\psi)=T$ が成立する．2次の場合には判別式を利用して問題を分割できる．また，一変

数多項式であれば，実根の分離を利用して判定できる場合がある．

Algorithm 1にアルゴリズムを示す．ここで，$QE_{1j_{neq}}$ は線形の等式制約を含む場合に適用可能な専用 QE [6]

を表し，$\deg_{x}(f)$ , $LC_{x}(f)$ , $discrim_{x}(f)$ , $diff_{x}(f)$ はそれぞれ $f$ の $x$ に関する次数，主係数，判別式，微分

を表す．2行目からのループで，次数ごとに処理を行なっている．4行目の奇数次または主係数が負の場合

には必ず条件を満たすものが無限個存在する．6行目の定数の場合には， $x$ を含まないので $f$ が条件を満

たせば良い．8行目は 2次の場合で，

$\exists x(ax^{2}+bx+c\leq 0)\equiv\exists^{1}x(ax^{2}+bx+c=0)\vee\exists^{\infty_{X}}(ax^{2}+bx+c<0)$

を利用している．10行目は一変数の場合を処理しており，それ以外の場合には FAILを復帰する．
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$\frac{A1gorithm1QE_{\neq,atom}(f(x),\varphi\neq)}{Input:po1ynoamia1f,quantifer-freeformula\varphi\neq}$

Output: an equivalent quantifier-free formula for $\exists x(f\leq 0\wedge\varphi\neq)$

1: $rarrow\perp$

2: loop

3: $darrow\deg_{x}(f) , c_{d}arrow LC_{x}(f)$

4: if ( $c_{d}$ is numeric and $c_{d}<0$ ) or $d$ is odd then

5: $rarrow r\vee(c_{d}\neq 0\wedge\varphi_{\neq}’)$

6: else if $d=0$ then

7: return $r\vee(f\leq 0\wedge\varphi_{\neq}’)$

8: else if $d=2$ then

9: $rarrow r\vee(c_{2}<0\wedge\varphi_{\neq}’)\vee((c_{2}>0\wedge discrim_{x}(f)>0)\wedge\varphi_{\neq}’)$

lo: $rarrow r\vee c_{2}>0\wedge discrim_{x}(f)=0\wedge QE_{1_{1}neq}(\exists x(diff_{x}(f)=0\wedge\varphi\neq))$

11: else if $f$ is univariate then

12: $rarrow r\vee QE_{\neq,univ}(f, \varphi\neq)$

13: else

14: return FAIL

15: end if

16: $\varphi\neqarrow\varphi\neq\wedge(c_{d}=0) , farrow f-c_{d}x^{d}$

17: end loop

Algorithm 2は $f$ が一変数の場合のアルゴリズムである．1行目，3行目，9行目の QE は因数分解と

実根の分離によって判定可能である．6行目以降が実施されるのは，$f\leq 0\equiv f=0$ を満たす場合であるの

で， $f$ の既約因子が零になる場合を条件として分解している． $f_{i}$ の次数が 2次以下であれば，等式制約を

含む場合に適用可能な専用 QE [6] $QE_{eq}$ により効率的に解くことが可能である．

Algorithm 1と Algorithm 2では，3次以上の場合には FAIL を復帰することがあるが，これは現在提

案されている専用 QE のみを利用することを仮定しているためである．例えば，3次の等式制約をもつ一

階述語論理式に対する専用 QE を用意するなどして判定不能な場合を減らせることに注意されたい．

3.3 線形不等式の論理積の場合

$\psi\equiv\wedge$議 $\rho$i0 $(\rho_{i}\in\{<, \leq\})$ の場合を考える． $\psi$ を満たす $x$ は区間または一点で現れることになるので，

以下が成立する．

$\exists x(\psi\wedge\varphi\neq)\equiv\exists^{1}x(\psi\wedge\varphi\neq)\vee\exists^{\infty}x(\psi\wedge\varphi\neq)$

$\equiv\exists^{1}x(\psi\wedge\varphi_{\neq})\vee\exists^{\infty}x(\psi)\wedge\varphi_{\neq}’$

ヨ $1_{X(\psi\wedge\varphi_{\neq})}$ は線形の等式制約を持つので，専用 QE [6] が適用可能で効率的に解くことができる．
$\exists^{\infty_{X}}(\psi)$ は区間で現れる場合である．この場合には異なる 2点で $\psi$ を満たすことになるので，以下が成

立する．

$\exists^{\infty_{X}}(\psi(x))\equiv\exists x_{1}\exists x_{2}(\psi(x_{1})\wedge\psi(x_{2})\wedge x_{1}\neq x_{2})$

右辺は $x_{1},x_{2}$ に関する総次数が 1なので VS [8] で効率的に解くことができる．
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$\frac{A1gorithm2QE_{\neq,un1v}(f(x),\varphi\neq)}{Input:univariatepo1ynoamia1f,quantifer-freeformula\varphi\neq}$

Output: an equivalent quantifier-free formula for $\exists x(f\leq 0\wedge\varphi\neq)$

1: if $\exists x(f<0)$ then

2: return $\varphi_{\neq}’$

3: else if $\forall x(f\neq 0)$ then

4: return $\perp$

5: end if

6: factorization $f=f_{1}^{m_{1}}\cdots f_{u}^{m_{u}}$

7: $rarrow\perp$

s: for $i=1$ to $u$ do

9: if $\exists x(f_{i}=0)$ then

lo: if $\deg_{x}(f_{i})>2$ then

11: return FAIL

12: else

13: $rarrow r\vee QE_{eq}(\exists x(f_{i}=0\wedge\varphi\neq))$

14: end if

15: end if

16: end for

17: return $r$

Algorithm 3に線形不等式の論理式で構成される場合のアルゴリズムを示す．1行目で，$\exists^{\infty}x(\psi)\wedge\varphi_{\neq}’$

を求め，それ以降で $\exists^{1_{X}}(\psi_{\wedge\varphi\neq})$ を求めている． $QE_{1ineq}$ は線形の等式制約を含む場合に適用可能な専用

QE [6] を表す．

$\varphi\neq$ が $x$ に関して線形となる原子論理式のみから構成される場合には，直接 VS を適用可能なので，そ

の場合はどちらが計算効率がよいか考慮する必要がある．

4 まとめ

本稿では非等式制約に関する QE とその拡張について述べた．操作’による QE は係数のみで表される

ので他の専用 QE に比べて冗長になりにくく，使い勝手の良い手法である．また，非等式制約は，入力で

現れていなかったとしても，他の QE の実行結果として現れることがあり，適用の機会は少なくない．適

用範囲の拡大により，以下のような他の手法では困難な計算を効率的に解くことが出来るようになった．

$\bullet 5$ 変数で 1次の非等式を 2つもつ: $\exists x(x^{2}-2xa_{3}+a_{4}^{2}-2a_{4}a_{2}+a_{2}^{2}+a_{3}^{2}<0\wedge x\neq0\wedge(a_{4}a_{1}-a_{4}a_{3}+$

$a_{1}a_{2}-a_{2}a_{3})x+(a_{4}^{2}-a_{4}^{2}a_{2}-a_{4}a_{1}a_{3}+a_{4}a_{3}^{2})\neq 0)$

$\bullet 5$ 変数で 2次の非等式を 1つもつ: $\exists$x(x $<a_{3}\wedge(1-2a_{4}a_{2}-2a_{1}a_{3})x\geq(2a_{4}a_{1}a_{2}-2a_{2}^{2}a_{3}-a_{1})\wedge$

$(8a_{4}+8a_{1}a_{3}-4)x^{2}+(8a_{2}^{2}a_{3}-8a_{4}a_{1}a_{2}-8a_{4}a_{2}a_{3}-8a_{1}a_{3}^{2}+4a_{1}+4a_{3})x+a_{2}+4a_{4}a_{2}-4a_{2}^{2}-1\neq 0)$

$\bullet 4$ 変数で 1次と 2次の非等式をもつ: $\exists$x(x $<0\wedge(3-a_{3})x<2\wedge(a_{3}^{2}-8a_{3}+24)x\geq 20-4a_{3}\wedge a_{1}x-a_{2}\neq$

$0\wedge(a_{1}^{2}+a_{1}a_{3}-4a_{1}-2)x^{2}+(2a_{1}+4a_{2}-2a_{1}a_{2}-a_{2}a_{3}+1)x+(a_{2}-1)^{2}\neq 0)$

今後の課題としては，より適用範囲を広げるために新しい $\psi$ のクラスを構成することが考えられる．
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Algorithm 3 $QE_{\neq_{)}\ovalbox{\tt\small REJECT} in}(\psi\equiv\bigwedge_{i=1}^{n}f_{i}\rho_{i}0, \varphi\neq)$

Input: linear polynoamial $f_{i},$ $\rho_{i}\in\{<, \leq\}$ , quantifer-free formula $\varphi\neq$

Output: an equivalent quantifier-free formula for $\exists x(\psi\wedge\varphi\neq)$

1: $rarrow\exists x_{1}\exists x_{2}(\psi(x_{1})\wedge\psi(x_{2})\wedge x_{1}\neq x_{2})\wedge\varphi_{\neq}’$

2: $Sarrow\emptyset$

3: for $i=1$ to $n$ do

4: if $\rho_{i}=\leq$ then

5: $Sarrow S\cup\{f_{i}\}$

6: end if

7: end for

s: for all $\ell,$ $u\in S$ do

9: $rarrow r\vee QE_{1ineq}(\exists x(u=0\wedge\ell=0\wedge LC_{x}(u)>0\wedge LC_{x}(P)<0\wedge\psi\wedge\varphi\neq))$

lo: end for

11: return $r$
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