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1 はじめに

高専および大学初年級における数学では，関数のグラフや図形の理解が必要不可欠で

あるが，特に学生が戸惑うことの多い 2変数関数のグラフや一般の空間図形については，

教員でも黒板に正確に表現することは難しい．現在，このような問題に対処するため，

様々な形で数学教材が作成されている．通常の黒板での教材の提示以外に，以下のよう

なものがあげられる．

(1) 紙媒体の配付教材

(2) スクリーンへの提示教材

(3) タブレット上で扱える教材

(4) 立体モデル教材

上記の教材のうち，紙媒体の配付教材は，多

くの場合，$I4Tffi$ を用いて作成されるが，我々

の開発した教材作成のための総合支援ツール

である f剣 Tpic により，図 1のように単純な

線画でありながら正確さも兼ね備えた挿図が

可能となった．

さらに現在では，上記にも含まれるMesh-

lab 等のソフトを用いた 「タブレットで扱え
図 1 $\infty$Tpic による挿図

る教材」 や $3D$ プリンタ $-$による 「立体モデ

ル教材」についても，剛 Tpicによって作成が
可能となっている ([1]).

ただし，どの教材も単独での提示では教材として不十分な点が多く，実際の教育現場

において効果的な併用方法を検討する必要がある．

本稿では，このような視点から，教材の併用効果について，いくつかの例を取り上げ

て考察する．
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2 教材例

まず，教材例として次の 2変数関数についての問題を考える．

問題 極限値 $\lim_{(x,y)arrow(0,0)}\frac{x^{2}-y^{2}}{x^{2}+y^{2}}$ は存在しないことを示せ．

解答 関数 $z= \frac{x^{2}-y^{2}}{x^{2}+y^{2}}$ を考える．

$xy$ 平面上の点 $(x, y)$ を $x$軸に沿って点 $(0,0)$ に近づけるとき， $y=0$ より

$z= \frac{x^{2}-y^{2}}{x^{2}+y^{2}}=\frac{x^{2}}{x^{2}}=1$

一方， $y$軸に沿って近づけるときは， $x=0$ より

$z= \frac{x^{2}-y^{2}}{x^{2}+y^{2}}=\frac{-y^{2}}{y^{2}}=-1$

したがって， $(x, y)arrow(O, 0)$ のとき， $z$ は一定の値に近づかない．

すなわち，極限値 $\lim_{(x,y)arrow(0,0)}\frac{x^{2}-y^{2}}{x^{2}+y^{2}}$は存在しない．//

上記は，2変数関数が連続であることの定義をした後に，原点において連続ではない
例としてよく取り上げられる関数である．しかしながら，連続でないということの後に

そのグラフの形状を考えることはそれほど多くはない．

この曲面を， $Iq\Gamma pic$ を用いて線画で描くと図 2のようになる．この図を見るだけで，

曲面の形を正確に捉えることは困難かもしれない．実際に学生に提示したところ，この

曲面を関数 $z=x^{2}-y^{2}$ のグラフ (図 3) と混同する様子も見受けられた．

関数 $z=x^{2}-y^{2}$ のグラフは，図 2の曲面に比べ頻出度が大きく，学生にとっては親し

みがある．混同の原因の 1つは，教材として扱う具体的な曲面が少ないことであり，多

くの新しい関数のグラフの形を理解する力をつける，あるいは理解しようと試行錯誤す

る力をつけるためには，教員の側にも様々な方策が必要である．

図 2関数 $z= \frac{x^{2}-y^{2}}{x^{2}+y^{2}}$ のグラフ 図 3関数 $z=x^{2}-y^{2}$ のグラフ
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まず，この曲面の形状を理解するために，Meshlab等のソフトを用いてタブレットで

も扱える教材 (図 4) や $3D$ プリンターによって作られる立体モデル (図 5) が利用で

きる．

図 4Meshlab のスクリーンショット 図 5立体モデル

これらは obj 形式，あるいは，stl形式のファイルによって作成されるが，そのファイ

ルは K重 pic により，前述の線画のための図データを用いて生成される．

これらの教材を見た後に，再度，図 2の線画を見るとその 「見え方」 も変わり，まず

はこの曲面のおおまかな形状を理解できると考えられる．

次に，先ほどの解答をこの図形上で理解するために，連立方程式 $y=0,$ $z=1$ で表さ

れる直線，および，連立方程式 $x=0,$ $z=-1$ で表される直線をかき入れると，図 6の

ようになる．

このような手作業を紙媒体の配付教材で学

生自らが行うことは，授業内容の理解のため

には大変効果的である．

ただし，実際には学生の理解は，この段階

ではまだ十分ではなく，

点 $(x, y)$ を $x$軸に沿って点 $(0,0)$ に

近づけるとき， $y=0$ より $z=1$

ということが，

連立方程式 $y=0,$ $z=1$ の表す直線

にはつながりにくい．まずは段階的に

$z$軸上で 1はどこか 図 6配付教材での作業

などの問いかけが有効であると考えられる．
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次の教材例も 2変数関数についてのものである．グラフの概形もとらえやすく，具体
的な曲面を数多く扱うという観点からも，取り上げられるべきものである．

問題 関数 $f(x, y)=\{\begin{array}{ll}\frac{xy^{2}}{x^{2}+y^{4}} ((x, y)\neq(0,0)) は (x, y)=(O, 0) で連続で iは 0 ((x, y)=(0, O))\end{array}$

ないことを示せ．

解答 関数 $z= \frac{xy^{2}}{x^{2}+y^{4}}$ を考える．

$xy$平面上の点 $(x, y)$ を曲線 $x=y^{2}$ に沿って

点 $(0,0)$ に近づけるとき

$z= \frac{xy^{2}}{x^{2}+y^{4}}=\frac{y^{4}}{2y^{4}}=\frac{1}{2}$

曲線 $x=-y^{2}$ に沿って近づくときは

$z= \frac{xy^{2}}{x^{2}+y^{4}}=\frac{-y^{4}}{2y^{4}}=-\frac{1}{2}$

よって $(x, y)=(O, 0)$ で連続ではない．// 図 7関数 $z= \frac{xy^{2}}{x^{2}+y^{4}}$ のグラフ

一般に，関数 $f(x, y)$ について，任意の実数 $a,$
$b$ に対して $f(at, bt)$ が $t=0$ で連続で

あっても， $f(x, y)$ は $(x, y)=(O, O)$ で連続とは限らない．上記の関数はその例となって

いる．

図 8平面 $z= \pm\frac{1}{2}$ との交線 図 9平面 $y=-2x,$ $y=-10x$ との交線

次の教材例として，2変数関数の偏微分係数の図形的意味を取り上げる．グラフとな
る曲面の形も基本的である 2変数関数 $f(x, y)=x^{2}+y^{2}$ の偏微分係数ん $(1, 2)$ の図形的

意味は，通常は次のように説明される．
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曲面 $z=x^{2}+y^{2}$ と平面 $y=2$ の交線は

$C:z=x^{2}+4$

偏微分係数ん $(1, 2)=2$ はこの曲線 $C$ の点 $P(1,2,5)$

における接線 $\ell$ の傾きであり， $\vec{v}=(1,0, f_{x}(1,2))$ は

$\ell$ の方向ベクトルの 1つである．

図 10は自然な角度に視点を置いたものであり，ま

ず最初に $x$ についての偏微分係数 $f_{x}(1,2)$ の図形的意

味を考えることになる．しかしながら，接線 $\ell$ は傾き

が正の値 2であるが右に下がつていることで，座標平
図 10 偏微分係数の図形的意味

面上での 1変数関数のグラフの知識につながるかどう

か懸念される．

この場合，Meshlab による図 11のような教材を用いると，1変数関数を扱う場合の $x$

軸と $y$軸の関係が， $x$ 軸と $z$軸によって保たれていると理解できる．

図 7 Meshlab のスクリーンショット

3 まとめと今後の課題

教材作成の総合支援ツール $Iqr_{P}ic$ によって，教員は次のような様々な形で作りたい

図形教材を同じ感覚で作れるようになった :

$\bullet$ 紙媒体の配付教材

$\bullet$ スクリーンへの提示教材

$\bullet$ タブレット上で扱える教材

$\bullet 3D$ プリンタによる立体モデル教材

さらに，これらを併用することで，学生の理解を深めることが可能である．ただし，

教育的な効果を考えた場合，学生自身が書き込むことのできる紙媒体の配付教材は，そ

れらの中でも中心的な存在である．

また，併用教材の開発にあたっては，以下のような課題がある :
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$\bullet$ 立体モデルについて，不連続点の処理，厚みや強度など教材に応じた問題点の調

査や工夫

$\bullet$ 学生が手にとって扱うために，教材となるタブレットや立体モデルのための $3D$

プリンタの普及

$\bullet$ 学生が内容を整理するためのプリント教材の整備

$\bullet$ 併用による教育効果の検証

教材例にあげた曲面の問題をMeshlabでの曲面も参考にしながら実際に解いた学生の

中には，「関数の式を見ただけでこのようなグラフがイメージできるようになりたい」 と

いう感想を述べたものがいる．このような教材の最も重要な役割の 1つは，2変数関数

のグラフがどのような曲面なのか明らかにしたいという気持ちを育てることであると考

えられる．
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