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概要

通常，作図は定規とコンパスのみを有限回用いて，与えられた条件に適する図

形をつくることをいう (本稿では 「作図」 という). 本稿では，作図に数学の考え

を付加することによって数学的に正確な図形を描画することについて述べる．

ここでは，数学の考えとして二次曲線の利用を，またその手段として図形描画
ソフト Cinderella と $I\Phi^{\Gamma Cindy}$ を用いた教材開発について報告する．

筆者は，数学の考えを用いて正確な図形を描画する取り組みは，高校生に 「数

学を数学に活用する」 ことの有用性を実感させる絶好の教材であると考えている．

1 はじめに

Cinderella は，Graphical User Interface (以降，GUI と表記) として，コンピュータの

画面上に，マウスクリックによって点を置いたり点同士を結ぶことなどして図形を作る
ことができる．定規とコンパスのほ力], それらを組合せた操作 1が用意されており，画

面上で視覚的に位置を指示したり操作することによって図形を描画することができる．

さらに，Script が用意されており，Character User Interface (以降，CUI と表記) とし

て，コマンドによる図形描画ができる．

Cinderella は，動的幾何ソフトウエア (Dynamic Geometry Software, 以降 DGS と表

記 $)$ であり，数学的に描画された図形を構成する一部 (例えば，点や線分) の位置を変

化させたときに図形がどのように変化するのかを観察することができる 2. そのため中

学校や高等学校での図形指導において，問題解決のための糸口や生徒の直観的な理解に

つながることが期待できる．

Cinderella は GUI として図形描画ができるだけでなく，CUI として CindyScript (以

降，Script と表記) という Command Line入力により図形描画ができる． $I\Phi$rCindy は，

その双方が interactive に機能するように開発されたソフトウエアである 3. この CUI に

1例えば，角の二等分線やある点を通る垂線や平行線，点対称な図形の描画など．
2数学的な手続きによって描画された図形の一部の点や線分などの位置を変更しても，その性質は変わ

らない．例えば，線分 AB の垂直二等分線，三角形の内接円など．
$3I\Phi$rCindy では，Cinderella から描画データを入力し，CAS (今回は Scilab を使用) 実行ファイルに

書き出して実行し，LaTeX ファイルを作成し，この LaTeX ファイルをコンパイルすることで図形やグラ

フなどを PDF として出力ができるように開発された．CAS としては，Scilabのほ力 1, Maxima, $R$ など

がある．
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よって，これまで定規とコンパスだけでは描けなかった図形が，数学の考えを基にして

正確に描画することが実現できた．

本研究は，生徒へ配布する和算の図形問題の印刷教材で，図形描画に窮していた図形

が，二次曲線の考えを付加することによってとても簡単に描画できることがわかり，そ

のためのコマンドと関数式をプログラミングしたことが発端である．

プログラミングでは，画面上に GUI や CUI で描かれた図形から，焦点や準線を指定

すれば放物線が，また 2焦点と 2焦点間の距離よりも長い長さ (あるいは 2焦点からの

距離の和が一定になる長さ) を指定すれば楕円が，さらに 2焦点と 2焦点間の距離の差

が一定になるような長さを与えれば双曲線が，それぞれ描けるようにした．詳細につい

ては，それぞれの章で述べる．

また，l亀 TCindy により，Cinderellaの画面上の図形が，印刷教材として教科書で使用

されている図形と同程度の品質で，教育的にもふさわしい図形として出力することが実

現した．このシステムによって，生徒の図形分野への興味と関心を高めることが期待で

きる．本稿の図は Fig.6. を除き他は全て $I\Phi$jrCindy で描いたものである．それらの図の

品質が教科書にある図と同等もしくはそれ以上に高品質であることを確かめてほしい．

第 2章では，本稿で取りあげた和算の問題を [4] から引用して紹介した．第 3章から

第 5章では，Script を併用した図形描画について和算の問題を例に解説した．第 6章で

は，まとめと今後の課題として，全体の内容を踏まえ，数学教育や数学科教員養成にお

ける課題ついて述べた．附録では，本稿の問題意識となった [6] の内容を引用した．な

お，本稿は 2015年 RIMSでの口頭発表したものを [1] として公開しさらに深めた．

2 和算の図

ここでは，次の例 1 $\sim$例 3の問題を取りあげた．これら円 $P$ の中心を求めるためには

定規とコンパスだけでは難しく，二次曲線の考えを付加する必要がある．ここでは，

次曲線を Script で入力し，IqjFCindy によって出力できることを示す．

$\prod ffi|\rfloor 1$ 円の直径が 1のとき， $\prod ffi|$」 $2$ 円の直径が 3のとき， $\prod ffi|J3$ 外円 $0$ の内部に大円と

正方形の一辺はいくらか 正方形の一辺はいくらか． 小円 $P$ が 2つずつ入っ
ている．小円 $P$ の直径

が 2であるとき，大円

の直径はいくらか．

Fig.1. Fig.2. Fig.3.

［答］ $\frac{1+\sqrt{2}}{2}$ ［答］ 4 ［答．］ 3
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和算では，図形に関する問題が多く扱われている．条件に合う図が与えられていれば，

解法そのものはそんなに難しくない．しかし，条件が与えられていても問題の図の作図

に窮することが少なくない．

3 例 1の図形描画 :放物線の利用

$C$ を中心とする四分円 $C$ に内接し，辺 BC

と辺 CD に内接する円 $C$ を中心とする四分

円 $P$ がある．

等円の直径の長さが 1であるとき，

正方形の一辺の長さはどれだけか．

Fig.1.

3.1 円 $P$ の描画の手順

例 1の図 (Fig.1.) の円 $P$ を求めるための手順の例は，次の通りである．

�手順�

1. 円 $P$ は，四分円 $C$ と対角線 AC の交点 $E$ を通る．

2. 円の中心 $P$ は， $E$ を焦点として，辺 BC を準線とする放物線上にある．

3. また，円の中心 $P$ は対角線 AC 上の点にもある．よって，円の中心 $P$ は，放物線

と対角線 AC との交点になる 4.

Fig.4. Fig.5.

$4E$ を焦点，準線を辺 CD とする放物線と対角線 AC との交点も求める円 $P$ の中心となる．
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3.2 放物線の利用

ここでは，Fig.5. の Script の例 (左側) とそれを実行したときに生成される内容 (右

側 $)$ を紹介する．

� Scriptの例��生成される内容�

$1:Fhead=$” Parabola; ファイル名 :Parabola
2:Ketinit $I\Phi$rCindy を初期化する
3:Addax(O); 座標軸をかかない

4:Listplot $([A,B,C,D,A], dr,2”])$ ; 正方形 ABCD を直線 2でかく

5:Listplot $([A,C]$ , [’‘ da, 1 対角線 AC を破線でかく
6:Circledata$([C,B], dr,1”,” Rng=[pi/2,pi]”])$ ; 四分円 $C$ をかく

7:Parabolaplot 1 $[E,B,C]$ , da,1” 焦点 $E$ , 準線 BC の放物線
8:Putintersect $P$ rtlpara sgAC 放物線と対角線の交点を $P$ とする

9:Circledata( $[P,E]$ , dr, 1 中心 $P$ , 点 $E$ を通る円

10:Pointdata $1$ ”, $E$ , size$=5$”]); 点 $E$ をサイズ 5で表示
11:Pointdata$(” 2”,P,[’‘ size=5”])$ ; 点 $P$ をサイズ 5で表示

12:Letter $([A,$
”
$nw$

” A”,B,”sw” $B$”, $C,$ ” se” $C$”, 点 $A,$ $B,$ $C,$ $D,$ $E,$ $P$ を表示

D,”ne” D”,E,”n2” $E$
” ,P,”n2” $P])$ ;

13:Windispg $()$ ;ディスプレイに表示

1行目にはファイル名を，2行目と 13行目の間に上記のような Scriptを書けば，IqrCindy
により，Cinderella上に図を出力できる．さらに，PDF で実際の図を確認することがで

きる．図や頂点の記号などの変更は，Cinderellaに戻って直接図形を変形するか，Script

で変更すればよい．同時に， $BT_{FX}$ で挿入できる Tpicファイルが 1行目の名前で作成で

きる．1行目のファイル名を layer環境で差し込めば，自分の思った場所に， $Iq!$rCindy

で作った図を入れることができる 5.

なお，KETCindy には，数学教育上，教科書で用いられる各種の表現を用意した．例え
ば，線種として，線 (dr) , 破線 (da) , 点線 (do), 太さも指定できる．4行目の Script

にある”dr, 2” は，線で，太さ 2を意味する．なお，線種，太さのデフォルトは，“dr,1“

である．

なお，7行目の放物線を描画する関数式 Parabolaplotは，プログラムによって追加し

たものである．K封 TCindy では，関数式や記号が，必要に応じて，生成する関数を付加

することができる．今後必要に応じて追加したものをその都度紹介する．

3.3 $Kj\Gamma$Cindy を用いる利点

筆者は数学的に正しく，印刷教材としても高品質な図を自身の数学教育に活用するた

めに，K封 TCindy を利用している．これにより，印刷教材として高品質な図を，聾炸 N に

挿入できる．次の Cinderella で表された画面のハードコピーと $I\Phi r\circ$indy による図の品

質を比較してほしい．動きのある幾何教材としては Cindrellaの図を見せるとよいだろ

う．さらに，印刷教材としては $\iota\Phi$rCindy による図を用いるとよいことが実感できる．

5詳細については，巻末の附録 3に示した．
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また，K押 r$\yen$-Cindy は，Script の記述が数学的で簡潔なことが挙げられよう．

例えば，上記の 7行目の放物線の Scriptのように，焦点と準線を指定すればよい．そ

の指定に際しては，GUI である Cinderellaの図を見ればよい．なお，点 $E$ を焦点，準線

を辺 CD として指定しても，放物線が描ける．その結果と対角線 AC との交点が求める

円 $P$ の中心となる．Script では，Parabolaplot $([E,C,D])$ ;となる．

Fig.6. Fig.5.

この l柑 TCindy の利点として，次のことが挙げられる．

�利点�

1. Cinderella を DGS, GUI として活用できる．

2. DGS で作成した図形が，正確でしかも高品質な図であり，生徒に印刷教材として

提供できる．

3. 作成した図の改変と印刷教材への挿入が容易である．

4. IqrCindy のプログラムは数学的でわかりやすい．

5. フリーウエアであり，学校現場に導入しやすい．

4 例 2の図形描画 :楕円の利用

$f_{fi\ovalbox{\tt\small REJECT}\rfloor 2}$ 正方形 ABCD の内部に，右の図のように

点 $B$ と点 $C$ を中心とする 2つの四分円 $B,$

$C$ と辺 BC に接する円 $P$ がある．

円の直径の長さが 3であるとき，

正方形の一辺の長さはどれだけか．

Fig.2.
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4.1 円 $P$ の描画の手順

例 2の図 (Fig.2.) の円 $P$ を描画する手順の例は，次の通りである．

�手順�

1. 円 $P$ は，辺 BC の中点 $E$ を通る．

2. 円 $P$ と円 $B$ ( $B$ を中心とする四分円) との接点を $Y$ とする．

3. 点 $E$ は定円 $B$ の内部の定点であり，円 $P$ は定円 $B$ 上の点 $Y$ で接する．

4. $BP+EP=BP+PY=BY=BC=$ (一定) である．

5. よって，円 $P$ の中心は，2点 $B,$ $E$ を焦点とする楕円上にある．

6. また，円の中心 $P$ は辺 BC の垂直二等分線上にもある．よって，求める円の中心
$P$ は，楕円と垂直二等分線の交点である．

Fig.7.
$\backslash \backslash \backslash \sim\sim_{s}\sim----arrow$

$Fig.8.$

4.2 例 2の Script の例

ここでは，Fig.8. の Script例を紹介する．

� Scriptの例��生成される内容�

4:Listplot $([A,B,C,D,A|, dr,2"])$ ; 正方形 ABCD をかく
5:Circledata$([B,C], dr,1 Rng=[0,pi/2]”])$ ; 四分円 $B$

6:Circledata$([C,B], dr,1 Rng=[pi/2,pi]”])$ ; 四分円 $C$

7:Listplot $([E,F]$ , da, 1 垂直二等分線 EF
$8:Ellipseplot(” 1”,[B,E,|B-C|],[" da,1"])$ ; 2焦点を $B,$ $E$ とする楕円

9:Putintersect P”,”rtlelp” $sgEF$”); 放物線と垂直二等分線の交点 $P$

$10$ :Circledata( $[P,E]$ , dr, 1 中心 $P$ , 点 $E$ を通る円

$13:Pointdata(” 3”,P, size=5”])$ ; 点 $P$ をサイズ 5で表示

15:Drawsegmark 1” $[B,E],$ $Type=2$
” Width$=0.5$”]); 線分が等しいマーク

16:Drawsegmark$(2”,[C,E], Type=2” Width=0.5])$ ; 線分が等しいマーク

17:Windispg デイスプレイに表示

ため，行番号に欠番が発生している．
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15行目，16行目で紹介した Drawsegmark は，Fig.7. , Fig.8. のように，2つの線分

が等しいこと，すなわち，BE $=CE$ であることを，Drawsegmarkによって生成される

記号によって，視覚的に点 $E$ が辺 BC の中点であることが見て取れる．これは日本の数

学の教科書でよく用いられる方法である．

Fig.8. において，2点 $B$ と $E$ が焦点であることがわかれば，求める点 $P$ が，楕円の性

質として， $BP+EP=2a$ ( $2a$ は，距離の和) となることを満たせばよい．

すなわち， $2a$ が四分円 $B$ の半径であることを見抜くことがここでは最も重要である．

それができれば， $\Phi^{\Gamma Cindy}$ では，それを $2a=|B-C|$ と指定するだけで良い．ベクト

ルの表記に似ていて数学的であり簡潔である．

筆者の 「数学を数学に活用する」 という主張は，ここにある [2].

5 例 3の図形描画 :双曲線の利用

$f_{fi\rfloor 13}$ 外円 $0$ に，右の図のように，大円が 2個，

小円 $P$ が 2個入っている．

小円 $P$ の直径が 2であるとき，

大円の直径の長さはどれだけか．

Fig.3.

5.1 円 $P$ の描画の手順

例 3の図 (Fig.3.) の円 $P$ を描画する手順の例は，次の通りである．

2つの大円 $Q$ を Ql, Q2, 2つの小円 $P$ を Pl, P2とする．2つの大円の中心 Ql, Q2

は自明である．2つの小円の中心 Pl, P2を求めることは簡単ではない．ここでは，2つ

の小円の中心 Pl, P2を求める手順について述べる．

�手順�

1. 小円 Pl, P2と外円 $O$ との接点をそれぞれ $A,$ $B$ とする．

2. 円 Pl と円 Ql との接点を $Y$ とする．

3. 求める小円 Pl は，定点 $A$ を通り，定円 Ql と点 $Y$ で接している．

4. QIPI–API $=QlP1-AP1=QlP1$ –PIY $=$ QIY $=$ QIO(一定)

5. よって求める小円 Pl の中心は，2点 $A$ , Ql を焦点とする双曲線上にある．

6. また，求める Pl は直径 AB 上にもあるから，求める円の中心 Pl は，双曲線と直

径 AB との交点である．小円 P2の中心の作図も同様である 6.

6P2は，2点 $B$ , Ql を焦点とする双曲線と直径 AB の交点である．
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Fig.9. Fig.10.

5.2 例 3の図の Scriptの例

こでは，Fig.10. の Script の例を紹介する．

4:Circledata$([A,B], dr,2”])$ ; 中心 $A$ で $B$ を通る円

5:Circledata([Ql, $O$ 中心 $Q1$ で $O$ を通る円

6:Circledata([Q2, $O$ 中心 Q2で $O$ を通る円

7:Listplot $([A,B])$ ; 線分 AB
8:Hyperbolaplot(”l”,[A, Ql, $|Q1-O$ da,1 焦点 A,Q1の双曲線
9:Putintersect Pl” rtlhyp” $sgAB$”); 双曲線と垂直二等分線の交点を Pl

10:Hyperbolaplot $(” 2”,[B, Ql, |Q1-O [" notex"’])$ ; 焦点 B,Q1の双曲線，描画しない
11:Putintersect P2” $rt2hyp$”,” $sgAB$” ); 双曲線と垂直二等分線の交点を P2

12:Circledata$([Pl,A])$ ; 中心 P1, 点 $A$ を通る円

13:Circledata([P2, $B$ 中心 P2, 点 $B$ を通る円

17:Pointdata$(” 4”,P1,[” size=5”])$ ; 点 Pl をサイズ 5で表示

20:Listplot $([A,B],[” da,1”])$ ; 線分 AB を破線で結ぶ
22:Windispg $()$ ; ディスプレイに表示

8行目の双曲線の描画に関して，例 2と同様に，Fig.5. において，2点 $A$ と Ql が焦点

であることがわかれば，求める点 $P$ が，双曲線の性質として， $|AP-QlP|=2a(2a$ は，

距離の差) となることを満たせばよい．それが，円 Ql の半径であることを見抜くこと

がここでは重要である．それができれば， $\iota qj\Gamma$Cindy では，それを $|Q1-O|$ として，か

ける．

なお，P2を作図するためには，10行目の 2点 $B$ と Ql を焦点とする双曲線を生成す

れば良いが，Fig.10. では煩雑になるので，指定のオプションで，10行目の最後にある

ように，“notex” として 「描画なし」 にした．この場合の描画なしは， $rIF$ ファイルに

出力しないという意味であり，GUI である Cinderellaには描画している．
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6 まとめと今後の課題

ここで取り上げた例 1 $\sim$例 3の図形描画は，定規とコンパスによる作図に，二次曲線

の内容を付加することで，IwCindy によって問題解決することができた例である．

通常，定規とコンパスのみを有限回用いて図をつくることを数学では作図という． こ

の作図に数学の内容を付加して，図形をつくることを，筆者は 「準作図」 と呼ぶことに

する．準作図の定義については，慎重に検討する必要があるが，「数学を数学に活用す

る」観点で，準作図による図形描画の教材開発を，今後も進めていきたい．例えば，準

作図を用いれば，正 7角形の作図のように，作図不可能である図形に対しても，高次方

程式を解くことによって，正 7角形が準作図が可能となる．このような教材は，数学を

数学に活用する観点でとても有効になると筆者は考える．また，Cinderella の Script機
能を用いれば，CAS で計算させることによって，容易に各種の問題解決がなされるだろ

う．筆者は，このように，準作図は数学そのものを数学に活用するものであり，高等学

校で学ぶ数学の内容を大局的に傭瞼することにつながると確信する．こういった取り組

みは，生徒の数学への興味と関心につながることが期待できる．

次に，K団 r$\yen$-Cindy のように，生成された結果が印刷教材として外部へ美しく出力でき
るシステムは，生徒や教師の数学教育に資するものである．特に，現在展開されている

SSH 研究の生徒による研究発表の手段として有効である．実際に SSH研究指定校であ
る茨城県立竜ケ崎第一高等学校の SSH 研究における先進的なソフトウエアの利活用と

して進行しており，その成果を実証していきたい．

ICT について，現状の数学教育で，積極的に取り扱っている事例は多くはないように
感じる．今後の課題として，数学教育を担当する私たち教師は，ICT を積極的に活用す

ることが必要であると思う．また，その際に，自分の向き合う学生の習熟などに合った

形に，ハードウエアを扱ったり，またはソフトウエアの改変ができる教師があるが必要

である．本稿で取り上げた，Cinderellaと K封 TCindyでいえば，簡単な数学的プログラミ

ングができるように，教職課程での科目の工夫が考えられる．今回紹介した剛 TCindy
だけでなく数学指導に関係するハードウエアやソフトウエアについて，中等教育の数学

教員が自らの問題解決につながるような知識が必要となる．そのためにも，教員養成や

教員研修の中で，ICT についての研修システムの一層の充実が期待される．
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附録

1. 『幾何解法事典』 [6]

例 1 $\sim$例 3の Script による図形描画では，[6] の第 5章軌跡，第 4節円に関する問

題，第 4項二次曲線になる軌跡の問題を参考にした．この問題の結果を利用すれ
ば，本文で述べたように，定規とコンパスによる作図に，二次曲線の考えを付加

することによって，円 $P$ を描画することができる．

ここでは参考にした [6] の問題番号 1440, 1444, 1443は以下の通りである 7. 参考

のために引用して掲載する．

幾何解法事典の問題から

1440. 定直線 9とこの直線外の定点 $A$ とがある． $A$ を通り $g$ に接する円の中

心 $P$ の軌跡を求めよ．

1444. 定円 $F’$ の内部の定点 $F$ を通り，定円 $F’$ に接する円 $P$ の中心の軌跡を

求めよ．

1443. 定円 $F’$ の外部の定点 $F$ を通り，定円 $F’$ に接する円 $P$ の中心の軌跡を

求めよ．

円 $P$ の軌跡は，それぞれ $F$ を焦点，9を準線とする放物線， $F’,$ $F$ を焦点とする楕

円，双曲線になる．これを $I\Phi\Gamma$Cindy で描いてみた．

1440. 1444. 1443.

点 $H$ は円 $P$ と $\ell$ との接点 点 $Q$ は円 $F’$ と円 $P$ との接点 点 $Q$ は円 $F’$ と円 $P$ との接点

7これらの問題では，「 $\ldots$ 軌跡を求めよ」 となっているが，本稿の扱う内容にあうようにした．なお，

図形は Cinderella と K可 Cindy による準作図し，頂点や点については本稿に統一した．
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2. 次は和算でよく見られる図である [3] [5]. 図のように，円 $F$ と共通接線 $g$ の両方に

接する円 $O$ , 円 $O’$ を描画するためには，点 $F$ を焦点， $\ell$ を準線とする放物線をか

けばよい．その放物線上の点 $O$ , 点 $O’$ が求める円の中心になる．

$- —–\ell$
3. ここでは IwCindy により生成された tpic ファイルを，layer 環境のもと， $I4T\Phi$

に挿入する方法を示す．

1行目は， $x,$ $y$ 座標平面上に $(0,0)$ から $(150,55)$ までの格子点を描くことを意味

する．この格子点を見ながら Fig.1の Parabolaの図の位置の座標を考える．2行目

は，Fig.1の左上が座標 $(90,0)$ にくるように置いたことを意味する．もしこの図で

よければ，1行目を

$\backslash begin\{layer\}\{150\}\{55\}$ を $\backslash begin\{layer\}\{150\}\{0\}$

と指定すれば，格子が消えて，第 3章の例 1のようになる．すなわち，次のよう

にすればよい．

$\backslash begin\{layer\}\{150\}\{O\}$

$\backslash putnotese\{90\}\{0\}${ $\backslash$ input{Parabola}}

$\backslash putnotese\{110\}\{51\}\{Fig. 1.\}$

$\backslash end\{layer\}$
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