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1 導入と背景

走性を持つ生物の時間・空闘パターン形成のメカニズムを解明するため反応拡散方程式が研究されてき

た．特に、生物が生成する化学物質に対する走化性を持つ生物の集合メカニズムの解明に関しては、 1970

年代から移流項を持つ反応拡散方程式の 1つである Keller-Segel 型の方程式が扱われている．一方、サル

モネラ菌などのバクテリアコロニー形成をモデル化した次のような増殖項を持つ移流反応拡散方程式の研

究も行われてきた ([2], [10], [18]).

$\{\begin{array}{ll}u_{t}=\mathcal{D}\nabla\{\nabla u-\alpha u\nabla v\}+f(u) , in \Omega\cross \mathbb{R}+,妙 t=d\Delta v+ 蟹 -:(j_{:} i_{1}\iota\Omega\cross \mathbb{R}_{-1},u_{f/}(x, t)=0, v_{\nu}(x, t)=0, on \partial\Omega\cross \mathbb{R}, ,u(\cdot, 0)=u_{0}\geq 0, v(\cdot, 0)=v_{0}\geq 0, in \Omega.\end{array}$ (1)

ここで、 $\Omega$ は有界領域、 $\nu$ は境界 $\partial\Omega$ での単位法線ベクトル、 $u$ と $v$ は生物の個体群密度と化学物質の濃度

を表す．方程式 $(1\rangle$ について、 静的なものだけでなく、移流不安定化による時間空間に関する動的なパ

ターンの存在が数値的に知られている ([1], [8], [11], [5]). また、 パターンの歯現メカニズムを解明するた

め定常解の存在及びその安定性を含めた解の大域的構造を解明することは重要である．これまでに分岐理

論、 指数理論などにより局所的な空間非一様定常解の存在が示されている ([15], [17], [6]). しかし、 方程

式に含まれるパラメータに関する大域的解構造の依存性を示すことは難しい問題である．そこで、係数 $\mathcal{D}$

について、 $\mathcal{D}arrow\infty$ することで、特別な状況を設定する．このとき、 (1) の定常問題に対して次のような積

分条件付のスカラー方程式が形式的に得られる．

$\{\begin{array}{ll}\nabla\{\nabla u-\alpha u\nabla v\}=0, x\in\Omega,d\Delta\tau)+u-v=0_{{\}} x\in\Omega,u\geq v\geq 0, x\in\Omega,u_{\nu}(x)=v_{v}(x)=0, x\in\partial\Omega\end{array}$ (2)

そして

む

$f(u)dx=0$ . (3)

本稿では、 増殖項を $f(u)=u(1-u)(u-a)(0<a<1/2)$ とする．このとき の定常問題と (2), (3) に

ついて、次の定理が成り立つ．
$*$久藤衡介 (電気通儒大学) と出原浩吏 (宮崎大学) との共同研究に基づく．

数理解析研究所講究録

第 1994巻 2016年 41-47 41



定理 1. [16] $(N\leq 3)$ $1i_{I}n_{narrow\infty}\mathcal{D}_{n}=\infty$ を満たす任意の正の数列 $\{\mathcal{D}_{n}\}$ に対して、 $\mathcal{D}=\mathcal{D}_{n}$ としたとき (1)

の定常解を $(u_{n:}.$ $v$のとする．このとき、 $\{\mathcal{D}_{n}\}$ のある部分列 $\{\mathcal{D}_{n’}\}$ と (2), (3) の解 $(u_{\infty}, v_{\infty})$ が存在し、

かつ

$\lim_{narrow\infty}(u_{n’}, v_{n’})=(u_{\infty}, v_{\infty})$
$in$ $C^{1}$ (St) $\cross C^{1}(\overline{\Omega})$ (4)

が成り立つ．

この定理より十分大きな $\mathcal{D}$ に対して、 (1) の定常解の解構造を解明するためには (2), (3) を解析すれば十

分であることがわかる．次の章では $\Omega$ を 1次元区間として方程式 (2), (3) を考察する．

2 Shadow Systemの解の存在

$\Omega=(0,1)\}$こついて、 (2) の第 1式と境界条件から、 $u$ は正の任意定数 $E$ を用いて $u=Ee^{\alpha v}$ と表示され

る．したがって、 $g(v, E)=Ee^{\alpha v}-v$ とするとき、 (2), (3) は次のような積分条件付の方程式に書き換えら

れる．これを (1) の定常問題の Shadow Systemという．

$\{\begin{array}{ll}dv_{xx}+g(v, E)=0, x\in(0,1) ,v_{x}(0)=v_{x}(1)=0, v\geq 0, x\in(0,1) ,\end{array}$ (5)

そして

$\int_{0}^{1}f(Ee^{\alpha v}\rangle dx=0$ . (6)

そこで、 (5), (6) の解を $(v(x, d, E), d, E)$ とするとき、 すべての解は単調な解を用いて表示できることか

ら、 以降単調増加な解のみを扱う．

まず、 (5) について、 その正値定数解を調べる．

補題 2. ある正定数 $\hat{E}$ が存在して、 $0<E<\hat{E}$ に対して，(5) は 2つの正値定数解 $v_{*}(E)$ , $v^{*}(E)$ を持ち、

$v_{*}(E)$ と $v^{*}(E)$ は $v_{*}(E)<v^{*}(E)$ と $v_{*}(\hat{E})=v^{*}(E)$ を満たす．

(5) の単調増加な解の存在について、分岐理論により次の補題が成り立っ ([12], [13], [14]).

補題 3. $0<E<\hat{E}$ に対して、 $\lim_{Earrow 0}d^{*}(E)=\infty,$ $\lim_{Earrow F_{d}^{-}}d^{*}(E)=0$ を満たす単調減少関数 $d^{*}(d)$ が存

在する．このとき、 $0<E$ $<$ \^E, $0<d<d^{*}(E)$ に対して、 (5) の解 $v(x, d, E)$ が存在して

$\lim_{darrow d(E)}v(x, d, E)=v^{*}(E)$ , $\lim_{darrow 0}v(x, d, E)=v^{B}(x, E)=\{\begin{array}{ll}v_{*}(E) 0\leq x<1\overline{v}(E) x=1\end{array}$ (7)

が成り立つ．ここで、 $\overline{v}(E)$ は $v^{*}(E)<\overline{v}(E)$ を満たすある定数である．

$\Lambda:=\{(d, E)|0<E<\hat{E}, 0<d<d^{*}(E)\}$ とするとき、 Shi [13] 等の結果を適応するとパラ

メータ領域 $\Lambda$ 以外では非定数解が存在しないことが示される．(5), (6) の単調増加な解の全体を $\Gamma:=$

{ $(v(x, d, E),$ $d,$ $E)|(d, E)\in$ $\Lambda$に対して $v(x, d, E)$ は (5), (6) の解である}とするとき、定常解の存在
に関する次の定理が成り立つ．

定理 4. [7] 正定数 $a$ と 1に依存した 2つの定数 $0<E_{a},$ $E_{1}$
$<\hat{E}$ が存在して、 つぎのことが成り立つ．

(i) $1/\alpha<a$ , 1のとき、 $E_{a},$ $E_{1}$ は関係式 $E_{1}<E_{a}$ を満たし、 区間 $(E_{1}, E_{a})$ で定義された関数 $d(E)$ が

存在して、 $(v(x, d(E), E), d(E), E)$ $\in\Gamma$ となる．その上、

$\lim_{Earrow E_{1}}v(x, d(E), E)=v^{*}(E_{1})$ , $\lim_{Earrow E}$

。

$v(x, d(E), E)=v^{*}(E_{a})$ (8)
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が成り立つ．

(ii) $a<1/\alpha<1$ のとき、 区閥 $(E_{1}, E_{a})$ 又は区闘 $(E_{(x\backslash } E_{1})$ で定義された関数 $d(E)$ が存在して、

$(\iota(x_{:}d(E), E), d(E)_{:}E)$ $\in\Gamma$ となる．その上、

$F_{\lrcorner}arrow E_{1}1i_{tn\prime}\iota(x, d(E), E)=v^{*}(E_{1}) , \mathcal{B}arrow E_{o}1irK1’(ノ (x, d(A_{\lrcorner}^{7}), A^{\urcorner})=v^{B}(x,E_{a})$ (9)

が成り立つ．

(iii) $1/\alpha>a$ , 1のとき、 $E_{a:}E_{1}$ は関係式 $E_{a}<E_{1}$ ) を満たし、 区間 $(E_{a}, E_{1})$ で定義された関数 $d(E)$

が存在して、 $(r(x, d(E)_{{\}}E), d(E), E)\in\Gamma$ となる．その上、

$Earrow E_{1}\}imv(x, d(E), E)=v^{13}(x, E_{\lambda})_{う} Farrow F_{\lrcorner/r}\}imv(X_{\backslash }. d(E), E)=v^{j3}(x_{\backslash }A$ (10)

が成り立つ．

また、 非定数解の非存在に関連して、 [16] の結果を用いることにより、 $\Lambda$ の原点を除いた、 $E=0$ の近傍

に解が存在しないことが示されている．一方、定理 4の記明から $\alpha,$ $a$ を固定するとき、ある正定数万が存

在して $0<E<\overline{E}$ に対して、 $d>0$ を十分小さく選べば、 (5), (6) の解は存在しないことが示される．した

がって、 次の結果が得られる．

定理 5. [7] 原点近傍の $(d, E)$ に対して、 $(\prime r(x, d, E d, E)\in\Gamma$ となる解が存在しないと仮定すれば、定

理 4で得られた解について、解集合 $\Gamma$ はほとんどすべての $0<\alpha$ について、連続な蘭線として表示される．

3 分岐解曲線の分岐方向

この章では定理 4で得られた解について、定数解からの (第一モードに関する) 分岐点近傍での解曲線

の分破方向を調べる．定数解 $(\prime r_{\backslash }^{*}. d^{*}, E^{*})$ の近傍での分岐解が、十分小さいパラメータ $s$ に関して次の形で

展開されたとする．

$\{\begin{array}{l}v=if^{*}+s\cos\pi x+s^{2}\phi_{2}+s^{3}\phi_{3}+\cdot\cdot d=d^{*}+i;d_{1}+s^{2}d_{2}+s^{3}d_{3}+\cdots E=E^{*}+s\eta_{1}+s^{2}\eta_{9}\sim+s^{3}\eta_{3’}+\cdots\end{array}$ (11)

定理 4の (i), (ii) において、 $(v_{\backslash }^{*}d^{*}, E^{*})$ は $(v^{*}(E_{a}), d^{*}(E_{a}), E_{a})$ または $(v^{*}(E_{\lambda}), d^{*}(E_{1}), A_{1}^{7})$ であることに

注意する．(11) を (2), (3) に代入する．ここで、 $\phi_{\’{i}}\in\{\phi\in C^{2}(0,1);\phi_{x}(1)=\phi_{x}(1)=0, \langle\phi, \cos rx\rangle=0\}$

$(i=2,3, \cdots)$ とする．ただし、 内積を $\langle j\cdot(x)$ , $g(x)\rangle=f_{0}^{1}f(x)g(x)dx$ と定義する．

十分小さい $s$ に関して、 (2) から次のような関係式が得られる．

$O(1)$ :

$E^{*}e^{\alpha v^{*}}-v^{*}=0$ , (12)

$O(s)$ :

$(-d_{7}^{*}r^{2}+\alpha E^{*}e^{\alpha v^{*}}-1)\cos\pi x+\eta_{1}e^{\alpha v}=0$ , (13)

$d^{*}=(\alpha E^{*}e^{\alpha v^{*}}-1)/\pi^{2}, \eta_{1}=0, (14\rangle$

$O(s^{2})$ :

$d^{*} \phi_{2xx}+(\alpha-1)\phi_{2}-d_{1}\pi^{2}\cos\pi x+\frac{1}{2}\alpha^{2}\cos^{2}\pi x+\eta_{2}e^{\alpha v^{*}}=0$ , (15)
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$\int_{0}^{1}(15)dx=(\alpha-1)\langle\phi_{2}, 1\rangle+\eta_{2}e^{\alpha v}. +\frac{\alpha^{2}}{4}=0$ , (16)

$\int_{0}^{1}(15)$ $\cross\cos\pi xdx=d^{*}\langle\phi_{2x\bullet},$ $\cos\pi x\rangle$ – $\frac{d_{1}}{2}\pi^{2}=-$ $\frac{d_{1}}{2}\pi^{2}=0$ , (17)

$d_{1}=0$ , (18)

$O(s^{3})$ :

$d^{*} \phi_{3xx}+(\alpha-1)\phi_{3}+(-d_{2}\pi^{2}+\alpha^{2}\phi_{2}+\alpha\eta_{2}e^{\alpha v}.)\cos\pi x+\frac{\alpha^{3}}{6}\cos^{3}\pi x+\eta_{3}e^{\alpha v}. =0$ (19)

$\int_{0}^{1}(19)dx=(\alpha-1)\langle\phi_{3}, 1\rangle+\eta_{3}e^{\alpha v}=0$ (20)

$\int_{0}^{1}(19)\cross\cos\pi xdx=\alpha^{2}\langle\phi_{2}, \cos^{2}\pi x\rangle-\frac{d_{2}}{2}\pi^{2}+\frac{\eta_{2}}{2}e^{\alpha v}. +\frac{\alpha^{3}}{16}=0$ (21)

$\int_{0}^{1}(19)\cross\cos 2\pi xdx=d^{*}\langle\phi_{2xx},$ $\cos 2\pi x\rangle+(\alpha-1)\langle\phi_{2},$
$\cos 2\pi x\rangle+\frac{\alpha^{2}}{2}\langle\cos^{2}\pi x,$ $\cos 2\pi x\rangle=0$ (22)

$\langle\phi_{2xx}, \cos 2\pi x\rangle=-4\pi^{2}\langle\phi_{2}, \cos 2\pi x\rangle, \langle\cos^{2}\pi x, \cos 2\pi x\}=\frac{1}{4}$ (23)

(14), (22), (23) から、

$\langle\phi_{2}, \cos 2\pi x\rangle=\frac{\alpha^{2}}{8(4\pi^{2}d^{*}-\alpha+1)}=\frac{\alpha^{2}}{24(\alpha-1)}$ (24)

そして (21), (24) から

$d_{2}= \frac{2}{\pi^{2}}\{\frac{\alpha^{4}}{48(\alpha-1)}+\frac{\alpha^{3}}{16}+\frac{\alpha^{2}}{2}\langle\phi_{2}, 1\rangle+\frac{\alpha}{2}\eta_{2}e^{\alphav}. \}$ (25)

が得られる．

一方、 (11) を (6) に代入することで、次の関係式も得られる．

$O(1)$ :

$(1-E^{*}e^{\alpha v})(E^{*}e^{\alpha v}-a)=0$ , (26)

$O(s)$ :

$\{(1-E^{*}e^{\alpha v})(E^{*}e^{\alpha v}-a)+E^{*}e^{\alpha v}(1+a-2E^{*}e^{\alpha v} \langle\cos\pi x, 1\rangle=0,$ (27)

$O(s^{2})$ :

$0 = \alpha(2(1+a)E^{*}e^{\alpha v}-a-3(E^{*}e^{\alpha v})^{2})\langle\phi_{2}, 1\rangle-(2E^{*}e^{\alpha v}-a-1)\eta_{2}e^{\alpha v}$

(28)

$+ \frac{\alpha^{2}}{4}(4E^{*}e^{\alpha v}+4aE^{*}e^{\alpha v}-9(E^{*}e^{av})^{2}-a)$ .

まず、 $(v^{*}(E_{1}), d^{*}(E_{1}), E_{1})$ の場合を扱う．したがって、 $E^{*}e^{\alpha v}=1$ が成り立ち

$\alpha(1-a)\langle\phi_{2}, 1\rangle+(1-a)\eta_{2}e^{\alpha v}. +\frac{\alpha^{2}}{4}(5-3a)=0$ . (29)

(16), (29) から

$\{\begin{array}{ll}e^{\alpha v} -1\alpha(l-a)e^{\alpha v} \alpha(l-a)\end{array}\}\{\begin{array}{ll}\eta_{2} \langle\phi_{2} 1\rangle\end{array}\}=- \frac{\alpha^{2}}{4}\{\begin{array}{l}15-3a\end{array}\}$ (30)
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が得られる．一方、

$\langle\phi_{2_{:}}1\rangle=\frac{\alpha^{2’}((x-2)}{2(1-a)}, \eta_{2}e^{\alpha v^{*}}=\frac{\alpha^{\gamma}\sim(4\alpha-2a\alpha+3a-5)}{4(1-a)}$ (31)

より、 $d_{2}$ の表現式は

$d_{2}= \frac{\alpha^{3}(14aa-26\alpha-15a+27)}{24\pi^{2}(\alpha-1)(1-a)}$ (32)

となる．

$\alpha_{1}=(15a-27)/(14a-26)$ とすれば、 $\alpha_{1}<\alpha$ のとき $d_{2}$ $<$ 0、そして $(\alpha_{1}>\alpha)$ のとき $d_{2}>0$ となる．し

たがって、 $d_{1}=0$ より、分岐の向きは $d_{2}$ の符号で決定されることから、 $\alpha_{1}<\alpha$ のとき超臨界型、 $\alpha_{1}>\alpha$

のとき璽臨界型となる．

次に $(v^{*}(E_{a}), d^{*}(E_{a}), E_{a})$ を扱う．このとき、 $E^{*}e^{\alpha\cdot v^{*}}=a$ が成り立つ．

$\alpha(1-a)a\langle\phi_{2}, 1\rangle+(1-a)\eta_{2}e^{\alpha v}+\frac{\alpha^{2}}{4}a(3-5a)=0$ (33)

(16), (33) から

$\{\begin{array}{ll}.e^{\alpha v^{*}} -\alpha l(l-c\iota)e^{\alpha v^{*}} \alpha a(1-a)\end{array}\}\{\begin{array}{ll}\eta_{2} \langle\phi_{2} 1\rangle\end{array}\}=- \frac{\alpha^{2}}{4}\{\begin{array}{l}1a(3-5o_{-})\end{array}\}$ (34)

が得られる．したがって、

$\langle\phi_{2}, 1\rangle=-\frac{\alpha^{2}(4a-1-5a^{2})}{4(1-a)(a\alpha-\alpha+1)}, \eta_{2}e^{\alpha v}. =-\frac{\alpha^{2}c\iota(3-2\alpha-5a+4a\alpha)}{4(1-(x)(a\alpha-\alpha+1)}$ (35)

より、 $d_{2}$ の表現式として

$d_{2}= \frac{\alpha^{3}((2a^{2}-4a+2)\alpha^{2}+(1-16a-3a^{2})\alpha-30a^{2}+21a-3)}{24\pi^{2}(\alpha-1)(1-a)(a\alpha-\alpha+1)}$ . (36)

以上の計算は形式的なものではあるが、局所分岐理論 [3] により分岐曲線の分岐点近傍での存在と分岐の向

きを求めること炉できる [7].

4 数値計算とまとめ

この章では分岐曲線を追跡するソフト AUTOを用いて、第 2章と 3章の結果を数値的に確認する．$cx=0.25$

とすれば、定理 4の (i), (ii), (iii) の結果は図 1(a). 図 1 (b) と図 2(a) そして図 2(b) にそれぞれ対応する．

また、 図 1, 2の縦の破線は定数解である．定理 5のなかで、 $\Gamma$ に含まれる原点近傍では非一様定常解が存在

しないことを仮定したが、図 1, 2からこの仮定が正しいことが予想される．一方、増殖項が $f(u)=u(1-u)$
の場合、 この仮定が正しいことを誕明した [17].

第 3章の結果から、 $d_{2}$ の符号が変わる $\alpha$ の値は $\alpha_{1}=1.033\cdot\cdot$ $\cdot$ となり、 $\alpha_{1}<1.05$ のとき超臨界型、 そ

して $\alpha_{1}>1.02$ のとき亜臨界型となる．(図 3参照)

(1) に対応する Shadow Systemは

$\{\begin{array}{ll}(\int_{0}^{1}Ee^{\alpha v}dx)_{t}=I_{0}^{1}f(Ee^{\alpha v})dx, t>0v_{t}=dv_{x\cdot x}+g(v, E) , x\in(0,1 t>0v_{x}(0\grave{.}t)=v_{x}(1, t)=0, l>0\end{array}$ (37)

である．そこで [4] の結果から分岐点近傍の分岐解の安定性も $d_{2}$ の符号を用いて議論が可能であり、 [7] の

中で示す．

45



(a) (b)

図 1: 横軸と縦軸はそれぞれ $E$ と $d$ である．(a) $\alpha=5.0_{\backslash }(b)\alpha=1.05$ とする．

(a) (b)

図 2: 軸は図 1と同じとする．(a) $\alpha=1.02$ , (b) $\alpha=0.99$ とする．
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