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本稿は，(主に微分方程式に対する) 「構造保存数値解法」 に関する，著者なりの案内である．著者自身ら

による既存のサーベイ [15] と重なりがかなりあるが，その後の学問状況の進展にも若干触れる．

1 微分方程式の汎用解法と 「構造保存数値解法」

本稿で考察するのは，主に微分方程式の数値解法である．現代科学工学の諸問題が解析的に解けない微

分方程式として数理モデリングされる以上，微分方程式の数値解法が現代科学工学の根底を支える主要技

術のひとつであることは，最早異論はないであろう．この観点から，微分方程式の数値解法は計算機の黎

明期から盛んに研究されてきた．しかしこの研究の歴史は，ある時期に一度転換期を迎えたように思われ

る．歴史の前半は，主に「汎用解法」，すなわち対象を限定せず成立する一般論の確立に焦点が当たってい

た．例えば常微分方程式の数値解法で言えば，基礎的な Euler法や Runge Kutta法がこれにあたり，この

類の研究は 1990年代に Hairer らによる教科書が出版された時期にある程度の成熟に達したと言ってよい

[9, 10]. 一方，汎用解法は成熟するにつれその限界も明らかになり，歴史の後半では，対象とする問題のク

ラスを限定する代わりに，汎用解法を超える性能を持つ特殊な数値解法が脚光をあびることになる．1980

年代に急激に研究が進展した，Hamilton系に対する symplectic数値解法がその端緒であり，いまでは様々

なものが知られている．いずれも，問題の何らかの数理構造を保存することが鍵になるため，総称して 「構

造保存数値解法」 と呼ばれている $(arrow[2,6,8,14,15] など )$ .
イメージを掴みやすくするために，簡単な例を挙げておく．次のような，変数 $q(t),p(t)$ に関する常微分

方程式を考えよう．

$\frac{d}{dt}(\begin{array}{l}qp\end{array})=(\begin{array}{l}p-sinq\end{array})=J\nabla H, J=(\begin{array}{ll}0 1-1 0\end{array}), H(q,p)= \frac{p^{2}}{2}-\cos q$ . (1)

最初の等号が問題を定義しており，これは一階の連立常微分方程式である．適当な初期値を与えて Runge

Kutta 法などを使えば，数値解は求まる．これが「汎用解法」の考え方である．ところで，実はこの方程式

は力学系の振り子問題を記述しており，そのような物理的背景から解はいくつかの特徴を備えている．例え

ば力学的エネルギー (Hamiltonian) $H(q,p)$ は時間によらず一定である．しかしながら Runge-Kutta 法を

普通に用いたのでは，解はある程度高精度であるとはいえ，エネルギーの保存性は失われるであろう．短時

間の積分ならば問題はないが，天体のシミュレーションのように長時間の挙動を観察したいとき，エネル

ギーが保存しないのではその結果を信じることはできな $\iota\backslash$ . この観点からは，この問題は第二の等号の右
辺のように，やや抽象的に書く方がよい．この形は，この問題が歪対称行列 (symplectic行列) $J$ で特徴付

けられる勾配流 ( $\nabla$ は通常の $\mathbb{R}^{2}$ の勾配) であることを表しており，エネルギー保存性はこのことの直接の

帰結である．実際， $z=(q,p)^{T}$ として，

$\frac{d}{dt}H(z(t))=\nabla H\cdot z_{t}=\nabla H\cdot J\nabla H=0$ (2)

である．ならば，この問題を物理的に妥当に，すなわちエネルギーを保存するように解くには，第一の等号

が示す方程式の具体形を直接離散化するよりは，第二の等号が示す勾配流の構造を離散化する方が近道で

あろう．実際にこれは広いクラスの問題に対して実現でき，現在では離散勾配法と呼ばれている．

このような構造保存数値解法は汎用解法より 「優れて」 いるが，これは問題の知識をより多く使ってい

るので，ある意味では当たり前のことである．問題はそのバランスであって，知識をうまく使えずに汎用

解法と変わらない解法と，知識を使いすぎてほとんど特定の解しか扱えない解法との間にある，バランス
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のとれた何かをどう括り出すか，構造保存数値解法の成否の肝はそこにあると言ってよい．学問としては，

実際の応用分野 (電子状態計算，非線形光学，パターン形成，とそれを支える数理科学 (微積分，関数

解析，微分幾何，を，現象の単なる微分方程式化を超えてどう対話させるかが肝である．

2 構造保存数値解法の例

最近は，この話題のサーベイ教科書がかなり充実しているため (前述のリストを参照), 詳細はそれら

に譲りたい．ここでは，研究会の講演の補完情報として，そこで触れたいくつかの手法についてごく簡単に

その原理と最近の話題を紹介する．

2.1 離散勾配法

すでに述べたように，離散勾配法 (discrete gradient method)の要点は，式 (1) のような勾配系，およ

びその帰結としての保存性 (2) を，離散系でも再現することである．

以下を満たす写像 $\nabla_{d}:\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}arrow \mathbb{R}^{d}$ ( $d$ は系の次元，すなわち， $z\in \mathbb{R}^{d}$ ) を「離散勾配」 と呼ぶ．任

意の $H$ : $\mathbb{R}^{d}arrow \mathbb{R}$ , 任意の $z,$
$\tilde{z}\in \mathbb{R}^{d}$ に対して，

1. $H(\tilde{z})-H(z)=\nabla_{d}H\cdot(\tilde{z}-z)$ ;

2. $\nabla_{d}H(z, z)=\nabla H(z)$ .

このとき，差分スキーム

$\frac{z^{(m+1)}-z^{(m)}}{\triangle t}=J\nabla_{d}H(z^{(m+1)}, z^{(m)})$ (3)

は，保存性

$\frac{H(z^{(m+1)})-H(z^{(m)})}{\triangle t}=\nabla_{d}H(z^{(m+1)}, z^{(m)})\cdot(\frac{z^{(m+1)}-z^{(m)}}{\Delta t})=\nabla_{d}H\cdot J\nabla_{d}H=0$

を満たす．ただし， $z^{(m)}\simeq z(m\Delta t)$ は，固定時間刻み幅 $\triangle t$ で離散化した際の近似解である．スキーム (3)

は，連続版の勾配流構造を真似て，離散的な勾配流を定義しており，上の保存性は (連続版と全く同様に)

その自然な帰結として得られる．これが構造保存数値解法の典型的な例である．連続版にせよ離散版にせ

よ，保存性は，関数 $H(z)$ の具体形に依らない点に注意しよう．離散版では，上の条件を満たす離散勾配

$\nabla_{d}H$ をどのように発見するかが肝要であるが，これにはいくつかの方法が知られている．近年は，理論的

取り扱いがしやすい averaged vector field法がよく用いられる [21].

離散勾配法は単純な手法であるが，単なる射影法 ([8, IV.4] などを参照) よりも優れた性能を示すこと

が多い．このことは様々な観点から研究されている (例えば本講究録 [17] を参照). 複数の保存量を狙うス

キームも形式的には書き下せる [20]. ただしスキームがどのような時間刻み $\triangle t$ に対して可解であるかは自

明でなく，一般には保存量の追加に伴い苦しくなる．離散勾配法は，素朴には上述のような用途のため開発

されたものだが，近年はその幾何学的一般化とその応用も研究されている ([13] など).

最後に，著者自身を含むグループの (本稿執筆時点での) 最新の成果として，離散勾配法によるスキー

ムの線形化と漸近挙動の話題を挙げておく．上では具体形を一切示していないが，非線型な問題に対して，

離散勾配は一般に非線型な関数となり，従って，スキーム (3) は (連立) 非線型方程式となる．計算量削減

のため，厳密な保存性を諦めて (緩和して) 線形なスキームを構成する方法も知られているが [4, 6], 緩和

に自由度があり，その選択によりスキームの安定性は大きく変化する．この現象の理解は，最近著者自身ら

により始められたばかりで [16],「安定な線形化を選択する指導原理」 は，実用上切望されるものの大きな

未解決問題である．

やや話題はずれるが，この類の研究の難しさを，力学系理論の観点から少し説明しよう．上では保存系

(Hamilton 系) の例を挙げたが，作用素 $J$ を半負定値な作用素 $A$ に取り替えれば，系は散逸系となる :
$(d/dt)H=\nabla H\cdot A\nabla H\leq 0$ . 離散勾配法によれば，この系に対して散逸的なスキームを構成できる．さて，
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保存散逸どちらの場合も系は勾配流系であり，連続の場合は力学系理論の観点から様々なことが分かって

いる．例えば散逸系では，適切な条件下で関数 $H$ は Lyapunov関数として機能し，系の安定な漸近挙動 (不

動点への漸近) を支配する．これを 「構造保存的に」離散化した場合，同様の漸近挙動を自然に期待したく

なる．時間刻み幅 $\triangle t$ を固定した場合，系は離散力学系 (力学系理論における) となり，Lyapunov 理論が

確立されている [12]. 時間刻み幅を可変にしても，Lyapunov理論の肝は「Lyapunov 関数の減少に伴い解

が底点へと追い込まれていくこと」であるから，同様の理論が成立しそうであるが (離散勾配スキーム (3)

の保存散逸性は時間方向に局所的な性質であり，刻み幅 $\triangle t$ を変化させても失われないことに注意), こ

れは存外難しく，意外なことに著者らによる最近の研究 Sato Matsuo-Suzuki-Furihata[22] まで類似の結

果は知られていなかった．困難の本質は，Lyapunov理論の構成において基本的な，時間発展写像 (フロー)

の半群性の喪失にある．連続力学系の時間発展写像を $\phi_{\triangle t}$ : $z(t)\mapsto z(t+\triangle t)$ と書くとき，これは半群的

である : $\phi_{\triangle t_{1}}\phi_{\Delta t_{2}}=\phi_{\triangle t_{1}+\triangle t_{2}}$ . この性質は，当然ながら数値解法 (近似解法) では成り立たない．差分ス

キームを，写像 $F_{\triangle t}:z^{(m)}\mapsto z^{(m+1)}$ を定義するものと考えたとき，一般には $F_{\triangle t_{1}}F_{\triangle t_{2}}\neq F_{\triangle t_{1}+\triangle t_{2}}$ であ

る (こんな式が任意の $\triangle t_{1},$ $\triangle t_{2}$ に対して成立してしまったら，刻み幅は意味を持たなくなる！当たり前の観

察だが，このことが明示的に述べられたことは案外少ないように思う). ゆえに，通常の手順の Lyapunov

理論の構成は不可能になる．上述の Satoらの結果は，Lyapunov理論において基本的と思われてぃた写像の
半群性を取り除いても，(手前味噌ではあるが) 巧妙な手順で，ぎりぎり Lyapunov理論と同様の強さの定理
が成立することを示したものである．そこでは「非半群的力学系」 (nonsemigroup dynamical systems) と

いう新しい力学系を提案している．このことは力学系理論の分野でも興味深いのではないかと思ってぃる．

なお，上で，時間刻み幅を固定にした場合， $F_{\triangle t}F_{\triangle t}=F_{2\triangle t}$ の意味での半群性は成り立たないが， $T=F_{\Delta t}$

とおいて， $T^{n}T^{m}=T^{n+m}$ $(n, m は非負整数)$ の意味での，つまり離散力学系としての半群性が成り立つ．

前述の [12] はこの場合の結果である．

2.2 離散変分導関数法

離散勾配法は常微分方程式系を対象とするが，偏微分方程式，例えば次の形の方程式などに対しては，類
似の 「離散変分導関数法」 がある [6, 7].

$u_{t}=- \frac{\delta H}{\delta u}$ . (4)

ここで $H(u, u_{x}, \ldots)$ は解 $u(t, x)$ に依存した汎関数であり，右辺は $H$ の $u$ に関する変分導関数である．この

系は適切な境界条件下で散逸的になる．例えば拡散方程式や，相分離を記述する Cahn-Hilliard 方程式がこ
のクラスに属している．

離散変分導関数法の記述には複雑な記法の導入が必要になるため，ここでは踏み込まず，本稿著者らにょ
る書籍に譲る [6]. 以下，甚だ不完全ではあるが，離散勾配法との関係の観点から要点のみ説明する．

まず最初の観察として，変分導関数は無限次元関数空間における勾配であることに注意しょう．この観点
からは，偏微分方程式 (4) は無限次元の場合の勾配流系であり，それに対する離散勾配法を (空間方向を連

続とした，すなわち無限次元の関数空間のまま) 考えられる．ここで，その離散的勾配流構造を壊さない

ように適切に空間方向を離散化したものが離散変分導関数法である．このとき，もともと無限次元空間で
あったこと (および勾配を生成する汎関数 $H$ に一般に微分作用素が含まれること) に由来して，空間方向

の部分積分 (に相当する部分和分) 操作が発生する．あるいは，逆に (4) 型の方程式に対して，まず先に空

間方向を適切に離散化して有限次元の勾配流系に落とし，それに対して通常の (有限次元版の) 離散勾配法

を使うと考えてもよい．この場合，汎関数 $H$ の中の微分作用素を適宜差分作用素に置き換えて空間方向を

離散化し，それに対して通常の勾配を考えれば自然に部分積分操作も行われることが知られている [3, 15].

いずれにせよ，離散変分導関数法の本質は，勾配流構造を保ったまま有限次元に落とす適切な空間離散化
と，その上での離散勾配法の適用の組み合わせである (と，現在では本稿著者は理解している). しかしな

がら，まだ偏微分方程式に対する構造保存数値解法がほとんど考えられていなかった 1990年代に，時間．
空間方向を一気に扱う手法として誕生した離散変分導関数法 [7] は，革新的な研究であったと言える．

最近の同手法の発展について触れておく．同手法はそもそも差分法をベースとして構築されたが，Galerkin
法 (有限要素法) にも拡張可能である [6]. また，さらに不連続 Galerkin法にも拡張可能であることも分
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かっているが [1], 空間次元 1次元の場合が精査された段階で，高次元の場合は，実用的な計算性能の実証

を含めて，今後の検証が必要である．最後に，離散変分導関数法そのものの進展ではないが，その新たな応

用例として，可積分系の研究から転じた「自己適合格子数値解法」の設計に同手法が有用である (場合によ

りほとんど 「必須」 である) ことが，最近の研究により分かってきている [19, 23].

3 「構造保存」 と今後の数値計算

以上，ごく大雑把に数値計算における 「構造保存」 の考え方について概観した．本稿の最後に，構造保存

数値解法，及びそれを含む数値解析学全体の未来について私見を述べておく．

まず，微分方程式の構造保存数値解法に関しては，微分方程式の数値解法の歴史においていわば「後半」

にあたると冒頭で述べた．このことを，計算科学におけるより実用的な数値解法の観点から少し精密に言

い直したい．(以下，いちいち繰り返さないが，あくまで著者なりの見方であり，必ずしも学界の定説では

ない．) もともと，微分方程式の数値解法は「一様な空間格子」「固定の時間刻み幅」の場合からスタートし

たと考えられる．これを 「第一世代」の算法と呼ぼう．しかしながら，より効率的な計算のためには，解の

変化が急激なところに計算資源を集中させる方が有利である．そのための一般的手法として，空間方向に

は動的格子法 ([11] など), 時間方向には適応時間刻み幅制御法 ([9, �．4] など) などがあり，一定程度確

立されていると言ってよい．これらを統合した解法は，いわば「第二世代」の計算法であると言える．一方

で，本稿で述べた構造保存数値解法は，(上の Lyapunov理論のくだりで可変時間刻み幅の場合に触れたこ

とを除いて) 基本的には，第一世代の 「一様」「固定刻み」 の世界に戻り，動的可変格子とは違う方向で，

より良い算法を目指したものである．便宜上，ここではそれを 「第三世代」 と呼ぼう．これらの算法は，時

問空間格子を固定したままでも，特に数値解の長時間における挙動において，第二世代の算法よりもし

ばしば優れた結果を与えることが分かっている．しかしながら，ある程度の成功を収めたこの第三世代も，

基礎的な研究が積み上がり一定の成熟に至った現在，研究分野としては少し窮屈になったように著者は感

じている．次はいよいよ，第二世代と第三世代を融合した第四世代，「時間空間適応的構造保存数値解法」

の構築へと進むべきであろう．この課題はなかなか困難であるが，いくつかの挑戦はすでに始まっている

([5, 18, 19] など).

著者の力不足で，本講演および本稿では，微分方程式の場合しか扱えなかったが，たとえば制御論線形

計算分野における Hamiltonian 固有値問題など，他の数値計算分野においても，「構造保存」の考え方は有

効であると考えられる．数値解析学全体で，このような観点から研究に広がりが出ることが期待される．

最後に，本稿で扱ったような 「構造」 はすべて数学的なもので，その美しさの反面，現実の科学工学

の応用問題において，必ずしも担保されるものではないことにも注意したい．例えば現実の物理系では境

界条件の都合，あるいは領域内でのエネルギー流出入，格子欠陥等による部分的な方程式の破れなどから，

構造保存解法で通常想定するような綺麗な数理構造が具備しない場合がほとんどである．そのような系に

おいて構造保存解法は完全に無力なのか，一定程度踏みとどまれるのか，そろそろ本格的な検討が必要な

時期に来ているように著者には思われる．本稿にまつわる研究会は，数値解析学を含む応用数学の研究者

と，現実の問題を扱う物理学者生物学者等の対話がキーワードであった．研究会の場でも一定の交流はで

きたものと思っているが，上述の論点の探究に向けて，本稿がより一層の交流のきっかけとなることを願っ

てやまない．

謝辞．欠落を恐れてここにはいちいちお名前を記さないが，本稿本講演の内容およびそこにおける視点
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