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本稿は 2015年に数理解析研究集会における講演記録であり、藤江

健太郎氏 (東京理科大学) との共同研究の内容を基礎としている。

我々は、 以下の方程式系の解の時間大域的存在について考察した。

$(KS)\{\begin{array}{l}u_{t}=\Delta u-\nabla\cdot(u\nabla\chi(v)) ,\tau v_{t}=\Delta v-v+u.\end{array}$

ここで、 $\tau$ は非負の正定数とする。 $\tau$ が正のとき方程式系は放物型-放

物型方程式系となり、 $\tau=0$ のとき方程式系は放物型-楕円型方程式系と

なる。 また、 $\chi(v)(v>0)$ は滑らかな関数であり $\chi’(v)>0(v>0)$ を満

たすものを考える。

$\tau>0$ の場合の方程式系 (KS) は、 単細胞生物の集中現象に関連して導

出された [5]。 $\tau=0$ の場合の方程式系 (KS) は、 相互作用する粒子系の

挙動に関連して導出された。 また、 $\tau=0$ は、 $\tau>0$ の場合の単純化とし

ても理解できる [6, 7]。特に生物現象との関連で方程式系 (KS) を考える

とき、 未知関数 $u$
、

$v$ はそれぞれ生物の個体密度、生物が分泌する化学物

質の濃度と関連している。背景となる生物現象は、非常に多くの微生物

がいる状況において自らが分泌する化学物質の濃度と濃度勾配を感知し

化学物質の濃度が高い方向に移動する性質 (正の走化性) が要因となり

起こる現象である。 そのとき関数 $\chi(v)$ は、 化学物質の濃度濃度勾配と

生物の反応の強さの関係を表す。 この方程式は $\chi(v)=$ 正定数 $\cross v$ (線形

知覚関数) の場合に多くの研究成果がある。 我々は $\chi$ が非線形の場合に

焦点を絞り研究を行っており、本稿ではそのような観点での研究で得ら

れた成果を紹介したい。

本稿で我々が扱う方程式系を整理する。

先に述べた生物現象を踏まえて未知関数 $u$
、

$v$ は場所 $x$ と時刻 $t$ の関

数であり、 地表やシャーレの中で観測されるものであるから $x$ は二次元
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平面またはその中の領域 $\Omega$ 上の点であり、生物や化学物質はシャーレの

内と外の間で移動しないとする。以上を踏まえて我々は以下の初期値境

界値問題を考える。

(PP-PE) $\{\begin{array}{ll}u_{t}=\nabla\cdot(\nabla u-u\nabla\chi(v)) in \Omega\cross(O, T) ,\tau v_{t}=\Delta v-v+u in\Omega\cross(O, T) ,\partial v \partial v -=-=0 on\partial\Omega\cross(0, T) ,\partial\nu \partial\nu u 0)=u_{0} in \Omega,v 0)=v_{0}[\tau>0] in \Omega.\end{array}$

ここで、 $v$ の初期条件 $v_{0}$ は $\tau>0$ の場合の方程式系 (PP) に必要であ

るが、 $\tau=0$ の場合の方程式系 (PE) には必要ない。また、前述のように

領域 $\Omega$ は滑らかな境界 $\partial\Omega$ を持つ二次元平面上の有界領域とする。 さら

に、初期条件 $u_{0、}v_{0}$ は蕊上の滑らかな非負関数であり、 $u_{0}\not\equiv O$ とする。

2 基本的な性質と知られている結果

本節では、 方程式系 $(PE)$ 、 (PP) の解の基本的な性質と先行研究につ

いて紹介する。ただし本稿で扱われている方程式系については多くの研

究成果があり、多次元領域における研究、拡張された方程式系の研究を

含めると全てを紹介することは困難であるので、本稿で紹介したい我々

の研究成果に関連が深い成果のみに限定して紹介する。

Proposition 2.1方程式系 $(PE)$ または $(PP)$ は唯一つの時間局所的古

典解 $(u, v)$ を持ち以下を満たす。

$u(x, \mathfrak{z})>0, u(x, t)>0 (x, t)\in\overline{\Omega}\cross(0,T_{rn})$ .

ここで、 几欧 $(0, \infty$ ] は、 古典解の最大存在時刻とする。

さらに、 古典解 $(u, v)$ は以下を満たす。

$\int_{\Omega}u(x, t)dx=\int_{\Omega}u_{0}(x)dx (0\leq t<T_{m})$ .

さらに、知覚関数が線形の場合は以下が成り立つ。

Proposition 2.2 $\chi(v)=\chi_{0}v$
、 $\chi 0>0$ とする。 さらに

$F(u, v)= \int_{\Omega}(u\log u-\chi_{0}uv)dx+\frac{\chi_{0}}{2}\prime_{\Omega}(|\nabla v|^{2}+v^{2})dx$
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とするとき、 $(PE)$
、

$(PP)$ の古典解は以下を満たす。

$\frac{d}{dt}F(u, v)+\tau\int_{\Omega}(v_{t})^{2}dx+\int_{\Omega}u|\nabla(\log u-\chi_{0}v)|^{2}dx=0.$

上記 $F$ をリアプノブ関数と呼ぶ。特に、 $\tau=0$ のときは (PE) の第 2

式を用いると

$F(u, v)= \int_{\Omega}(u\log u-\frac{\chi_{0}}{2}uv)dx.$

となる。

知覚関数が線形の場合は、上記のようにリアプノフ関数が存在する。

しかし、 その他の知覚関数の場合はリアプノフ関数の存在は知られてい

ない。

リアプノフ関数の存在は、解の挙動を調べる際に大きな助けになる。例

えば以下のような事が知られている。

Proposition 2.3 $\chi(v)=\chi_{0}v$、 $\chi 0>0$ であり、領域 $\Omega\subseteq R^{2}$ が滑らか

な境界を持つ有界領域のとき以下が成り立つ。

$\mathcal{F}_{\lambda}\equiv\inf\{F(u, v)$ : $(u, v)$ は定常解。$\int_{\Omega}u(x)dx=\lambda\}>-\infty.$

上記の事実と Proposition 2.2より以下のことがわかる。

Theorem 2.4 ([4]) $\chi(v)=\chi_{0}v$、 $\chi_{0}>0$ であり、 領域 $\Omega\subset R^{2}$ が滑ら

かな境界を持つ有界領域のとき、 $\lambda>4\pi/\chi_{0}$ に対して以下を満たす滑ら

な関数 $(u_{0}, v_{0})$ がある。

$u_{0}(x)\geq 0, v_{0}(x)\geq 0 (x\in\overline{\Omega})$ ,

$F(u_{0}, v_{0})< \mathcal{F}_{\lambda}, \lambda=\int_{\Omega}u_{0}(x)dx.$

$\tau=0$ のときはー $\triangle$

v0 $+$ vo $=u_{0}$ を満たすように取れる。

このとき、 初期条件 $(u_{0}, v_{0})$ に対応する解は有限時刻、 または無限時

刻で爆発する。

ここで、解 $(u, v)$ が時刻 $T\in(O, \infty] で爆発するとは以下の$ (i)、 (ii) を

満たす事を言う。

(i) 解 $(u, v)$ は $\Omega\cross[0, T)$ で古典解となっている。
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(ii) $\lim S\mathfrak{U}p\Vert u(\cdot, t)\Vert_{\infty}=\lim s\backslash xp\Vert v(\cdot, t)\Vert_{\infty}=\infty tarrow Ttarrow i\Gamma^{\cdot}$

さらに、 $T<\infty$ のどき有限時刻爆発といい、 $T=\infty$ のとき無限時刻爆

発という。

ここで、 $p\in[1, \infty]$ に対して $\Vert\cdot\Vert_{p}$ は標準的な $L^{p}(\Omega)$ ノルムを表す。

Proposition 2.5 $\Omega$ 欧 $R^{2}$ を滑らかな境界を持つ有界領域とし、 $\chi$ を

$(0, \infty)$ 上の滑らかな関数とする。そのとき、 $T>0$ に対して

$0 \leq\dagger.<s\mathfrak{u}p_{T}\int_{\Omega}u(x, t)\log u(x, t)dx<\infty$

であるならば適切な $T’>T$ に対して $\Omega\cross(0, T’)$ 上 $(PE)$、 $(PP)$ のただ

一つの古典解が存在する。

さらに $\chi(v)=\chi_{0}v$、 $\chi_{0}>0$ のとき、 Trudinger-Moser の不等式より

$\int_{\Omega}u(x, t)dx<\frac{4\pi}{\chi_{0}}$

ならば以下を満たす定数 $C_{1}>0$、 $C_{2}>0$ がある。

$C_{1} \int_{\Omega}u\log udx\leq F(u(\cdot, t), v(\cdot, t))+C_{2}.$

このことと Proposiも ion 2.2と Proposition 2.5より以下が成り立つ o

Theorem 2.6 ([9]) $\chi(v)=\chi_{0}v$、 $\chi_{0}>0$ であり、 領域 $\Omega\subset R^{2}$ が滑ら

かな境界を持つ有界領域のとき、

$\int_{\Omega}u_{0}(x)dx<\frac{4\pi}{\chi_{0}}$

であるならば伊 E-PP) はただ一つ時間大域的古典解がある。

以上の例のように知覚関数が線形の場合は、 $(PP)$
、 (PE) にリアプノフ

関数が存在し、 それを用いて解の時間大域的存在や爆発解の存在を示す

ことができる。

知覚関数が非線形の場合は、 リアプノフ関数の存在は知られていない。

しかしながら以下のようにいくつかの結果がある。
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Theorem 2.7 ([8]) $\tau=0_{\backslash }\Omega=\{x\in R^{2}:|x|<R\}(0<R<\infty)_{s}u_{0}$

は球対称な滑らかな関数とする。

(i) $\chi(v)=v^{a}(0<a<1)$ または blogv $(b>0)$ であるとき、 $(PE)$ の時

間大域的解が存在する。

(ii) $\chi(v)=v^{d}(d>1)$ のとき、適当な (球対称な) 初期値 $u_{0}$ に対する

$(PE)$ の古典解は有限時刻で爆発する。

Theorem 2.8 ([1]) $\tau>0_{\backslash }\Omega\subset R^{2}$ を滑らかな境界を持つ有界領域と

する。 $\chi(v)=b\log u(0<b<1)$ であるとき、 $(PP)$ の時間大域的解が存

在する。

3 我々の結果と証明のアイデア

前節記述した非線形知覚関数の場合の先行研究では、 リアプノフ関数

が無いため、解の球対称性や $\chi(v)$ を blogv の形に限定するなどの仮定

を置くことで解の時間大域的存在を示している。

我々は、上記の事を踏まえて考察を行い以下の結果を得た。

Theorem 3.1 ([2, 3]) $\chi$ は $(0, \infty)$ 上の滑らかな関数で $\lim_{varrow\infty}\chi’(v)=$

$0$ を満たすとする。 さらに以下の (i) または (切を仮定する。

(i) $\mathcal{T}=0$
、

$\Omega CR^{2}$ の滑らかな境界を持つ有界領域とする。

(ii) $\tau$ は十分小さな正定数、 $\Omega=\{x\in R^{2}:|x|<R\}(0<R<\infty)$、 $u0$ と

$v_{0}$ は球対称で滑らかな関数とする。

そのとき、 (PE-PP) は唯一つの時間大域的古典解を持つ。

定理の証明の概略を以下で述べる。証明のアイデアを明らかにするた

めに $\tau=0$ の場合について説明する。

$Q\in\overline{\Omega}$ と $R>0$ に対して $\phi$ を以下を満たす滑らかな関数とする。

$\phi(x)=0(x\in\overline{\Omega}\backslash B(Q, R =1(x\in B.(Q, R/2))$ ,

$\frac{\partial\phi}{\partial n}=0(x\in\partial\Omega)$

ただし、 $B(Q, R)=\{x\in\Omega:|x-Q|<R\}$ とする o
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(PE) の第 1式に $\log u\cdot\phi$ をかけて $\Omega$ 上で積分し、 ソボレフの不等式

から得られる以下の不等式

$\prime_{\Omega}u^{2}\phi dx\leq D\int_{B\langle Q,R)}udx\int_{\Omega}|\nabla\sqrt{u}|^{2}\phi dx+\frac{C}{|B(Q,R)|^{2}}\Vert u_{0}\Vert_{1}$ (1)

とソボレフの不等式と $(PE\rangle$ の第 2式から得られる以下の不等式

$\int_{\Omega}|\nabla v|^{4}\phi dx$ $\leq$ $D\Vert(-\Delta v+v)\phi^{1/4}\Vert_{4/3}^{4}+C$

$= D \Vert u\phi^{1/4}\Vert_{4/3}^{4}+C=D(\int_{\Omega}u^{4/3}\phi^{1/3}dx)^{3}+C$

$\leq D(\int_{B(Q,R)}udx)^{2}(\int_{\Omega}u^{2}\phi dx)+C$ (2)

を用いることで以下の不等式を得る。

$\frac{d}{dt}\int_{\Omega}u\log u\phi dx+\prime_{\Omega}|\nabla\sqrt{u}|^{2}\phi dx$

$\leq D(||\chi’(v(\cdot, t))\Vert_{B(Q,R),\infty}^{2}+|B(Q, R)|^{1/3})(/B(Q,R)udx+1)^{2}(/\Omega^{u^{2}\phi dx)+C}.$

(3)

ここで、 $p\in[1, \infty]$ に対して、 $\Vert\cdot\Vert_{B(Q,R),p}$ は標準的な $L^{p}(B(Q, R))$ ノル

ムを表す。 さらに、 $D$ は $Q\in\overline{\Omega}$ と $0<R\leq 1$ に依存しない定数として

取れる。

Lemma 3.2
$v(x, t)\geq v_{*} ((x, t)\in\overline{\Omega}\cross[0, T_{m}))$

が成り立つ。 ここで、 $v_{*}$ は、 $\Vert u_{0}\Vert_{1}$ と $\Omega$ にのみ依存する正定数である。

従って、以下を満たす定数 $\delta>0$ が $Q\in$ 爺、 $0<R\leq 1$ によらずに取

れる。

$( \int_{\frac{d}{dt}}B(Q,R)u(x,t)dx<\delta I_{\Omega^{u(x,t)\log u(x}}$

, t $)$

な

$\phi$

(ら x)ば dx
$+$ $\frac{1}{2},|\nabla\sqrt{u(x,t)}|^{2}\phi(x)dx\leq C\Omega^{\cdot}$

が成り立つ。 このことと (1)、 Proposition 2.2より

$\frac{d}{dt}\int_{\Omega}u\log u\phi dx+\frac{D}{2\Vert u_{0}\Vert_{1}}\int_{\Omega}u^{2}\phi dx\leq C.$
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が成り立つ。

一方、 (3) と Proposition 2.1より以下が成り立つ。

$\frac{d}{dt}\int_{\Omega}u\log u\phi dx+\frac{D}{\Vert u_{0}\Vert_{1}}\int_{\Omega}u^{2}\phi dx$

$\leq D(\Vert\chi’(v(\cdot, t))\Vert_{B(Q,R),\infty}^{2}+|B(Q, R)|^{1/3})(\Vertu_{0}\Vert_{1}+1)^{2}(\int_{\Omega}u^{2}\phi dx)+C.$

第 2式を積分形で表すと

$v(x, t)= \int_{\Omega}G(x, y)u(y, t)dy$

となり積分核 $G(x, y)$ は $|x,-y|\ll 1$ のとき $C\log 1/|x-y|(C>0)$ の特

異性を持つから $0<R\ll 1$ のとき

$\int_{B(Q,R)}u(x, t)dx\geq\delta$

ならば $v(x, t)\gg 1(x\in B(Q, R))$、 $|B(Q, R)|=\pi R^{2}\ll 1$ より

$\frac{d}{dt}\int_{\Omega}u(x, t)\log u(x, t)\phi(x)dx+\frac{D}{2\Vert u_{0}\Vert_{1}}\int_{\Omega}u(x, t)^{2}\phi(x)dx\leq C.$

従って、 $0<R\ll 1$ とっておけば、各 $t$ に対して

$\int_{B(Q,R)}u(x, t)dx\geq\delta, \int_{B(Q,R)}u(x, t)dx<\delta$

どちらの場合も

$\frac{d}{dt}\int_{\Omega}u(x, t)\log u(x, t).\phi(x)dx+\frac{D}{2\Vert u_{0}\Vert_{1}}\int_{\Omega}u(x, t)^{2}\phi(x)dx\leq C.$

を得る。従って $\int_{\Omega}u\log u\phi dx$ の有界性を得る。 この評価は $Q\in\overline{\Omega}$ によ

らないから $\int_{\Omega}u\log$ $udx$ の有界性を得る。 このことと Proposition 2.5よ

り解が時間大域的に存在することがわかる。
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