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概要

各変量に順序 (優劣 $\rangle$ が定義されているような多変量データを，一変量の総
合摺数にまとめることを考える．例えば，各変量の Z-スコアの和は自然な総合
指数と考えられるが，データによっては結果として得られる総合指数と変量の
聞に負の相関が駕ずることがある．本稿では，Sei (2016, J. Multivariate Anal.)
にならい，全ての変量と正の相関を持つような総合指数を構成する．応用とし
て，女子七種競技の総合点を考察する．また，カテゴリカル変数の数量化，及
びその極限についても議論する．
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1 総合指数

$P$変量データ $X=(x_{1}, \ldots, x_{r})\in \mathbb{R}^{n\cross p}$ を考える．各 $x_{i}$ は $n$次元ベクトルである．

各変量には「大きいほど良い」 という順序が与えられているものと仮定する．例

えば $n$人の学生の $p$科霞に関する成績データを想像すればよい．また，陸上の十種

競技データでは，走り幅跳びの記録など「大きいほど良い」種目のほか， $100m$走の

記録など「小さいほど良い」種臼が混ざっているが，後者の成績にはあらかじめマ

イナスを掛けるものと約束する．また，各変量はあらかじめ中心化されているもの

とする．すなわち， $1_{n}=(1, \ldots, 1)^{T}$ として， $1_{n}^{T}x_{i}=0$ と仮定する．

定義 1. $g=Xw= \sum_{i=1}^{p}w_{i}x_{i}$ と定義される $g$ を一般に $X$ の総合指数 (general

index) と呼ぶ．ここで $w\in \mathbb{R}^{p}$ は $X$ の共分散行列 $S=n^{-1}X^{T}X$ に依存してよいも

のとする $:w=w(S)$ .

総合指数は， $|9$] の用語で言えばレイティング (rating) に相当する．一方，得られ

た総合指数をもとにして，佃体の優劣を決定することをランキング (ranking)とい

う．関連する研究として [1, 4, 5] などがある．

以下，ベクトル $a,$ $b$ に対して $a>b$ とは成分ごとに $a_{i}>b_{i}$が成り立っことを表す．

定義 2. $w>0$ である総合指数は整合的， $Sw=(n^{-1}x_{i}^{T}g)_{i=1}^{p}>0$ となる総合指数

は共分散整合的ということにする．
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例 1(Z-スコアの和). $w_{i}=1/\sqrt{S_{ii}}$ とする．これは一見自然だが $p\geq 3$ のとき共分

散整合的でない．例えば

$S=(\begin{array}{lll}1 a aa 1 \vdots a 1\end{array})$ (1)

という行列を考えると， $S$ は回 $<1/\sqrt{p-1}$のとき正定値となるが，

$- \frac{1}{\sqrt{p-1}}<a<-\frac{1}{p-1}$

のとき共分散整合的でない．実際， $Sw$ の第 1成分が $1+(p-1)a<0$ となる．

例 2(第一主成分). $w$ を $S$の第一固有ベクトルとする．これは整合的でも共分散整

合的でもない．例えば

$S=(\begin{array}{ll}1 -1/2-1/2 1\end{array})$

の場合，最大固有値 3/2に対応する固有ベクトルは $w=(1, -1)$ の定数倍となり，必

ず負の成分を持つ．そして $Sw=(3/2)w$ も負の成分を持つ．整合的でないという

ことは，次のような不公平が生じ得る :「$A$ さんは $B$ さんより全ての科目で点数が上

回っているのに，総合成績では $B$ さんの方が上となる．」

これらの欠点を克服したい．そのために次の定理を利用する．

定瑠 1([10]). $S=(S_{ij})$ が正定値対称行列ならばある正のベクトル $w=(w_{i})$ が存

在し，

$w_{i} \sum_{j=1}^{p}S_{ij}w_{j}=1, i=1, p$ , (2)

を満たす．またそのような $w$ は一意である．

Proof. $w=(w_{1}, \ldots, w_{p})^{T}\in \mathbb{R}_{+)}^{p}$ とおき，

$\psi(w)=\frac{1}{2}w^{T}Sw-\sum_{i=1}^{p}1\circ gw_{i}$ (3)

とおく．この $\psi$ は狭義凸関数である．また，各 a $\in \mathbb{R}$ に対して $M_{a}:=\{w|\psi(w)\leq a\}$

はコンパクト集合となる．実際， $S$の最小固有値を $\rho>0$ とすれば $w^{T}Sw \geq\sum_{i}\rho w_{i}^{2}$

より， $M_{a} \subset\{w|\sum_{i=1}^{p}(\rho w_{i}^{2}/2-\log w_{i})\leq a\}$ となり， $M_{a}$ は有界であることが分か

る．よって最小点が一意に存在する．その停留条件が式 (2) となる 口
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例 3. 式 (1) の $S$ に対して，

$w=(x, y, \ldots, y)^{T}, x>0, y>0,$

とおいて，式 (2) を満たす $x,$ $y$ を求めてみる．式 (2) は

$x^{2}+(p-1)axy-1=0,$

$axy+y^{2}-1=0$

という連立代数方程式となる．初等的な計算，あるいはグレブナー基底 ([7] など)

の援用により， $x$ と $y$がともに正となる解は

であることが示される． $a$ を変化させたときの解の変化の様子を図 1に示す．

$\frac{\Phi=}{{\}}$

$\tilde{\alpha>}2\Phi$

$-0.6$ $-0.2$ 0. $2$ 0. $6$ $-0.\tau 0-0.05$ o.oo 0. $05$ o.$o

aa

(a) $p=3$ のとき． $(b\rangle p=100$ のとき．

図 1: パラメータ $a$ を変化させたときの重み $(x, y)$ の変化．

定義 3([13]). データ行列 $\mathfrak{X}$ の共分散行列 $S$ に対し，定理 1から定まる $w$ を用い

て $g=Xw$ とおいたものを客観的総合指数 (Objective General Index; OGI) と呼

ぶ．またこのときの を客観重みという．

OGI は整合的かつ共分散整合的である．すなわち， $w$ の各成分は正であり，式 (2)
から「各変量と総合指数のあいだの相関」 も正である $:(1/n)x_{i}^{T}g=1/w_{i}>0$. OGI

の適用例は 2節に示す．また客観重みの数値的な求め方は 5節に記す．
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各総合指数の幾何学的イメージを図 2に示す．それぞれの図において，変量は 3

つあり，総合指数 $g\in \mathbb{R}^{n}$ が鉛直下向き (破線) に描かれている．各変量 $x_{i}$ は実線

で表され，スケーリングされた変量験 $=w_{i}x_{i}$ の位置は丸で記されている．この図

は，原点を支点とし，位置銚に錘が取り付けられた「やじろべえ」をイメージする

と理解しやすい．OGI は錘の位置が水平になるように調整されていることが分かる．

実際，OGI に対しては

$\frac{1}{n}y_{i}^{T}g=1, i=1, p,$

$g= \sum_{i=1}^{p}$ 跳，

が成り立つ．

$-1S$ $\triangleleft S$ $0$ OS 1.$0$ $1S$ $-lS$ $\ovalbox{\tt\small REJECT} S$ O.O OS 10 $1S$ $-tS$ $\triangleleft S$ $\omega$ OS $1P$ 16

tulmu orinV –

(a) Z-スコア．(b)第一主成分．(c) OGI.

図 2: 各総合指数のイメージ．空間 $\mathbb{R}^{n}$ において総合指数 $g$ を鉛直下方向に描いた図．

2 適用例

世界陸上女子七種競技の 1991年から 2013年までのデータを扱う．女子七種競技

は， $100m^{y\backslash }$一ドル $(100mH)$ , 走高跳 (HJ), 砲丸投 (SP), $200m(200m)$ , 走幅跳

(LJ), やり投げ (Javelin), $800m(800m)$ の七種目からなり，その総合点を競う競技

である．データは IAAF (International Association of Athletics Federations) の公式

web サイト 1から取得可能である．1991年から 2013年までの競技者の人数は延べ

260人であったが，散布図から明確に外れ値と判断される 2人のデータを除いてか

ら分析を行った $(n=258)$ .
IAAFのルールによると，各種目の記録はまず非線形変換され，そのあと単純和

が取られる [6]. 非線形変換の公式を表 1に示す．実際のデータの一部を表 2に，変

http:$//www$ . iaaf.$org/co\mathfrak{m}petitions/iaaf-\iota vor\ovalbox{\tt\small REJECT} d$-championships
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換後のスコアの一部を表 3にそれぞれ示す．また変換後の全データの要約値を表 4,

相関行列を表 5に示す．

ここでは，非線形変換した後のスコアを元データと見なし，線形結合による総合

指数を検討する．IAAFの総合点は単純和であるから，各種目の重みは 1ということ

になる．Z$\tilde{}$スコアと OGI の重み $\{w_{i}\}_{i=1}^{7}$ を謙算した結果が図 3である．エラーバー

はブートストラップ法による標準誤差を表す．

男子十種競技に関する先行研究 [3] では，Z-スコアによる考察から，「男子十種競

技ではフィールド競技がトラック競技に比べて優遇されている」 と報告されている．

図 3(a) より，この傾向は女子七種にも見られ，特に重みをより大きくすべきなのは

$100mH$ ということになる．しかし，OGIの観点からは，重みをより大きくすべきな

のは $800m$ であると考えられる (図 $3(b)\rangle$ ただし，結果として得られるランキン

グについては，OGI と IAAFルールで大きな違いはない $($図 $3(d))$ .

表 1: IAAFで決められた非線形変換 $\tilde{x}_{i}=a_{i}|d_{\dot{\eta}}x_{i}$ –帽 $c$; の各パラメータ．

表 2: 七種競技データの一部．
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表 3: 非線形変換後のスコアの一部．単純和をとると総合点になる．

表 4: 七種競技データの要約値．データ数は $n=258.$

表 5: 七種競技データの相関行列．
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$\dot{z*\frac{\alpha}{\Phi}}$

$z_{g^{;}}8\prime\gtrless$ $\S
$\epsilon$

$\supset\neg\frac{c}{\dot{\S}}$ \S s $\xi\prime\exists u\propto_{)}$ \S e $3 \frac{\underline{c}}{\neg\S}$ \S g

(a) Z-スコアの重み．(b) OGI の重み．

8

$J:\xi\sim$

$\ni$ $qA_{)}$

$\S\in$

$\supset$

$\neg\S\langle c$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\epsilon$

5科科屋 5500 6科屋科 65屋屋 7屋科屋

score

(c) IAAFルールの重み．(d) OGI v.s. IAAF ルールの総合点．

図 3: 世界陸上女子七種競技の分析．
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3 OGI数量化

順序付きカテゴリカル変量の場合も OGI は定義される．ここでは簡単のため，1変

量の場合を考える．多変量の場合は [13] を参照されたい．また関連研究として [2, 12]

がある．

いま確率変数 $X$ は $\{0, 1, . . ., K\}$ に値をとると仮定し，次のダミー変数を用意する :

$h_{k}(x)=1_{\{x\geq k\}}-P(X\geq k)$ , $k=1$ , .. . , $K.$

飯の凸結合は階段型の単調増加関数となる．

$h_{1}(X)$ , $\cdots$ $h_{K}(X)$ に対して，その共分散行列

$S_{kl}=E[h_{k}(X)h_{l}(X)]$

$=P(X \geq\max(k,l))-P(X\geq k)P(X\geq l)$

$=P(X< \min(k,l))-P(X<k)P(X<l)$

から客観重み $w$ を求めれば，

$y(x)= \sum_{k=1}^{K}w_{k}h_{k}(x)$

が数量化を与える．ただし，式 (2) を

$w_{k} \sum_{l=1}^{K}S_{kl}w_{l}=\frac{1}{K}$ (4)

に変更する 2. このようにして得られる $y(x)$ を $x$ のスコアと呼ぶことにしよう．

例として，次の人工的な成績データを考える :

このデータの場合， $K=3$ であり，

$P(X=0)= \frac{3}{33}, P(X=1)=\frac{8}{33}, P(X=2)=\frac{13}{33}, P(X=3)=\frac{9}{33}$

となる．h1(X),h2(X),h3(X)の共分散行列は

$S=(\begin{array}{lll}\frac{3}{33}-(\frac{3}{33})^{2} \frac{3}{33}-(\frac{3}{33})(\frac{l1}{33}) \frac{3}{33}-(\frac{3}{33})(\frac{24}{33})\frac{3}{33}-(\frac{11}{33})(\frac{3}{33}) \frac{11}{33}-(\frac{11}{33})^{2} \frac{l1}{33}-(\frac{11}{33})(\frac{24}{33})\frac{3}{33}-(\frac{24}{33})(\frac{3}{33}) \frac{11}{33}-(\frac{24}{33})(\frac{11}{33}) \frac{24}{33}-(\frac{24}{33})^{2}\end{array})$

$(\begin{array}{lll}0.0826 0.0606 0.02480.0606 0.2222 0.09090.0248 0.0909 0.1983\end{array})$

21変量カテゴリカルデータに限れば，式 (2) と式 (4) は定数倍の違いしかないが，多変量の場合
は本質的な違いが現れる．前述の通り，本稿では多変量カテゴリカルデータは扱わない．
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となり，式 (4) を満たす客観重み $w$ は数値的に

$(w_{1},w_{2}, w_{3})=(1.590,0.869$ , 1. $032\rangle$

と求まる．結果として得られるスコアは

となる．

4 OGI数量化の極限

1変量の順序付きカテゴリカルデータにおいて，カテゴリ数を $n$ とし，それぞれ

が観測される確率は $1/n$ として， $narrow\infty$ の極限を考える．図 4は結果として得ら

れるスコア $y(x)$ をプロットしたものである．ただし，カテゴリカル変数 $x$ の値は

$\{0, \cdots, n-1\}$ でなく $n$個の区間 $( \frac{0}{n}, \frac{1}{n})$ , .. . , $( \frac{n-1}{n}, \frac{n}{n})$ で表した．図より， $y(x)$ は標準

正規分布の分位点関数 $\Phi^{-1}(x)$ に近づいていく．ここで $\Phi$ は標準正規分布の累積分

布関数である．

o.o 0.2 0. $4$ o.6 o.s l.o o.o 0. $2$ 0. $4$ o.6 o.s l.o

$x$

(a) $n=10$ (b) $n=40$

図 4: OGI数量化の収束．実線はスコア $y(x)$ , 破線は $\Phi^{-1}(x)$ を表す．

この理由を説明する (厳密な証明ではない). まず，この場合の共分散行列は

$S_{ij}= \frac{i}{n}(1-\frac{j}{n}) , 1\leq i\leq j\leq n-1,$
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で与えられる．ここで，標準正規分布の密度関数を $\phi(z)$ として，重み $w_{i}$ を

$w_{i}= \frac{1}{n\phi(\Phi^{-1}(\frac{i}{n}))}, 1\leq i\leq n-1,$

とおいてみる．すると式 (4) の左辺は

$\sum_{j=1}^{n-1}w_{i}S_{ij}w_{j}=\frac{1}{n^{2}\phi(\Phi^{-1}(\frac{i}{n}))}(\sum_{j=1}^{i}\frac{j}{n}(1-\frac{i}{n})\frac{1}{\phi(\Phi^{-1}(_{n}^{i}))}+\sum_{j=i+1}^{n-1}\frac{i}{n}(1-\frac{j}{n})\frac{1}{\phi(\Phi^{-1}(_{n}^{i}))})$

$\simeq\frac{1}{n\phi(\Phi^{-1}(x))}(\int_{0}^{x}\frac{y(1-x)}{\phi(\Phi^{-1}(y))}dy+\int_{x}^{1}\frac{x(1-y)}{\phi(\Phi^{-1}(y))}dy) (x=\frac{i}{n}, y=in)$

$= \frac{1}{n}$

と近似できる．最後の等号は部分積分による．よって近似的に式 (4) が成り立つこ

とが分かる．対応するスコア $y(i/n)$ は

$y(i/n)= \sum_{j=1}^{n-1}w_{j}(1_{\{i\geq j\}}-(n-j)/n)$

$\simeq\int_{0}^{1}\frac{1}{\phi(\Phi^{-1}(s))}(1_{\{s\leq x\}}-1+s)ds (x=\frac{i}{n})$

$=\Phi^{-1}(x)$

となる．よってスコアが近似的に標準正規分布の分位点関数となることが示された．

[13] では，別のアプローチとして，式 (4) の極限が微分積分方程式となることを示

し，その解が $\Phi^{-1}(x)$ であることを示している．

5 客観重みの数値計算

与えられた共分散行列 $S$ に対し，式 (2) を満たすベクトル $w$ を求めるには，式 (3)

で定義される関数 $\psi$(w)の最小化問題を汎用アルゴリズムで解くのが簡単である．表

6に $R$ の関数 optim を用いた場合のコードの例を示す．

他には，ホモトピー法によって解く方法 [11] や，逐次的に二次方程式を解く方法

[13] がある．後者は，式 (3) の $\psi(w)$ を $w_{i}$ の 1変数関数と見なした時，その最小点

が二次方程式

$S_{ii}w_{i}^{2}+( \sum_{j\neq i}S_{ij}w_{j})w_{i}-1=0$

の解であることを利用して，これを $i=1$ , . . . , $p$ について繰り返し解いていく，とい

う方法である．汎用アルゴリズムを使えない場合や， $S$がスパースな場合には有用

と考えられる．
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表 6: $R$の関数 optim を使った客観重みの計算例．

ogi. optim $\overline{\wedge}$ function (S) {
$f=$ function $(w, S)\{sum(w*(S/_{1}*^{l}/.\tau r\rangle)/2-su\infty(\log(w))$ }
gr $=$ function(w, $S\rangle\{S/2^{*}/\phi\tau r-\lambda/w\}$

$p=$ 1lrow (S)

optim(rep(l,p), $f$ , gr, $S,$ $method\approx^{\iota t}L-BFGS-B",$

lower$=$rep(O,p), upper$=rep(Iae,p)$ )
$\}$

$\#$ 例
$S=$ matrix $\langle c(1,-1/2,-1/2, -1/2,1,0, -1/2,0,1)$ , 3, 3, byrow TRUE)

$t\Leftrightarrow$ ogi. opt$im$ (S $\rangle$ $par

show($v*(S/_{0}*$
show $(w)\#$ 結巣

$\#$ mssu

また，もし逆行列 $S^{-1}$ に対する客観重み $v$ を求めることができれば，元の $S$の重

みは $w=1/v$ (要素ごとの逆数) で与えられる．なぜならば， $S^{-1}v=1/v$ の両辺

に $S$ を掛ければ $v=S(1/v)$ , よって $S(1/v)=1/(1/v\rangle$ が成り立つからである．こ

の事実は， $S^{-1}$ がスパースな場合 (つまり多くの偏相関が $0$ の場合) に有用と考え

られる．

6 今後の課題

4節ではカテゴリカル変数に対する数量化の極限として正規分布が現れることを

指摘した．しかし，実際に (何らかの位相で) 収束することは厳密には証明できて

いない．これを誕明するという課題が残っている．

また，推測統計的な考察，すなわち真の重みパラメータを標本から推定する方法

やその性質を調べる必要がある．特に，高次元小標本 $\langle parrow\infty$かつ $n$ 固定) の枠組

みで，OGI の良い推定量が得られるかどうかは興味深い話題である．

別の観点としては，アローの不可能性定理に代表される社会的選択理論との関連

も明らかにする必要がある (例えば [9]). またデータ可視化の立場からは，客観重み

を用いた平行座標プロットと，textile plot [8] との比較あるいは融合も課題である．
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