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概要

本論文では，リミットサイクル振動子およびカオス振動子に対する新たな縮約理論の構築が
行われ，さらにその理論の具体的応用が示されている．
リミットサイクル振動子およびカオス振動子は，リズム現象の記述において中心的な役割を

果たす概念である．リズム現象，すなわち固有のリズムで同様の事象が繰り返される現象は，
自然界・生体内など，さまざまなところで見られる．それらリズム現象を数理的に解析しよう
とするとき，自然なアプローチの一つは，リミットサイクル振動子やカオス振動子として系を
モデル化したうえでモデルの振る舞いを調べる，というものである．ただ，このアプローチを
とる場合，構成されるモデルが非線形かつ多自由度であることから，モデルの振る舞いを調べ
る段になって困難が生じる．そこで重要となるのが縮約理論である．
リミットサイクル振動子に対しては，位相という 1自由度のみでダイナミクスを記述する縮

約（位相記述）がすでに知られている．その縮約を経ることで，さまざまな解析的理論を導く
ことができる．しかし，そのような理論的有用性をもつ一方で，その縮約は「採用している位
相変数の定義が実験において使いやすいものではない」という難点ももっている．この難点の
ために実験では理論と異なる定義の位相が用いられ，それが結果として理論と実験との食い違
いをしばしば生じさせている．また，カオス振動子に対しては，カオス振動子特有の奇異かつ
本質的な性質を十分に再現できる縮約記述は未だ知られていない．
本研究では，これらの状況を踏まえた新たな縮約理論の構築を行った．まず，リミットサイ

クル振動子の縮約においては，実験の状況に即した定義の位相を状態変数として採用し，実験
への応用を想定した解析を容易にした．また，カオス振動子の縮約においては，位相記述のア
イデアを用いながらも，位相以外の状態変数が位相の時間発展に与える影響を無視せず取り込
んだ．このようにして縮約理論を構築したことで，従来は困難であったいくつかのことが容易
に達成できるようになっている．本論文では，特に

• リミットサイクル振動子の位相感受性を計測するための方法の開発
および

• カオス振動子の同期特性が決定されるメカニズムについての考察
を行った．
本論文の構成は以下の通りである．まず第 1章では，リズム現象の解析における縮約記述の

必要性を述べ，縮約理論およびそれに関連する理論の現状を概説する．次に第 2章で位相記述
の理論的基礎についてまとめ，続いて第 3章でリミットサイクル振動子の位相感受性を計測す
るための従来法を紹介する．本論文では随伴法・直接法・WSTA法という三つの従来法を取り
上げるが，中でもWSTA法は，優れたノイズ耐性をもち，実験系などへの適用においては非常
に有用であるように思われる．しかし，実は，第 4章で示すように，一般的な実験設定のもと
ではWSTA法は正しく機能しない．それは上で述べた位相の定義の問題に起因しており，す
なわちWSTA法の理論的妥当性が通常の位相記述に依拠しているためである．そこで，第 4章
ではさらに，計測手法の開発などにおける基礎となるであろう新たな縮約記述を導出する．ま
た，WSTA法の問題点を解消した新たな計測手法であるMcWSTA法を提案し，新たに得られ
た縮約記述を用いてその妥当性を示す．McWSTA法を用いれば，ノイズの影響を受けにくい
計測を一般的な実験設定のもとで実現することができる．そのことを支持する例を第 5章で与
える．第 6章では，McWSTA法をカオス振動子に適用して得られる結果について論ずる．位
相記述は本来リミットサイクル振動子を対象としたものであるが，第 6章で論じられる結果は，
位相記述の適用対象をカオス振動子に拡張できる可能性があることを示している．そのことを
踏まえ，第 7章では，カオス振動子に対する縮約理論を構築する．また，その章では，この縮
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約理論を典型的なカオス振動子に適用し，カオス振動子の同期特性が決定されるメカニズムに
ついて考察する．そして最後に，第 8章において，本研究の成果とその意義をまとめる．



iii

目 次

第 1章 序論 1

第 2章 位相記述理論の基礎 5
2.1 伝統的な位相記述と位相振動子モデル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.1.1 自由な振動子における位相の時間発展 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.1.2 摂動のある振動子における位相の時間発展 . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.2 具体例: Stuart–Landau振動子の位相記述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2.1 Stuart–Landau振動子の解析解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2.2 Stuart–Landau振動子のアイソクロン . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2.3 Stuart–Landau振動子の位相応答曲線 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

第 3章 位相応答曲線を計測するための既存の方法 11
3.1 随伴方程式を用いる方法（随伴法） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3.2 パルス刺激に対する応答を用いる方法（直接法） . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.3 重み付きスパイクトリガー平均を用いる方法（WSTA法） . . . . . . . . . . . 15

第 4章 実測位相を用いた位相記述とその応用 21
4.1 見過ごされてきたWSTA法の問題点 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.2 実測位相を用いた位相記述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4.3 複数サイクル重み付きスパイクトリガー平均を用いる，位相応答曲線を計測す

るための新たな方法（McWSTA法） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.3.1 新手法の概要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.3.2 新手法の妥当性に対する解析的証明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.3.3 新手法を適用するうえでの注意点 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

〔 付 録 〕
実測位相記述の理論的妥当性についての検証
—Stuart–Landau振動子を例として— . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

第 5章 実験系へのMcWSTA法の適用例 37
5.1 発振回路への適用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
5.2 ヒトの歩行への適用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

第 6章 カオス振動子へのMcWSTA法の適用 41
6.1 カオス振動子における位相同期現象 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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第1章 序論

リズム現象，すなわち固有のリズムで同様の事象が繰り返される現象は，物理学，化学，生物
学，生態学などさまざまな学問分野において，重要な研究対象と捉えられている [1,21,35,62]．
実際，リズム現象の一例である心臓の拍動は，我々の生命維持に必要不可欠であるという重要
性に加え，多様な時空間パターンを呈するダイナミクスの興味深さもあって，盛んに研究され
ている [17,18]．また，神経細胞の振動的活動に関しても，それが脳における情報処理の基礎を
なすと考えられていることから，やはり多くの研究が行われている [7, 60]．
固有のリズムをもつそれらの系は，しばしば，ほかの振動単位や環境と相互に影響しあって

いる．神経細胞を例に考えれば，シナプスを介したほかの神経細胞との相互作用やイオンチャ
ネルを介した細胞外イオン濃度との相互作用をもっている．そのような相互作用の存在する状
況で生じる重要かつ興味深い現象の一つが同期現象である [34, 41,44]．
同期現象とは（広い意味では）複数の振動の間に何らかの相関が生まれる現象の総称である．

それゆえ，一口に同期現象と言っても，振動数同期，位相同期，位相-振幅同期，完全同期，遅
れ同期，一般化同期など，さまざまなタイプのものがある．本稿では，それらのうち特に位相
同期について論ずることにする．
位相同期とは，相互作用などにより振動間で位相差が一定に保たれるようになる現象である．

その例としては，呼吸と心拍との間の同期や呼吸と歩行との間の同期，神経回路網における発
火タイミングの同期，などが挙げられる．位相同期は同期現象として観察され記述された最初
のものであり，1665年に Christiaan Huygensが彼の父にあてた手紙の中で述べたのが初出と
されている [44]．彼は，2台の振り子時計を同じ梁につるしておくことで振り子の運動リズム
がそろう，ということを発見した．そして，彼はこの現象を詳細に分析し，リズムがそろう原因
は梁の運動を介した振り子同士の相互作用にあると結論づけた．Huygensの装置に関しては，
文献 [4, 5]などにおいて運動方程式に基づく詳細な解析も行われており，同期発生のメカニズ
ムがすでに解明されている．
文献 [4, 5]で示されている方程式がそうであるように，現実の振動系の詳細なモデルは一般

に非線形かつ多自由度である．そのため，それらが多数集まった系の振る舞いを数理的に解析
することは容易ではない．そこで，本質的でない自由度を取り除く簡単化が重要になる．その
ような簡単化として同期の解析において広く用いられているのが，位相記述あるいは位相縮約
とよばれる手法である [24,27,31,61]．位相縮約の結果，系のダイナミクスは，位相振動子モデ
ルとよばれる 1変数微分方程式によって記述されるようになる．
位相振動子モデルは，自然振動数を表す定数と摂動に対する応答特性を表す関数とからな

る．後者は位相応答曲線とよばれ，系の同期特性は主にこの関数によって決定されている．し
たがって，位相応答曲線を求めることは，同期の解析のための重要なステップである．このこ
とから，位相応答曲線を計測するための手法が盛んに研究されている [54]．
そのような中，文献 [42]は，実験手続きの簡便さとノイズ耐性に優れた計測手法を提案し

た．その手法の妥当性は位相振動子モデルを用いて解析的に示され，また，神経細胞のモデル
への適用から数値的にも確認されていた．ところが，著者が自著論文 [25]で示したように，実
はこの手法は一般的な実験設定のもとでは正しく機能しない．文献 [42]で与えられた理論解析
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リズム現象

モデル化

・リミットサイクル振動子の場合
・カオス振動子の場合

（伝統的な）位相記述

φ :  漸近位相
➡  実測との対応付けが困難

θ :  実測位相
➡  実測との対応付けが容易

本研究の縮約記述

位相以外の状態変数のダイナミクスが決定
➡  非位相変数の振る舞いの

定性的変化にも対応

図 1.1: 本稿で論じられる縮約理論の概要．

には，実験に応用する段階で顕在化するある見落としがあったのである．
その見落としは，理論解析において位相振動子モデルを用いたことに関係している．位相縮
約では状態変数として漸近位相とよばれる量を採用するが，一般に漸近位相は観測可能なもの
ではないため，実験において位相を考える際には，通常，漸近位相とは異なる位相が用いられ
る．このことから，実験への応用を想定した解析を位相振動子モデルに基づいて行う際には，
位相変数の違いが問題を生じないよう注意する必要が出てくる．文献 [42]は，この点を見落と
していたのである．
漸近位相を用いている位相振動子モデルには，このように，実験への応用を想定した解析を
行いづらいという難点が存在する．多少複雑な式になったとしても，実験の状況に即した定義
の位相を用いる縮約記述の方が，計測手法の実際的妥当性を示したい場合などには有用であろ
う．しかし，そのように有用性が見込まれるにも関わらず，実験上の位相を用いた縮約記述と
いうものはこれまでに提案されていない．
ところで，位相記述は，元来，双曲的かつ安定な周期軌道をもつ常微分方程式系（リミット
サイクル振動子）を対象としていた．近年，この対象を拡げようという試みがいくつか行われ
ている．例えば，文献 [36, 37]では，偏微分方程式系である反応拡散系に対象が拡大されてい
る．また，文献 [20,58,63]では，確率微分方程式系を対象とする位相記述理論が構築されてい
る．いずれの理論も同期現象の解析に応用され，成果を上げている．
一方で，文献 [3,28,45]ではカオス振動子に対する位相記述理論の構築が試みられているが，
カオス振動子における位相同期に特有の奇異かつ本質的な性質を十分には再現できていない．
すなわち，それらの研究で導出されているモデルはそれぞれカオス振動子の異なる側面に着目
したものであり，それぞれいくつかの重要な性質を再現するが，再現できていない性質は未だ
多く存在する．例えば，カオス振動子においては，しばしば，非常に弱い摂動が加わっただけ
で位相以外の状態変数の振る舞いが定性的に変化する．そして，この非位相変数の振る舞いの
定性的変化により，振動子の同期特性の劇的な変化が引き起こされる．この現象はカオス振動
子に特有の興味深いものであるが，「非位相変数の振る舞いが微小摂動に対してロバストであ
る」という仮定のもと導出されている文献 [3,28,45]のモデルでは決して見ることができない．
カオス振動子特有の性質をより深く理解するために，新たな縮約理論の構築が求められている．
本稿では，これらの状況を踏まえた新たな縮約理論の構築を行う（図 1.1）．まず，リミットサ
イクル振動子の縮約においては，実験の状況に即した定義の位相を状態変数として採用し，実
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験への応用を想定した解析を容易にする．また，カオス振動子の縮約においては，非位相変数
の振る舞いの定性的変化も考慮する．このようにして縮約理論を構築することで，従来の縮約
記述を介しては困難であったいくつかのことが容易に達成できるようになる．本稿では，特に

• リミットサイクル振動子の位相感受性を計測するための方法の開発
および

• カオス振動子の同期特性が決定されるメカニズムについての考察
を行う．
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第2章 位相記述理論の基礎

本稿で行われる考察には，伝統的な位相記述のアイデアが少なからず影響を与えている．そ
こで本章では，伝統的な位相記述に関する話題を，本稿の内容に深く関係するものに絞ってま
とめる．

2.1 伝統的な位相記述と位相振動子モデル

本節では，伝統的な位相記述が理論上いかに導入されるかについて述べる．位相記述の導入
方法としては摂動をインパルス列で近似するもの [27, 61]やMalkinの定理を用いるもの [24]
も知られているが，後の章とのつながりを考え，ここでは文献 [31]のアプローチを採用する．

2.1.1 自由な振動子における位相の時間発展

位相縮約を適用するためには，まず，位相という変数を系に導入する．この導入は，第一に
周期軌道上において位相を定義し，第二にその位相を周期軌道近傍に拡張する，という二つの
段階からなる．
いま，連続時間の力学系

dX(t)
dt

∣∣∣∣∣
t

= F
Ä
X(t)

ä
, X ∈ Rm, (2.1)

が周期解 Xp(t)をもつとしよう．この周期解の周期を T とおくと，次の等式によって，周期
軌道

Γ := Xp

Ä
[0, T )

ä
= {Xp(t) | 0 ≤ t < T}

上に関数 φを定義することができる:

φ
Ä
Xp(t)

ä
:=

2π
T
t for t ∈ [0, T ). (2.2)

この関数 φを周期軌道 Γ上の位相とよぶ．
ここでさらに，周期軌道 Γは双曲的かつ安定で，Γの近傍 U に初期値をとる任意の解X(t)

が Γに指数関数的に漸近するとしよう．このとき，解X(t)に対してある時刻 t0 ∈ [0, T )が存
在し，次の条件を満たす [9]:

d
Ä
X(t), Xp(t+ t0)

ä
→ 0 as t→ ∞, (2.3)

ただし d は相空間上の距離である．そこで，点 X(0) の位相 φ
Ä
X(0)

ä
とは点 Xp(t0) の位相

φ
Ä
Xp(t0)

ä
を指すものとする．すなわち，

φ
Ä
X(0)

ä
:= φ

Ä
Xp(t0)

ä
. (2.4)
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すると，U の各点に対して定義された位相 φが得られる．この位相を特に漸近位相とよぶ．以
降，紛れの生じない範囲では，漸近位相のことを単に位相ともよぶことにする．なお，任意の
位相 φ0 に対して，その位相をもつ点の集合 {X ∈ Rm | φ(X) = φ0}は相空間上で周期軌道 Γ
を横断する曲面となることが知られている [22]．その曲面を等位相面あるいはアイソクロンと
よぶ．
方程式 (2.1)は自励系であるので，時刻 sにおける状態X(s)を初期値とした新たな解X = ξ(t)
を考えれば，

ξ(t) = X(t+ s)

となる．条件 (2.3)が

d
Ä
X(t+ s), Xp(t+ s+ t0)

ä
→ 0 as t→ ∞

と書きなおせることから，この解 ξ(t)は条件

d
Ä
ξ(t), Xp(t+ s+ t0)

ä
→ 0 as t→ ∞

を満たす．位相の定義式 (2.2), (2.4)に注意して，

φ
Ä
X(s)

ä
= φ
Ä
ξ(0)
ä

= φ
Ä
Xp(s+ t0)

ä
=

2π
T

(s+ t0) .

したがって，この場合，漸近位相 φの時間発展は次の式に従うことになる:

dφ
Ä
X(t)

ä
dt

∣∣∣∣∣∣
t

= ω, (2.5)

ただし ω := 2π/T．加えて，式 (2.5)の左辺に連鎖律を適用すれば，U 内の任意の点において
成り立つ関係式

gradX φ(X)|X · F (X) = ω (2.6)

が得られる．次項で述べるように，この関係式は位相記述を導くうえで重要な役割を果たす．

2.1.2 摂動のある振動子における位相の時間発展

双曲的かつ安定な周期軌道 Γをもつ力学系 (2.1)に摂動項 εp(X, t)が加えられ，

dX(t)
dt

∣∣∣∣∣
t

= F
Ä
X(t)

ä
+ εp

Ä
X(t), t

ä
(2.7)

となっても，摂動強度 εが十分に小さければ，Γの近くを出発した解は軌道の漸近安定性が効
いている領域にとどまる．したがって，その場合，解X(t)は位相が定義されている領域 U の
外には出ず，X(t)の位相 φ

Ä
X(t)

ä
は任意の時刻で意味をもつ．また，この系においては，微

分の連鎖律から次の式が導かれる:

dφ
Ä
X(t)

ä
dt

∣∣∣∣∣∣
t

= gradX φ(X)|X=X(t) ·
dX(t)

dt

∣∣∣∣∣
t

= gradX φ(X)|X=X(t) ·
î
F
Ä
X(t)

ä
+ εp

Ä
X(t), t

äó
= gradX φ(X)|X=X(t) · F

Ä
X(t)

ä
+ ε gradX φ(X)|X=X(t) · p

Ä
X(t), t

ä
.
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ここで，先ほどの関係式 (2.6)を思いだそう．式 (2.6)より，上式の右辺第 1項は ωに等しい．
ゆえに，摂動を加えられた場合の φの時間発展は，次の式に従うことになる:

dφ
Ä
X(t)

ä
dt

∣∣∣∣∣∣
t

= ω + ε gradX φ(X)|X=X(t) · p
Ä
X(t), t

ä
. (2.8)

さて，位相縮約の目標は，系のダイナミクスを位相に関して閉じた方程式により表すことで
ある．その意味で，位相の時間発展を記述した方程式 (2.8)は未完成と言える．なぜなら，方
程式 (2.8)には位相から一意に決まらない量X が含まれているからである．そこで，周期軌道
Γ上の点であれば位相 φで一意に指定できること，および摂動強度 εを 0に近づけるにつれ解
軌道が周期軌道のより近くに限定されたものとなることに注意し，状態Xを ε = 0のまわりで
展開しよう．すなわち，

X(t) = X̃p

(
φ
Ä
X(t)

ä)
+ O(ε) as ε→ 0,

ただし X̃p(φ) := Xp(φ/ω)．この表式を式 (2.8)の右辺第 2項に代入し，さらに εの高次項を無
視すれば，位相に関して閉じた方程式を得ることができる．
もはや主要な変数は φであるので，φ

Ä
X(t)

ä
を単に φ(t)と書くことにする．上で述べた近似

の結果として，方程式 (2.8)は次のように書き換えられる:

dφ(t)
dt

∣∣∣∣∣
t

= ω + εZ
Ä
φ(t)
ä
· p̃
Ä
φ(t), t

ä
, (2.9)

ただし p̃(φ, t) := p
Ä
X̃p(φ), t

ä
および

Z(φ) := gradX φ(X)|X=X̃p(φ) . (2.10)

式 (2.10)の関数 Z を位相応答曲線あるいは位相感受関数とよぶ．位相応答曲線を求めること
ができれば方程式 (2.9)により位相の時間発展が予測でき，ひいては元の振動子の状態がどの
ように変化するか予測できる．時間発展方程式 (2.9)を系 (2.7)に対応する位相振動子モデルと
よぶ．

2.2 具体例: Stuart–Landau振動子の位相記述

解析的に解ける非線形振動子の一つである Stuart–Landau (SL) 振動子 [31,32,57]

dA
dt

= (1 + 2πi)A− (1 + i) |A|2A, A ∈ C, (2.11)

について，位相振動子 (2.9)の具体的な形を導いてみよう．

2.2.1 Stuart–Landau振動子の解析解

極座標への変換
r = |A| , θ = argA

により，方程式 (2.11)は

dr
dt

exp(iθ) + ir exp(iθ)
dθ
dt

= (1 + 2πi) r exp(iθ) − (1 + i) r3 exp(iθ)



8

へと書き換えられる．この式の両辺から exp(iθ)を落としたうえで実部・虚部それぞれの方程
式に分解すれば，

dr
dt

= r
Ä
1 − r2

ä
, (2.12a)

dθ
dt

= 2π − r2. (2.12b)

ここでまず，動径に関する方程式 (2.12a)に注目しよう．方程式 (2.12a)は変数分離型である
から，ひとまず解 r(t)が 0でも 1でもない範囲で考え，

1
r (1 − r) (1 + r)

· dr
dt

= 1,

ひいては部分分数分解により ï1
r

+
1
2

Å 1
1 − r

− 1
1 + r

ãò dR
dt

= 1

へと変形させる．そして，この式の左辺がï1
r

+
1
2

Å 1
1 − r

− 1
1 + r

ãò dr
dt

=
d
dt

log |r| − 1
2

Å d
dt

log |1 − r| + d
dt

log |1 + r|
ã

=
1
2
· d
dt

log

∣∣∣∣∣ r2

1 − r2

∣∣∣∣∣
と計算できることを用いて，さらに

d
dt

log

∣∣∣∣∣ r2

1 − r2

∣∣∣∣∣ = 2

とする．この微分方程式を初期条件 r(0) = r0 6= 0, 1のもとで積分すれば，0 < r0 < 1の場合
でも 1 < r0の場合でも

r2(t) =
r0

2 exp(2t)
r02 exp(2t) + (1 − r02)

. (2.13)

得られた解は，上で除いた r0 = 0, 1 つまり r(t) ≡ 0もしくは r(t) ≡ 1の場合も含んだものと
なっている．また，r0 6= 0, 1なら t ≥ 0でつねに r(t) 6= 0, 1なので，最初に置いた仮定を絶え
ず破らず，t ≥ 0なる任意の時刻 tで妥当なものとなっている．
次に，式 (2.13)を偏角に関する方程式 (2.12b)に代入した

dθ
dt

= 2π − r0
2 exp(2t)

r02 exp(2t) + (1 − r02)

に注目しよう．これは直接積分すれば解くことができ，初期条件 θ(0) = θ0のもとで積分すれ
ば，解

θ(t) = θ0 + 2πt− 1
2

log
∣∣∣r02 exp(2t) +

Ä
1 − r0

2
ä∣∣∣

= (2π − 1) t+ θ0 − log r0 −
1
2

log
∣∣∣1 +

Ä
r0

−2 − 1
ä
exp(−2t)

∣∣∣ (2.14)

が得られる．
式 (2.13), (2.14)を基に t→ ∞での r(t), θ(t)の挙動を考えると，

r(t) → 1, θ(t) ' (2π − 1) t+ θ0 − log r0. (2.15)

結局，初期値 r0, θ0によらず，解は複素平面上を原点まわりに回転しながら安定周期軌道 |A| = 1
に漸近する．そして，安定周期軌道 |A| = 1上では，一定の角速度 2π − 1で回転することに
なる．
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2.2.2 Stuart–Landau振動子のアイソクロン

安定周期軌道 |A| = 1上の点 Ap0 と同じ位相をもつ点の集合，すなわちアイソクロン φ =
φ(Ap0)を求めよう．複素平面上の点 A0 の位相が φ(Ap0)であるとは，点 A0 から出発した解
A(t)に対して点Ap0から出発した解

Ap(t; Ap0) = exp
î
i
Ä
(2π − 1) t+ arg(Ap0)

äó
(2.16)

が条件 (2.3)を満たすことを言うのであった．したがって，極限 t→ ∞での解の挙動 (2.15)と
式 (2.16)とを照らし合わせることで，複素平面上の点A0の位相が φ(Ap0)であるとは関係式

arg(A0) − log |A0| = arg(Ap0)

が成り立つことと同値であると判明する．ゆえに，位相 φ(Ap0)のアイソクロンは次の極方程
式によって表されることになる:

arg(A) − log |A| = arg(Ap0). (2.17)

これをプロットしたものが図 2.1(a)である．

2.2.3 Stuart–Landau振動子の位相応答曲線

以降の議論を簡単にするため，安定周期軌道 |A| = 1上の点の位相はその点の偏角に等しい
とする．なお，周期軌道上での位相は条件 (2.2)を満たさなければならないわけだが，周期解
(2.16)が周期軌道上を一定の角速度で回転することから，偏角による位相の定義は確かにこの
要件を満たしている．
さて，SL振動子に関しては，周期軌道近傍に拡張された位相φが明示的に表され，定義 (2.10)

から直接的に位相応答曲線 Z が求まる．まず，アイソクロンの極方程式 (2.17)において

φ(A) = φ(Ap0) = arg(Ap0)

であることに注意し，
φ(A) = arg(A) − log |A| . (2.18)

そして，複素数 Aの実部を x，虚部を yとすれば，特に実入力に対する位相応答 Zreal(φ)を，
いま求めた位相 φの表示から定義通り次のように計算することができる:

Zreal(φ) =
∂

∂x
φ(x+ iy)

∣∣∣∣
x+iy=exp(iφ)

=
∂

∂x

(
atan2(y, x) − log

»
x2 + y2

)∣∣∣x=cos φ
y=sin φ

= − sinφ− cosφ

=
√

2 cos
Ç
φ+

3
4
π

å
, (2.19)

ただし関数 atan2は 2変数逆正接関数であり，atan2(y, x)は x+ iyの偏角に等しい．式 (2.19)
をプロットしたものが図 2.1(b)である．
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図 2.1: SL振動子 (2.11)の位相特性．(a)アイソクロン (2.17)．赤色破線は安定周期軌道であ
り，青色実線がアイソクロンである．SL振動子ではアイソクロンが原点に関して回転
対称となることを踏まえ，四つの位相に対するアイソクロンのみを代表として描いた．
(b) 位相応答曲線 (2.19)．
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第3章 位相応答曲線を計測するための既存の
方法

第 2章では，位相記述の具体例として Stuart–Landau振動子に対応する位相振動子モデルを
導出した．Stuart–Landau振動子の場合，任意の初期値に対する解が初等的に表現でき，それ
ゆえ位相振動子モデルを解析的に求めることができた．しかしながら，ほとんどの非線形振動
子においては解が初等的に表現できず，対応する位相振動子モデルを解析的に導出することは
不可能あるいは非常に困難である．そこで，本章では，（伝統的な位相記述の対象である）双曲
的かつ安定な周期軌道をもつ力学系に対して位相振動子モデルを同定する，すなわち位相応答
曲線を計測するためのより一般的な方法について述べる．
なお，本論文では，双曲的かつ安定な周期軌道をもつ力学系の周期軌道まわりでの運動を考

察するとき，その系をリミットサイクル振動子とよぶことにする．

3.1 随伴方程式を用いる方法（随伴法）

以下で示すように，位相応答曲線 Z は方程式

dZ(ωt)
dt

∣∣∣∣∣
t

= −DF>ÄXp(t)
ä
Z(ωt) (3.1)

を満たす [6,14,24]．ここでDF はベクトル場 F の Jacobi行列 ∂F/∂Xである．また，行列M

に対してM>はM の転置行列を表すものとする．系の時間発展方程式が既知の場合，方程式
(3.1)を数値的に解くことにより，位相応答曲線を精度よく求めることができる [12]．この方法
を随伴法とよぶ．
位相応答曲線 Zが方程式 (3.1)を満たすことを示そう．力学系 (2.1)の周期解Xp(t)に対し，

Xp(t)から微小量∆X0だけずれた初期状態X(0) = Xp(0) +∆X0をもつ解X(t)に注目する．
解X(t)と周期解Xp(t)とのずれ∆X(t) := X(t)−Xp(t)の時間発展方程式は，式 (2.1)に表式

X(t) = Xp(t) +∆X(t), ∆X(0) = ∆X0 (3.2)

を代入して整理すれば，

d
dt
∆X(t)

∣∣∣∣
t
= DF

Ä
Xp(t)

ä
∆X(t) + O

Ä
‖∆X0‖2

ä
(3.3)

と書き表せる．また，同じく表式 (3.2)から，2状態X(t), Xp(t)の間の位相のずれ∆φ(t)は

∆φ(t) ≡ φ
Ä
X(t)

ä
− φ
Ä
Xp(t)

ä
= gradX φ(X)|X=Xp(t) ·∆X(t) + O

Ä
‖∆X0‖2

ä
= Z(ωt) ·∆X(t) + O

Ä
‖∆X0‖2

ä
(3.4)
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と書き表せる．ところで，いまは無摂動の力学系 (2.1)を考えているので，位相のずれ∆φ(t)は
時間的に変化しない．そのため，式 (3.4)を時間で微分すれば 0となるはずであり，特に ‖∆X0‖
に関して線形オーダーの項に着目すれば次の関係式が得られる:

dZ(ωt)
dt

∣∣∣∣∣
t

·∆X(t) + Z(ωt) · d
dt
∆X(t)

∣∣∣∣
t
= 0.

ここに式 (3.3)を代入すれば，

0 =
dZ(ωt)

dt

∣∣∣∣∣
t

·∆X(t) + Z(ωt) ·
î
DF
Ä
Xp(t)

ä
∆X(t)

ó
=

dZ(ωt)
dt

∣∣∣∣∣
t

·∆X(t) +
î
DF>

Ä
Xp(t)

ä
Z(ωt)

ó
·∆X(t)

=

[
dZ(ωt)

dt

∣∣∣∣∣
t

+ DF>ÄXp(t)
ä
Z(ωt)

]
·∆X(t).

この等式は任意の初期摂動∆X0に対して（したがって任意の∆X(t)に対して）成り立つので，

dZ(ωt)
dt

∣∣∣∣∣
t

+ DF>
Ä
Xp(t)

ä
Z(ωt) = 0.

ここから直ちに方程式 (3.1)が得られる．
なお，方程式 (3.1)を解く際には，二つの点に注意を要する．まず一つ目は，方程式 (3.1)の
周期解が不安定であるという点である．周期軌道 Γとして双曲的かつ安定なものを考えている
ので，線形化方程式

d
dt
∆X(t)

∣∣∣∣
t
= DF

Ä
Xp(t)

ä
∆X(t)

の Floquet乗数は周期軌道に沿った方向に対応する乗数 1を除けば†1すべて絶対値が 1未満で
あり，そのため方程式 (3.1)の Floquet乗数は 1個ある 1を除けばすべて絶対値が 1より大き
い．したがって，周期解に収束させるためには，方程式 (3.1)を時間逆方向に積分する必要が
ある．二つ目は，方程式 (3.1)の周期解には振幅（Floquet乗数 1に対応する方向の成分）の任
意性があるという点である．実際，方程式 (3.1)の解の一つに対してそれを定数倍したものも
方程式 (3.1)の解となっている．つまり，数値積分で得られた周期解は周期解の一つに過ぎず，
一般には位相応答曲線に一致していない．位相応答曲線に一致させるためには適当にリスケー
ルする必要がある．そこで，条件 (2.6)を思いだそう．条件 (2.6) および位相応答曲線の定義
(2.10)から，位相応答曲線 Z の満たすべき次の関係式が得られる:

Z(0) · F
Ä
Xp(0)

ä
= ω.

この関係を満たすように方程式 (3.1)の解をリスケールすれば，解を位相応答曲線に一致させ
ることができる．

SL振動子に対して随伴法を適用した結果が図 3.1である．位相応答曲線を正しく計測できて
いることが確認できる．

†1以降，特に断らない限り，この方向に対応する Floquet乗数は無視する．
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図 3.1: SL振動子 (2.11)に対して随伴法を適用した結果．赤色実線が随伴法を用いて求めた位
相応答曲線であり，緑色鎖線は理論曲線 (2.19)である．随伴法により位相応答曲線を
正しく計測できていることが確認できる．

3.2 パルス刺激に対する応答を用いる方法（直接法）

系の時間発展方程式が既知であれば随伴法により位相応答曲線を求めることができる．しか
しながら，現実の自然現象・生命現象を対象とする場合，一般には時間発展方程式は未知のも
のである．したがって，随伴法によって位相応答曲線を求めるためには，まず対象をモデル化
し，時間発展方程式を構成する必要がある．ただ，モデル化を介するこのようなアプローチを
とる場合，得られた位相振動子モデルがモデル化誤差によって元の系と定性的に異なる挙動を
呈するおそれがある．そのため，元の系の特性を正確に反映した位相振動子モデルを同定する
ことに主眼を置くのであれば，多くの場合，元の系から直接的に位相応答曲線を計測すること
のできる手法の方が有用である．
直接的に位相応答曲線を計測するための手法としては，直接法とよばれる手法が伝統的によ

く使われてきた．直接法の妥当性について理解するために，位相応答曲線の直観的意味につい
ての考察から始めよう．いま，系に対して短時間の刺激すなわちパルス刺激が加わったとする．
この刺激が微弱であったとすると，位相 φの時間発展は位相振動子モデル (2.9) で記述される．
パルス刺激の印加時刻を tinjとしてパルス刺激をDiracのデルタ関数 εδ(t− tinj)で近似すれば，

dφ(t)
dt

∣∣∣∣∣
t

= ω + εZ
Ä
φ(t)
ä
· δ(t− tinj).

さらに，この微分方程式を t1 < tinj < t2なる区間 [t1, t2]で積分すれば，

φ(t2) − φ(t1) = ω (t2 − t1) + εZ
Ä
φ(tinj)

ä
,

すなわち
Z
Ä
φ(tinj)

ä
=
∆φ

ε
(3.5)

となる．ただし，∆φは
∆φ := [φ(t2) − φ(t1)] − ω (t2 − t1)

と定義され，パルス刺激により生じた位相のずれを表している．要するに，位相応答曲線の値
Z(φ)は，微小強度のパルス刺激が位相 φのタイミングで印加されることにより単位強度あた
りどれだけ位相が進むか，を表しているのである．
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式 (3.5)が示すように，位相のずれ∆φを計測することができれば位相応答曲線の値が求め
られる．もっとも，一般には位相のずれ∆φは観測可能な量ではない．そこで，摂動がなけれ
ば 1周期に一度かつ周期的に発生する適当なイベント（例えば，周期発火状態の神経細胞にお
ける発火）に着目し，その発生間隔から∆φを見積もることを考える．イベントの発生間隔と
は，力学系の視点に立てば，周期軌道に対して設定した Poincaré断面への再帰時間に相当す
る．1周期の区切りとして用いられるこのような Poincaré断面をセパレータとよぶことにし，
また，解がセパレータを通過してから再びセパレータに戻るまでをサイクルとよぶことにしよ
う．セパレータは一般にはアイソクロンと一致せず，したがって，1サイクルでの位相の増分
は一般には 2πではない．摂動がなく解X(t)が周期軌道 Γ上を動く場合には 1サイクルでの位
相の増分は 2πとなるが，摂動が加わりX(t)が Γの外に出た場合には 1サイクルでの位相の増
分は 2πからずれる．仮に 1サイクルでの位相の増分が正確に 2πとなったとすると，セパレー
タへの再帰時間 T ′と位相のずれ∆φおよび自然周期 T との間に

ωT ′ +∆φ = 2π

なる関係が成り立ち，位相のずれ∆φを

∆φ = 2π − ωT ′ = 2π
T − T ′

T
(3.6)

と見積もることができる．しかし，1サイクルでの位相の増分が 2πから ηだけずれたならば，

ωT ′ +∆φ = 2π + η

から
∆φ = 2π − ωT ′ + η = 2π

T − T ′

T
+ η

となり，式 (3.6)で∆φを見積もると ηの計測誤差が乗ることになる．
ここで，偏差 ηを小さくするための方策について考えよう．偏差 ηは解X(t)と周期軌道 Γ
とのずれに起因しており，このずれが小さくなれば ηも小さくなる．そこで，パルス刺激を印
加した後，十分なサイクル数 nwaitだけ自由に振動させて周期軌道への緩和を待ち，それから
位相のずれを見積もることにする [8,40]．すなわち，パルス刺激を加える直前のセパレータへ
の復帰とそれから 1 + nwait 回目の復帰との間の時間 T′ を上記の T ′ の代わりに用い，また，
T := (1 + nwait)T とおいて，位相のずれ∆φを

∆φ = 2π
T − T′

T
(3.7)

と見積もるのである．このとき，周期軌道 Γの Floquet乗数のうちで絶対値が最大のものを
λmaxとおくと，偏差 ηは

η = O(|λmax|nwait)

となる．周期軌道 Γの双曲性および安定性より |λmax| < 1であるから，緩和待ちサイクル数
nwaitを増やしていけば偏差 ηを指数関数的に 0に近づけられることを上式は示している．し
たがって，いま，緩和待ちサイクル数 nwaitとして十分大きな値を採用すれば，式 (3.7)で見積
もられる位相のずれ∆φはほぼ正確な値であると判断してよいだろう．すると，式 (3.7)を式
(3.5)に代入して，パルス刺激の印加時刻 tinjにおける位相応答曲線の値 Z

Ä
φ(tinj)

ä
は，結局，

Z
Ä
φ(tinj)

ä
=

2π
ε

· T − T′

T
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ε
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T
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図 3.2: 直接法の手続き．周期発火する神経細胞への適用を例に描いた．なお，V , I はそれぞ
れ膜電位と印加電流を表している．

と見積もられる．左辺の φ(tinj)については，周期軌道とセパレータとの交点に位相の零点を置
き，さらにパルス刺激を加える直前のセパレータへの復帰の時刻を t0とすれば，

φ(tinj) = ω (tinj − t0) .

ゆえに，1回の計測により位相応答曲線の 1点における値が

Z
Ä
ω (tinj − t0)

ä
=

2π
ε

· T − T′

T
(3.8)

と得られることになる．この計測を印加タイミングを変えて繰り返していけば，位相応答曲線
Zの全形を求めることができる．位相応答曲線の直観的意味から直ちに導かれる方法という意
味で，この手法は直接法とよばれている．直接法の手続きを図 3.2にまとめる．

SL振動子に対して直接法を適用した結果が図 3.3である．位相応答曲線を正しく計測できて
いることが確認できる．

3.3 重み付きスパイクトリガー平均を用いる方法（WSTA法）

直接法を用いれば，原理上は元の系から直接的に位相応答曲線を計測することができる．し
かしながら，直接法には，背景ノイズの無視できない実験系などに適用すると計測値が大きく
ばらついてしまう，という欠点が存在する．実際，神経細胞に対して直接法を適用した文献 [50]
の結果では，計測値が大きくばらついてしまっている．
直接法がノイズ耐性をもたない原因は，それが単発の刺激を用いていることにある．位相記

述が妥当化されるためには印加する刺激は弱くなければならないが，その弱い刺激を単発で加
えただけではセパレータへの復帰時間はほとんど変化せず，ノイズによる復帰時間の揺らぎの
中に埋もれてしまう．そうなると，刺激による位相変化が正確に見積もれず，式 (3.8)では位
相応答曲線が求められなくなってしまうのである．
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図 3.3: SL振動子 (2.11)に対して直接法を適用した結果．赤色実線が直接法を用いて求めた
位相応答曲線であり，緑色鎖線は理論曲線 (2.19)である．セパレータには ReA > 0,
ImA = 0，すなわち実軸の正の部分を採用した．また，緩和待ちサイクル数 nwaitは 2
とした．直接法により位相応答曲線を正しく計測できていることが確認できる．

このことは，裏を返せば，計測手法にノイズ耐性をもたせるためには連続的な刺激を用いれ
ばよいということを示唆している．連続的な刺激を用いた場合，たとえそれが各瞬間では位相
記述が妥当化される程度に弱くとも，1サイクルで積算された結果，セパレータへの復帰時間
には大きな影響が出る．そうなれば，ノイズの影響は相対的に小さくなり，比較的正確な計測
値が得られるであろう．
連続的な刺激を用いる計測手法としてよく知られているのは，文献 [13]で提案された手法で
ある．その手法では系に揺らぎ刺激（連続的かつ相関時間の短い刺激）を印加し，入力波形の
スパイクトリガー平均とよばれる統計量から位相応答曲線を見積もる．この手法は，文献 [13]
で提案された後，文献 [42]において改良を施され，より少ないサンプルでばらつきの少ない計
測結果を得られる，より効率的な計測手法へと発展した．文献 [42]の手法は次のようなもので
ある．

1) 平均 0かつ弱い揺らぎ刺激を系に対して加えながら，セパレータへの復帰時間間隔 {τi}i∈N
と 1サイクルごとの入力刺激 {Ii([0, τi])}i∈Nとを記録する．

2) 記録された各入力波形 Ii(t)を伸縮し，長さを自然周期 T にそろえた波形

Ĩi(t) = Ii

Ç
τi
T
t

å
for t ∈ [0, T ]

を生成する．

3) 長さをそろえた入力波形
¶
Ĩi([0, T ])

©
i∈N の重み付きスパイクトリガー平均 (Weighted

Spike-Triggered Average: WSTA)

W (t) =
≠
T − τi
T

Ĩi(t)
∑

for t ∈ [0, T ] (3.9)

を計算し，位相応答曲線を

Z(φ) =
2π
µ2
W

Ç
T

2π
φ

å
for φ ∈ (0, 2π) (3.10)
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図 3.4: WSTA法の手続き．周期発火する神経細胞への適用を例に描いた．なお，V , I はそれ
ぞれ膜電位と印加電流を表している．

と見積もる．ここで，µは入力刺激の強度（ここでは，刺激の自己相関関数がDiracのデ
ルタ関数 µ2δ(t)で近似できるとしたときの µ，すなわち自己相関関数を時間積分した値
の平方根）である．また，〈 · 〉は添字 iについての平均を表す．

この手法はWSTA法とよばれている．WSTA法の手続きを図 3.4にまとめる．
文献 [42]に倣い，Hodgkin–Huxley (HH) モデル [23]

C
dV
dt

= −gNam
3h (V − VNa) − gKn

4 (V − VK) − gl (V − Vl) + I, (3.11a)

dm
dt

= αm(V ) (1 −m) − βm(V )m, (3.11b)

dh
dt

= αh(V ) (1 − h) − βh(V )h, (3.11c)

dn
dt

= αn(V ) (1 − n) − βn(V )n (3.11d)

に対してWSTA法を適用してみよう．（SL振動子への適用は次章で行う．）キャパシタンスを
C = 1，コンダクタンスを gNa = 120, gK = 36, gl = 0.3，ゲート開閉の速度定数を

αm(V ) =
0.1 (V + 40)

1 − exp[(−V − 40) /10]
, βm(V ) = 4 exp[(−V − 65) /18],

αh(V ) = 0.07 exp[(−V − 65) /20], βh(V ) =
1

1 + exp[(−V − 35) /10]
,

αn(V ) =
0.01 (V + 55)

1 − exp[(−V − 55) /10]
, βn(V ) = 0.125 exp[(−V − 65) /80]

とし，バイアス電流 I = 10を加えると，HHモデル (3.11)は周期発火を呈する．この状態で
WSTA法を適用した結果が図 3.5である．位相応答曲線を正しく計測できていることが確認で
きる．なお，揺らぎ刺激は平均 0のOrnstein–Uhlenbeck (OU) 過程

dIt = −γIt dt+
√

2γσ dWt (3.12)
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図 3.5: HHモデル (3.11)に対してWSTA法を適用した結果．赤色実線がWSTA法を用いて
求めた位相応答曲線である．比較のため，随伴法を用いて求めた位相応答曲線を緑色鎖
線で示す．セパレータには V̇ < 0, V = −74を採用した．これは活動電位の期間（特
に過分極期）の状態値である．また，揺らぎ刺激の生成には γ = 5, σ = 0.5のOU過
程 (3.12)を用い，WSTAは 104個のサンプルから計算した．WSTA法により位相応答
曲線を正しく計測できていることが確認できる．

から生成した†2．ここで，Wt は Wiener 過程を表す．この揺らぎ刺激 It の自己相関関数は(
2σ2/γ

)
× δ(t)と近似できるので，式 (3.10)中の刺激強度 µは

»
2/γσと見積もった．

文献 [42]によれば，WSTA法の手続きで位相応答曲線が計測できる理由は次のようなもの
である．いま，式 (2.9)を i番目のサイクルにわたって積分すると，

2π = ωτi +
∫ τi

0
Z
Ä
φ(s)

ä
Ii(s) ds, (3.13)

すなわち
T − τi
T

=
1
2π

∫ τi

0
Z
Ä
φ(s)

ä
Ii(s) ds

なる関係式が得られる†3．式 (3.9)で定められるWSTAをこの関係式を用いて計算すれば，

W (t) ≡
≠
T − τi
T

Ĩi(t)
∑

=
1
2π

≠∫ τi

0
Z
Ä
φ(s)

ä
Ii(s) ds · Ĩi(t)

∑
=

1
2π

Æ∫ T

0
Z(ωs)Ĩi(s) ds · Ĩi(t)

∏
+ O
Ä
µ3
ä

=
1
2π

∫ T

0
Z(ωs)

¨
Ĩi(s)Ĩi(t)

∂
ds+ O

Ä
µ3
ä

=
µ2

2π

∫ T

0
Z(ωs)C(s− t) ds+ O

Ä
µ3
ä
,

ただしC(t)は揺らぎ刺激の（積分値が 1になるように規格化された）自己相関関数である．こ
こで，揺らぎ刺激の相関時間が十分短く，この C(t)が Diracのデルタ関数 δ(t)で近似できる

†2より正確に言うと，OU過程 (3.12)のサンプルパスに対して一定時間間隔での標本化と 1次ホールドを適用し，
入力刺激を構成した．式 (2.9)は決定論的な場合の位相振動子モデルであり，摂動として確率過程を考えることは
一般にはできない [20, 58,63]が，このようにして入力刺激を構成すれば，決定論的なモデルで議論できる．

†3実はこの部分の議論には問題があるのだが，それについては次章で述べる．
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とすれば，

W (t) =
µ2

2π
Z(ωt) + O

Ä
µ3
ä
,

すなわち
2π
µ2
W (t) = Z

Ç
2π
T
t

å
+ O(µ) (3.14)

となり，微小量を無視することで直ちにWSTA法による見積もり式 (3.10)が得られる．以上
で，WSTA法による計測結果が位相応答曲線に理論上一致することが示された．
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第4章 実測位相を用いた位相記述とその応用

第 3章では，位相応答曲線を計測するための方法として随伴法，直接法，WSTA法という三
つの方法を紹介した．そこで述べたように，特に

• 背景ノイズの無視できない実験系などから

• 直接的に位相応答曲線を計測する

という目標のもとでは，それらの方法のうちWSTA法が有用と考えられる．ところが，次節
で述べるように，WSTA法にはある問題が存在し，それにより適用対象が大幅に制限される．
そのような問題が生じる根本的原因は，伝統的な位相記述が，実際的状況にそぐわない漸近位
相という位相変数を用いていることにある．そこで，本章では，実験の状況に即した位相を用
いる新たな位相記述を導出する．そして，その位相記述を介して，上記の問題点を解消した新
たな計測手法を導入する．

4.1 見過ごされてきたWSTA法の問題点

WSTA法が提案された文献 [42]では，WSTA法の妥当性を検証するための数値シミュレー
ションに神経細胞のモデルのみが使用されていた．それゆえ，神経細胞のモデル以外に対して
もWSTA法は正しく機能するだろうか，と問うことは自然であろう．試みに，SL振動子 (2.11)
に対してWSTA法を適用してみよう．セパレータには実軸の正の部分（図 4.1(a)）を採用し，
入力刺激はOU過程 (3.12)から生成する．そうしてWSTA法を適用した結果が図 4.1(b)であ
る．この場合，位相応答曲線を正しく計測できていない．
計測に失敗する理由を考えよう．手掛かりとなるのは，緩和待ちサイクル数 nwaitを 0とし

た場合の直接法による計測結果である．図 4.2に示されているように，nwait = 0とした場合の
直接法による計測結果はWSTA法による計測結果と一致する．そもそも，緩和待ちサイクル
数 nwaitは，セパレータとアイソクロンとが異なることにより生じる誤差を減らすために導入
されたものであった．図 4.2に見られるWSTA法と直接法との結果の一致から，同様の誤差が
WSTA法においても生じているのではないか，と推測できる．前章でWSTA法の妥当性に関
する解析的証明を与えたが，上のことを念頭に置いてこれを見返すと，式 (3.13)の導出におい
てセパレータとアイソクロンとの違いを暗黙のうちに無視していることが確認される．すなわ
ち，式 (3.13)の左辺はセパレータがアイソクロンと異なるために本来 2π+(誤差)となるはずだ
が，その誤差を無視してしまっている．この誤差は一般には刺激強度 µに関して線形オーダー
となり，誤差を考慮してその後の計算を進めると式 (3.14)の代わりに次の関係式が得られる:

2π
µ2
W (t) = Z

Ç
2π
T
t

å
+ O(1).

このように定数オーダーの誤差が乗ってしまうため，WSTA法による見積もり式 (3.10)では
位相応答曲線が見積もれないわけである．実際，SL振動子 (2.11)にWSTA法を適用する際に
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図 4.1: SL振動子 (2.11)に対するWSTA法の適用．(a)計測に用いたセパレータ．赤色実線
と黒色破線はそれぞれ安定周期軌道とアイソクロンであり，青色実線がセパレータで
ある．ここでは ReA > 0, ImA = 0，すなわち実軸の正の部分を採用した．(b)計測
結果．赤色実線がWSTA法を用いて求めた位相応答曲線であり，緑色鎖線は理論曲線
(2.19)である．揺らぎ刺激の生成には γ = 1000, σ = 0.1の OU過程 (3.12)を用い，
WSTAは 105個のサンプルから計算した．WSTA法では位相応答曲線を正しく計測で
きていない．

アイソクロンに対する接線（図 4.3(a)）をセパレータとして採用すれば，図 4.3(b)に示すよう
に正しい位相応答曲線が計測できる．これは，式 (3.13)の左辺に生じる誤差が O

Ä
µ2
ä
となる

ことで，誤差を考慮してもなお関係式 (3.14)が成立するからである．
詰まるところ，WSTA法で位相応答曲線を正しく計測するためには，アイソクロンに接した
セパレータを用いる必要がある．しかし，そのようなセパレータを構成するにも使用するにも，
一般にはすべての状態変数が観測できなければならない．実験系への適用を考えるとき，その
ような状況は現実的ではない．WSTA法は，アイソクロンが都合のよい形をしていて，なおか
つそのことがあらかじめ明らかになっている，という非常に特殊な状況でしか使用できないの
である†4．

4.2 実測位相を用いた位相記述

文献 [42]の解析の問題点は，漸近位相によって定義されるアイソクロンを用いていることで
あり，詰まるところ，漸近位相を用いる通常の位相振動子モデルに基づいていることである．
通常の位相振動子モデルは，そもそも，実験への応用を想定した解析を行うには不向きなので
ある．したがって，実験への応用を想定した解析を行う際には，別の縮約記述を用いるべきで
ある．代わりの縮約記述に求められる最低限の条件は

• 実験において計測手法が正しく機能することなどがそれに基づいて示せること
であるが，それに加えて

• これまでに位相振動子モデルに関して提案されてきた解析手法が再利用できること
†4

3.3節の数値実験は実はこの状況になっておらず，厳密に言うと図 3.5は正しい計測結果ではない．誤差が非常
に小さくなっているために問題が顕在化していないだけである．HHモデル (3.11)を含む多くの神経細胞のモデル
では，活動電位の期間における状態変化は，静止電位の期間における変化に比べると非常に速い．それゆえ，セパ
レータを活動電位の期間に置いた場合，セパレータとアイソクロンとの間の移動では位相がほとんど変化しない．
たとえセパレータがアイソクロンに接していなかったとしても，この場合，各サイクルでの位相の増分はほぼ 2π
である．3.3節で採用したセパレータは，まさに活動電位の期間に置かれていた．そのため，誤差がほとんど生じ
なかったのである．
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図 4.2: SL振動子 (2.11)に対して nwait = 0の直接法を適用した結果．セパレータには実軸の
正の部分（図 4.1(a)）を採用した．赤色実線が直接法を用いて求めた位相応答曲線であ
り，灰色実線はWSTA法を用いて求めた位相応答曲線（図 4.1(b)の赤色実線）である．
周期軌道への緩和を待たないこの場合の直接法による計測結果は，WSTA法による計
測結果に一致している．
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図 4.3: SL振動子 (2.11)に対する，セパレータの取り方を工夫したWSTA法の適用．(a)計測
に用いたセパレータ．赤色実線と黒色破線はそれぞれ安定周期軌道とアイソクロンで
あり，青色実線がセパレータである．ここでは点 1 + 0iにおけるアイソクロンの接線
を採用した．(b)計測結果．赤色実線がWSTA法を用いて求めた位相応答曲線であり，
緑色鎖線は理論曲線 (2.19)である．揺らぎ刺激の生成には γ = 1000, σ = 0.1の OU
過程 (3.12)を用い，WSTAは 105個のサンプルから計算した．この場合，位相応答曲
線が正しく計測できている．
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という条件も満たすことで，その縮約記述はより有用性の高いものとなる．そのため，代わり
の縮約記述としては

• 実際的状況に即した定義の位相を用いながらも

• 位相振動子モデルと似た形をもつ

ものが好適である．そのような縮約記述の導出を試みよう．
繰り返し述べているように，一般にはセパレータとアイソクロンとは異なる曲面である．アイ
ソクロンとは異なる曲面 Sをセパレータに採用するということは，以下の 5条件 (4.1a)–(4.1e)
を満たす滑らかな座標変換 (R, θ)を考え，それにより導入される位相 θを漸近位相 φの代わり
に用いることに等しい:

R(X) ∈ Rm−1, (4.1a)

R(X) = R0 ⇐⇒ X ∈ Γ (4.1b)

および

θ(X) ∈ [0, 2π] , (4.1c)

θ(X) = 0 ⇐⇒ X ∈ S, (4.1d)

dθ
Ä
Xp(t)

ä
dt

= ω. (4.1e)

なお，区間 [0, 2π]の端点 0, 2πは同一視する．この θを実測位相とよぶことにしよう．周期軌
道 Γ上では θ = φであるが，Γの外ではそうとは限らない．特に 1サイクルでの位相の変化に
注目すると，いくら変化するか定まっていない漸近位相 φとは異なり，実測位相 θは厳密に 0
から 2πまで増加する．
ここで，系に摂動が加わっていないときの（すなわち式 (2.1)に座標変換を施して得られる）
状態変数R, θの時間発展方程式を

dR
dt

= FR(R, θ), (4.2a)

dθ
dt

= ω + ρ(R, θ) (4.2b)

としよう．ただし，条件 (4.1b), (4.1e)より，ベクトル場 FR(R, θ)とスカラー場 ρ(R, θ)には
次の条件が課される:

FR(R0, θ) = 0, (4.3a)

ρ(R0, θ) = 0. (4.3b)

変数R, θをX の関数と見て式 (4.2)の左辺に連鎖律を適用すれば，関係式

∂R(X)
∂X

F (X) = FR

Ä
R(X), θ(X)

ä
, (4.4a)

gradX θ(X) · F (X) = ω + ρ
Ä
R(X), θ(X)

ä
(4.4b)

が得られる．
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この系に微小摂動 εp(X, t)が加わると，力学系が式 (2.7)に書き換わるのに対応して状態変
数R, θの時間発展方程式 (4.2a), (4.2b)も書き換わる．まずRに関しては，

dR
Ä
X(t)

ä
dt

∣∣∣∣∣∣
t

=
∂R(X)
∂X

∣∣∣∣∣
X=X(t)

Ä
F
Ä
X(t)

ä
+ εp

Ä
X(t), t

ää
=
∂R(X)
∂X

∣∣∣∣∣
X=X(t)

F
Ä
X(t)

ä
+ ε

∂R(X)
∂X

∣∣∣∣∣
X=X(t)

p
Ä
X(t), t

ä
= FR

(
R
Ä
X(t)

ä
, θ
Ä
X(t)

ä)
+ ε

∂R(X)
∂X

∣∣∣∣∣
X=X(t)

p
Ä
X(t), t

ä
. (4.5)

最後の等号は式 (4.4a) により成り立つ．次に θに関しては，

dθ
Ä
X(t)

ä
dt

∣∣∣∣∣∣
t

= gradX θ(X)|X=X(t) ·
Ä
F
Ä
X(t)

ä
+ εp

Ä
X(t), t

ää
= gradX θ(X)|X=X(t) · F

Ä
X(t)

ä
+ ε gradX θ(X)|X=X(t) · p

Ä
X(t), t

ä
= ω + ρ

(
R
Ä
X(t)

ä
, θ
Ä
X(t)

ä)
+ ε gradX θ(X)|X=X(t) · p

Ä
X(t), t

ä
. (4.6)

最後の等号は式 (4.4b) により成り立つ．
いま，状態変数Rについて，固定点R0からのずれを δR(t)としよう．摂動強度 εに関して

高次の項を無視し，さらに条件 (4.3a), (4.3b)を使うことにより，式 (4.5), (4.6)から次の関係
式が得られる:

d
dt
δR

∣∣∣∣
t
=
∂FR

∂R

∣∣∣∣R=R0
θ=ωt

δR(t) + ε
∂R

∂X

∣∣∣∣
X=Xp(t)

p̃(ωt, t), (4.7a)

dθ
dt

∣∣∣∣
t
= ω + gradR ρ(R, θ)|R=R0

θ=ωt
· δR(t) + ε gradX θ(X)|X=Xp(t) · p̃(ωt, t), (4.7b)

ただし，第 2章同様，p̃(φ, t) := p
Ä
X̃p(φ), t

ä
とした．これらのうち特に微分方程式 (4.7a)に注

目すると，これは解

δR(t) = A(t, 0)δR(0) + ε

∫ t

0
A(t, s)B(s)p̃(ωs, s) ds (4.8)

をもつ．ただし，A(t, s)は斉次方程式

d
dt
δR

∣∣∣∣
t
=
∂FR

∂R

∣∣∣∣R=R0
θ=ωt

δR(t)

の解核行列であり，B(t)は式 (4.7a) に現れた摂動項の係数行列 (∂R/∂X)|X=Xp(t)である．周
期軌道 Γが双曲的かつ安定であることは，作用素ノルム ‖A(t, s)‖が任意の sに対して t→ ∞
で指数関数的に減衰することを表している．解 (4.8)を式 (4.7b)に代入すれば，

dθ
dt

∣∣∣∣
t
= ω + α(t) · δR(0) + ε

∫ t

0
β(s, t) · p̃(ωs, s) ds+ εζ(t) · p̃(ωt, t), (4.9)

ただし

α(t) := A>(t, 0) gradR ρ(R, θ)|R=R0
θ=ωt

,
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β(s, t) := B>(s)A>(t, s) gradR ρ(R, θ)|R=R0
θ=ωt

,

ζ(t) := gradX θ(X)|X=Xp(t) .

式 (4.9)は実測位相 θに関して閉じた時間発展方程式であり，位相振動子モデル (2.9) に相当
する．実際的状況に即した定義の位相は，位相振動子モデル (2.9)でなく，式 (4.9) に従って時
間発展するのである．実験への応用を想定した解析を行う際には，式 (4.9) を基礎とすること
が肝要である．

4.3 複数サイクル重み付きスパイクトリガー平均を用いる，位相応答
曲線を計測するための新たな方法（McWSTA法）

4.1節で述べたように，WSTA法は「セパレータをアイソクロンに接するように選ばなけれ
ばならない」という問題を抱えている．このような問題によってWSTA法が利用できなくな
るのは，WSTA法がもつ種々の長所を考えれば，リズム現象の研究にとって大きな損失と言え
る．そこで，WSTA法の手続きに修正を加えることでこの問題を解消できないか考えよう．
すぐに思いつく方策は直接法と同様の方策，すなわち，揺らぎ刺激を印加するサイクル 1個
と印加せず自由に振動させるサイクル nwait個とを 1セットとしてこれを繰り返す，というもの
であろう．しかし，これではWSTA法のもっている実験手続きの簡便さが失われる．振動が
非常に速い場合など，数サイクルの時間スケールで刺激のオンオフを切り替えることが難しい
ような状況もあるため，刺激の印加に関してはWSTA法の手続きを踏襲することが望ましい．
こういった点を踏まえ，著者は，自著論文 [25]において，WSTAの複数サイクル化に基づ
く修正を施した新たな計測手法を提案した．その新手法の妥当性を支えるのが，前節で導出し
た新たな位相記述である．本節では，その新手法を，その後の研究成果を取り込んでさらに改
良した形で述べる．

4.3.1 新手法の概要

本手法では，以下のようにして位相応答曲線を計測する．

1) 平均 0かつ弱い揺らぎ刺激を系に対して加えながら，セパレータへの復帰時間間隔 {τi}i∈N
と 1サイクルごとの入力刺激 {Ii([0, τi])}i∈Nとを記録する．

2) 十分大きい非負整数 nskip, naddlを，nskip � naddlとなるようにとる．

3) 記録された {τi}i∈Nと {Ii([0, τi])}i∈Nとを（重複を許して）1 + naddlサイクルごとにま
とめ，それぞれ {

τ ′i
}

i∈N : τ ′i = τi + τi+1 + · · · + τi+naddl
,{

I ′i(
[
0, τ ′i

]
)
}

i∈N : I ′i = Ii u Ii+1 u · · · u Ii+naddl

とする．ただし，I1 u I2は波形 I1, I2の連結を表すものとする．

4) 各 I ′i(t)を伸縮し，長さを自然周期の 1 + naddl倍にそろえた波形

Ĩ ′i(t) = I ′i

Ç
τ ′i

(1 + naddl)T
t

å
for t ∈ [0, (1 + naddl)T ].
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図 4.4: McWSTA法の手続き．周期発火する神経細胞への適用を例に描いた．なお，V , I は
それぞれ膜電位と印加電流を表している．

を生成する．

5) 長さをそろえた波形の複数サイクル重み付きスパイクトリガー平均 (Multicycle Weighted
Spike-Triggered Average: McWSTA)

W ′(t) =
Æ

(1 + naddl)T − τ ′i
T

Ĩ ′i(t)
∏

for t ∈ [0, (1 + naddl)T ] (4.10)

を計算し，位相応答曲線を

Z(φ) =
2π
µ2
W ′
Ç
T

2π
φ+ nskipT

å
for φ ∈ (0, 2π) (4.11)

と見積もる．ここで，µは入力刺激の強度である．

この手法をMcWSTA法とよぶことにする．McWSTA法の手続きを図 4.4に描く．
例として，図 4.1(a)のセパレータを採用してMcWSTA法を SL振動子に適用してみよう．

同じ状況下でWSTA法は計測に失敗していたが，図 4.5に示すようにMcWSTA法は位相応答
曲線を正しく見積もる．WSTA法の抱えていた「セパレータをアイソクロンに接するように選
ばなければならない」という問題がMcWSTA法では克服されていることを確認できる．

4.3.2 新手法の妥当性に対する解析的証明

McWSTA法の妥当性に対する解析的証明は自著論文 [26]において与えられている．ここに
その証明の詳細を記そう．

McWSTA法の手続きで位相応答曲線が計測できることを示すためには，McWSTA法によ
る計測値が直接法による計測値に一致することを示せばよい．そうすれば，直接法の妥当性か
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図 4.5: SL振動子 (2.11)に対してMcWSTA法を適用した結果．セパレータには実軸の正の
部分（図 4.1(a)）を採用し，nskip = 1, naddl = 3とした．赤色実線がMcWSTA法を
用いて求めた位相応答曲線であり，灰色実線はWSTA法を用いて求めた位相応答曲
線（図 4.1(b)の赤色実線），緑色鎖線は理論曲線 (2.19)である．揺らぎ刺激の生成には
γ = 1000, σ = 0.1のOU過程 (3.12)を用い，McWSTAは 105個のサンプルから計算
した．McWSTA法により位相応答曲線を正しく計測できていることが確認できる．

らMcWSTA法の妥当性が導かれる．二つの計測値が一致することを示すためには各計測値を
統一的かつ厳密に記述することが必要となるが，4.2節で導いた新たな位相記述を応用すれば
それも実現可能である．

a) 直接法による計測値の解析的表現

式 (4.9)に基づき，直接法による計測値 (3.8)の解析的表現を求めよう．
パルス刺激はDiracのデルタ関数 εδ(t− tinj)で近似できるものとし，また，パルス刺激が加
えられる状態変数を xとする．さらに，議論を簡単にするため，パルス刺激を加える直前のセ
パレータへの復帰の時刻 t0 を 0とする．直接法の場合，定常振動に落ち着いている状況で刺
激を印加するので，初期の周期軌道からのずれ，すなわち式 (4.9)中の δR(0)は無視してよい．
したがって，式 (4.9)を 1 + nwaitサイクルにわたって積分すれば，

2π (1 + nwait) = ωT′ + ε

∫ T′
tinj

βx(tinj, s) ds+ εζx(tinj)

= ωT′ + ε

∫ T
tinj

βx(tinj, s) ds+ εζx(tinj) + O
Ä
ε2
ä
,

ただし βx(s, t)と ζx(t)はそれぞれ β(s, t), ζ(t)の x成分である．この式から，直接法の場合の
計測値 (3.8)について

2π
ε

· T − T′

T
=

2π (1 + nwait) − ωT′

ε

=
∫ T

tinj

βx(tinj, s) ds+ ζx(tinj) + O(ε) (4.12)

なる表式を得ることができる．
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b) McWSTA法による計測値の解析的表現

式 (4.9)に基づき，McWSTA法による計測値 (4.11)の解析的表現を求めよう．
揺らぎ刺激が加えられる状態変数を xとする．McWSTA法では連続的な刺激を間断なく加

え続けるので，直接法の場合とは異なり，各 1 +naddlサイクルの初めにおいて周期軌道からの
ずれが存在する．i番目の 1 + naddlサイクルの初めにおけるずれを δRi(0)と書くことにする
と，式 (4.9)を i番目の 1 + naddlサイクルにわたって積分した結果は

2π (1 + naddl) = ωτ ′i +
∫ τ ′

i

0
α(s) ds · δRi(0)

+ µ

∫ τ ′
i

0

Å∫ s

0
βx(r, s)ξ′i(r) dr

ã
ds

+ µ

∫ τ ′
i

0
ζx(s)ξ′i(s) ds (4.13)

と書ける．ただし，ξ′i(t) := I ′i(t)/µ．
いま，関数 ηx(s, t)を次式で定義する:

ηx(s, t) := A(t, s)B(s)ex,

ただし exは x成分が 1の単位ベクトルである．式 (4.8)より，サイクル初期のずれ {δRi(0)}i∈N
は次の再帰方程式を満たす:

δRi(0) = A(τi−1, 0)δRi−1(0) + µ

∫ τi−1

0
ξ′i−1(s)ηx(s, τi−1) ds

= A(T, 0)δRi−1(0) + µ

∫ T

0
ξ̃′i−1(s)ηx(s, T ) ds+ O

Ä
µ2
ä
, (4.14)

ただし
ξ̃′i(t) = ξ′i

Ç
τ ′i

(1 + naddl)T
t

å
.

再帰方程式 (4.14)を解けば，

δRi(0) = [A(T, 0)]i−1 δR1(0) + µ
i−1∑
j=1

[A(T, 0)]j−1
∫ T

0
ξ̃′i−j(s)ηx(s, T ) ds+ O

Ä
µ2
ä
.

ここで，‖A(t, s)‖が指数関数的に減衰することを思いだそう．したがって，この解の右辺にお
いて，第 1項および第 2項の j 6= 1の部分はほとんど影響せず，ゆえに無視できる．そうする
と，サイクル初期のずれについて

δRi(0) ≈ µ

∫ T

0
ξ̃′i−1(s)ηx(s, T ) ds (4.15)

という見積もりが得られる．
式 (4.15)を用いて式 (4.13)を書きなおせば，次の関係式が得られる:

(1 + naddl)T − τ ′i
T

=
µ

2π

∫ τ ′
i

0
α(s) ds ·

∫ T

0
ξ̃′i−1(s)ηx(s, T ) ds

+
µ

2π

∫ τ ′
i

0

Å∫ s

0
βx(r, s)ξ′i(r) dr

ã
ds

+
µ

2π

∫ τ ′
i

0
ζx(s)ξ′i(s) ds
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=
µ

2π

∫ (1+naddl)T

0
α(s) ds ·

∫ T

0
ξ̃′i−1(s)ηx(s, T ) ds

+
µ

2π

∫ (1+naddl)T

0

Å∫ s

0
βx(r, s)ξ̃′i(r) dr

ã
ds

+
µ

2π

∫ (1+naddl)T

0
ζx(s)ξ̃′i(s) ds

+ O
Ä
µ2
ä
.

この関係式から，式 (4.10)で定められるMcWSTAが

W ′(t) ≡
Æ

(1 + naddl)T − τ ′i
T

Ĩ ′i(t)
∏

=
µ2

2π

∫ (1+naddl)T

0
α(s) ds ·

∫ T

0

¨
ξ̃′i−1(s)ξ̃

′
i(t)
∂
ηx(s, T ) ds

+
µ2

2π

∫ (1+naddl)T

0

Å∫ s

0
βx(r, s)

¨
ξ̃′i(r)ξ̃

′
i(t)
∂
dr
ã

ds

+
µ2

2π

∫ (1+naddl)T

0
ζx(s)

¨
ξ̃′i(s)ξ̃

′
i(t)
∂
ds

+ O
Ä
µ3
ä

=
µ2

2π

∫ (1+naddl)T

0
α(s) ds ·

∫ T

0
C
Ä
(s− T ) − t

ä
ηx(s, T ) ds

+
µ2

2π

∫ (1+naddl)T

0

Å∫ s

0
βx(r, s)C(r − t) dr

ã
ds

+
µ2

2π

∫ (1+naddl)T

0
ζx(s)C(s− t) ds

+ O
Ä
µ3
ä

=
µ2

2π

∫ (1+naddl)T

0
α(s) ds ·

∫ 0

−T
C(s− t)ηx(s, 0) ds

+
µ2

2π

∫ (1+naddl)T

0

Å∫ s

0
βx(r, s)C(r − t) dr

ã
ds

+
µ2

2π

∫ (1+naddl)T

0
ζx(s)C(s− t) ds

+ O
Ä
µ3
ä

(4.16)

と計算できる．ただし，C(t)は揺らぎ刺激の（積分値が 1になるように規格化された）自己相
関関数である．最後の等号は ηx(s, t)が満たす条件式

ηx(s+ T, t+ T ) ≡ A(t+ T, s+ T )B(s+ T )ex = A(t, s)B(s)ex ≡ ηx(s, t)

により成り立つ．式 (4.16)を用いることで，McWSTA法による計測値 (4.11)を

2π
µ2
W ′
Ç
T

2π
φ+ nskipT

å
=

∫ (1+naddl)T

0
α(s) ds ·

∫ 0

−T
C

Ç
s−
Å
T

2π
φ+ nskipT

ãå
ηx(s, 0) ds

+
∫ (1+naddl)T

0

ñ∫ s

0
βx(r, s)C

Ç
r −
Å
T

2π
φ+ nskipT

ãå
dr
ô

ds

+
∫ (1+naddl)T

0
ζx(s)C

Ç
s−
Å
T

2π
φ+ nskipT

ãå
ds

+ O(µ) (4.17)
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と表すことができる．
特に，自己相関関数 C(t)がDiracのデルタ関数 δ(t)で近似できるとすれば，0 < φ < 2πの

範囲で式 (4.17)は

2π
µ2
W ′
Ç
T

2π
φ+ nskipT

å
=

∫ (1+naddl)T

T
2π

φ+nskipT
βx

Ç
T

2π
φ+ nskipT, s

å
ds+ ζx

Ç
T

2π
φ+ nskipT

å
+ O(µ) (4.18)

と表されることになる．

c) 直接法とMcWSTA法との計測値の一致

これらの解析的表現（式 (4.12), (4.18)）を用いて，直接法による計測値とMcWSTA法によ
る計測値とが一致することを示そう．
式 (4.12)において，右辺第 1項の積分に対し s+nskipT を新たに sとする変数変換を施せば，

2π
ε

· T − T′

T
=

∫ T
tinj

βx(tinj, s) ds+ ζx(tinj)

=
∫ T+nskipT

tinj+nskipT
βx(tinj, s− nskipT ) ds+ ζx(tinj) (4.19)

となる．ここで，直接法における nwaitとMcWSTA法における nskip, naddlとが

nwait = naddl − nskip (4.20)

なる関係を満たしている，すなわち

T ≡ (1 + nwait)T = (1 + naddl)T − nskipT

なる等式が成り立つように設定されているとしよう．すると，式 (4.19)はさらに

2π
ε

· T − T′

T
=

∫ T+nskipT

tinj+nskipT
βx(tinj, s− nskipT ) ds+ ζx(tinj)

=
∫ (1+naddl)T

tinj+nskipT
βx(tinj, s− nskipT ) ds+ ζx(tinj)

と計算できる．関数 β(s, t), ζ(t)が満たす条件式

β(s+ T, t+ T ) ≡ B>(s+ T )A>(t+ T, s+ T ) gradR ρ(R, θ)|R=R0
θ=ω(t+T )

= B>(s)A>(t, s) gradR ρ(R, θ)|R=R0
θ=ωt

≡ β(s, t),

ζ(t+ T ) ≡ gradX θ(X)|X=Xp(t+T )

= gradX θ(X)|X=Xp(t)

≡ ζ(t)
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に注意して計算を進めれば，

2π
ε

· T − T′

T
=

∫ (1+naddl)T

tinj+nskipT
βx(tinj, s− nskipT ) ds+ ζx(tinj)

=
∫ (1+naddl)T

tinj+nskipT
βx(tinj + nskipT, s) ds+ ζx(tinj + nskipT )

=
2π
µ2
W ′
Ç
T

2π
· ωtinj + nskipT

å
.

これはまさしくMcWSTA法による計測値 (4.11) である．
以上で直接法による計測値とMcWSTA法による計測値とが一致すると示された．第 3章で
示したように直接法は位相応答曲線を正しく見積もるから，これによりMcWSTA法の妥当性
が証明されたことになる．

4.3.3 新手法を適用するうえでの注意点

式 (4.17)から式 (4.18)を導く際，自己相関関数 C(t)をDiracのデルタ関数 δ(t)で近似して
いる．これは，詰まるところ，揺らぎ刺激の相関時間を無限小と見なす近似である．一方，当
然のことながら，実際の揺らぎ刺激は有限の相関時間をもつ．この相関時間が上述の証明に与
える影響，特に証明を破綻させる可能性について考えよう．
印加刺激の相関時間が長くなる，すなわち自己相関関数C(t)の台 supp(C)が広くなると，式

(4.17)中の積分に次のような影響が出る:

(i) 広くなった台 supp(C)の上で平均化されてしまう;

(ii) 台 supp(C)の一部が積分区間の境界を越えてしまう．

これらのうち (i)が深刻化すると，位相応答曲線の高周波成分が計測できなくなる．この問題
に関してはうまい回避方法は見つかっておらず，高周波成分まで得られる程度に刺激の相関時
間を短くするほかない．一方，(ii)に関しては，手続き 2にあるように nskipを十分大きな値か
つ nskip � naddlとなるようにとれば，（よほど相関時間の長い場合を除いて）問題の発生を抑
えることができる．
なお，nskipの値を大きくしていくと，式 (4.20)が示すように，対応する直接法の緩和待ち
サイクル数 nwaitが少なくなる．直接法で位相応答曲線を正しく計測するための鍵はこの nwait

を大きくとることであったから，それを減らす nskipは必要以上に大きくとりたくない．理論
上は nskip � naddlであればよいが，実用上は nskip = 1とすべきであろう．
また，実用上は naddlの値にも注意が必要である．有限個のサンプルから計算される自己相
関関数C(t)はサンプリング誤差を含んでおり，naddlの値を増やしていくにつれ，式 (4.17)の
右辺第 2項および第 3項がこのサンプリング誤差を取り込むことになる．ゆえに，naddlの値を
あまりに大きくしすぎると，得られる位相応答曲線に非常に大きなノイズが乗ることになる．
限られたデータからノイズの少ない見積もりを得るためには，naddlも必要以上に大きくとり
たくない．
そこで，手続き 1において一旦サイクルごとにデータを記録していることが役に立つ．これ
らのデータがあれば，naddlを取り替えて {τ ′i}i∈N, {I ′i([0, τ ′i ])}i∈Nを再構成するということが
可能である．したがって，以下の手順により最適な naddlで計測を行うことができる．
まず，naddlを大きめにとり，仮のMcWSTAを計算する．そうすると，このMcWSTA W ′(t)
は t→ 0+で T -周期関数に漸近していく．（例えば図 4.6．）なぜなら，McWSTAの中の nT ≤
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図 4.6: SL 振動子 (2.11) に対して McWSTA 法を適用する過程で naddl = 5 として計算し
た McWSTA．105 個のサンプルから計算した．セパレータには実軸の正の部分（図
4.1(a)）を採用し，揺らぎ刺激の生成には γ = 1000, σ = 0.1のOU過程 (3.12)を用い
ている．区間 [4T, 5T )で T -周期関数にほぼ収束していることから，nc = 2と見積もる
ことができ，最適な naddlは 2 + nskipであると判断できる．

t < (n+ 1)T の部分は緩和待ちサイクル数を naddl − nとした場合の直接法による計測曲線を
リスケールしたものとなっており，tが 0に近いところほどこの緩和待ちサイクル数が多いか
らである．そのことを踏まえ，次に，McWSTA W ′(t)を tの大きい方から小さい方へ見てい
き，T -周期関数に収束したと見なせる点 tcを見定める．そして，この tcが

[(1 + naddl) − nc] × T ≤ tc < [(1 + naddl) − nc + 1] × T

なる関係を満たすように非負整数 ncをとる．すると，この ncの値が周期軌道に緩和するまで
に必要なサイクル数である．そこで，naddlを nc + nskipに設定しなおし，計測を手続き 3から
やりなおす．これにより再びMcWSTAが得られるが，このMcWSTAから計算した位相応答
曲線 (4.11)は緩和待ちサイクル数を ncとした場合の直接法による計測曲線に一致する．こう
して，最適な naddlでMcWSTA法が適用されることになる．
なお，最適な naddlの値は計測対象の系に依存するが，その値は一般にあまり大きくない．な

ぜなら，naddlの増加に伴う収束の速さを決めている式 (4.18)の右辺第 1項において，|βx( · , s)|
がその定義（および ‖A(t, s)‖が指数関数的に減衰すること）より s→ ∞で指数関数的に減衰
するからである．つまり，式 (4.18)の右辺第 1項が naddl → ∞で指数関数的に収束するため，
McWSTA法による計測値 (4.11)は naddlの増加に伴い位相応答曲線に指数関数的に収束する
ことになる．したがって，それほど大きくない naddlの値でも，位相応答曲線にほぼ収束した
計測曲線を得ることができる．

付 録 実測位相記述の理論的妥当性についての検証
—Stuart–Landau振動子を例として—

4.2節および 4.3.2項で示した解析に誤りがないことを確認するために，SL振動子 (2.11)に
対して式 (4.12)を具体的に計算し，数値シミュレーションの結果と比較しよう．
セパレータには実軸の正の部分（図 4.1(a)）を採用しているとする．この場合の 1サイクル

は，詰まるところ，偏角が 0から 2π増加するまでの期間である．そこで，偏角を実測位相 θと
し，動径を共役な変数Rとする．
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動径および偏角は，それぞれ式 (2.12a), (2.12b)に従って時間発展する．これらのうち，式
(2.12a)は式 (4.2a)に相当する．また，式 (2.12b)は，

dθ
dt

= (2π − 1) +
Ä
1 − r2

ä
なる書き直しを経て，式 (4.2b)に相当する．（SL振動子 (2.11)の自然振動数が 2π − 1である
ことに注意せよ．）安定周期軌道 |A| = 1からの動径方向のずれを δrとおいて式 (4.7)を具体的
に書き下せば，

d
dt
δr = (−2) δr + ε

î
cosωt sinωt

ó [Re p̃(ωt, t)
Im p̃(ωt, t)

]
, (4.21a)

dθ
dt

= ω + (−2) δr + ε

[
− sinωt
cosωt

]
·
[
Re p̃(ωt, t)
Im p̃(ωt, t)

]
. (4.21b)

これらのうち特に微分方程式 (4.21a) に注目すると，これは解

δr(t) = e−2tδr(0) + ε

∫ t

0
e−2(t−s)

î
cosωs sinωs

ó [Re p̃(ωs, s)
Im p̃(ωs, s)

]
ds

をもつ．この解を式 (4.21b)に代入すれば，式 (4.9) に相当する時間発展方程式として

dθ
dt

= ω +
Ä
−2e−2t

ä
δr(0)

+ ε

∫ t

0

[
−2e−2(t−s) cosωs
−2e−2(t−s) sinωs

]
·
[
Re p̃(ωs, s)
Im p̃(ωs, s)

]
ds

+ ε

[
− sinωt
cosωt

]
·
[
Re p̃(ωt, t)
Im p̃(ωt, t)

]

が得られる．つまり，SL振動子においては，

α(t) = −2e−2t, β(s, t) =

[
−2e−2(t−s) cosωs
−2e−2(t−s) sinωs

]
, ζ(t) =

[
− sinωt
cosωt

]
(4.22)

となるわけである．
以上の準備のもと，直接法による計測値 (4.12)を計算しよう．ここでは，実入力に対する位
相応答 (2.19)が計測対象である状況を考える．このとき，パルス刺激は系の実部に印加される．
したがって，式 (4.22)の β, ζ を用いて式 (4.12)を計算すると，

2π
ε

· T − T′

T
'

∫ T
tinj

βreal(tinj, s) ds+ ζreal(tinj)

=
∫ T

tinj

[
−2e−2(s−tinj) cos(ωtinj)

]
ds+ [− sin(ωtinj)]

= [− sin(ωtinj) − cos(ωtinj)] + e−2(T−tinj) cos(ωtinj)

= Zreal(ωtinj) + e−2(T−tinj) cos(ωtinj) (4.23)

となる．
式 (4.23)をプロットしたものが図 4.7である．式 (4.23)は，数値シミュレーションから得ら
れる曲線をよく記述している．この結果は，4.3.2項の解析およびその基礎となった 4.2節の解
析が妥当であることを裏付けるものである．
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図 4.7: 4.2節および 4.3.2項の方法を用いて解析的に予測された，SL振動子 (2.11)に対する
直接法の適用結果（式 (4.23)）．緩和待ちサイクル数 nwaitは 0とした．赤色破線が解
析に基づく予測であり，灰色実線は数値シミュレーションによる結果（図 4.2の赤色実
線）である．解析に基づく予測は，数値シミュレーションによる結果に完全に一致して
いる．
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第5章 実験系へのMcWSTA法の適用例

第 4章（特に 4.3節）では，WSTA法を発展させたMcWSTA法という計測手法を導入した．
そもそもWSTA法は，第 3章で述べたように，背景ノイズの無視できないような状況で特に
有用な手法である．そのノイズ耐性の源は，揺らぎ刺激という連続的な刺激を用いることにあ
るのであった．WSTA法と同様に連続的な刺激を用いるMcWSTA法はWSTA法と同様にノ
イズ耐性をもつと期待され，実際，McWSTA法はすでに実験系に適用されて優れた性能を示
している．本章では，それらの適用例の中から二つを紹介する．

5.1 発振回路への適用

自著論文 [26]では，McWSTA法を発振回路に適用した結果が述べられている．用いられて
いる回路は van der Pol (vdP) 発振回路 [10,38] であり，その回路図 5.1(a)の点 x, yにおける
電位は，vdP振動子 [59]

dx
dt

= y, (5.1a)

dy
dt

= λ
Ä
a− x2

ä
y − x (5.1b)

の状態変数 x, yにそれぞれ対応する．揺らぎ刺激には式 (3.12)から数値的に生成した OU過
程のサンプルパス Itが用いられており，National Instruments PCI-6221を介してそれが回路
に印加されている．なお，この印加は，モデル式 (5.1a)が

dx
dt

= y + It

へと書き換わるようになされている．また，対応する vdP振動子 (5.1)が図 5.1(b)のような
安定周期軌道をもつことを踏まえ，セパレータには半直線 x > 0, y = 0を用いている．この
ときの計測結果が図 5.1(c)である．第 4章で示した数値例から予想されるように，この場合，
WSTA法は位相応答曲線を正しく見積もることができない．しかし，McWSTA法では，この
場合も（理論値にほぼ一致する）正確な計測結果が得られる．実験系においてもMcWSTA法
は適切に機能している．

5.2 ヒトの歩行への適用

文献 [16]では，ヒトの歩行ダイナミクスの位相応答曲線をMcWSTA法によって計測して
いる．
そもそも，ヒトは，歩行中に加わるさまざまな外乱に対し，歩行リズムを調節することで歩

行運動を安定に保っている．例えば，片脚支持期に何かにつまずいても，遊脚の接地を早める
ことにより，転倒せずそのまま歩行を続けられる．ヒトのこのような歩行制御において，外乱
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図 5.1: vdP発振回路に対するMcWSTA法の適用．(a) vdP発振回路の回路図．U1–U3は演算
増幅器（Texas Instruments TL082），M1, M2はアナログ電圧乗算器（Analog Devices
AD633）を表し，抵抗値はR1 = R2 = R3 = R4 = 1.0×105Ω およびR8 = 1.0×104Ω，
キャパシタンスは C1 = C2 = 1.0 × 10−9Fである．直流電圧 Va は 3.1 × 10−1Vとし
た．このとき，対応する vdP振動子 (5.1)における λは 1.0× 10−1となり，aは 3.1と
なる．(b) vdP振動子 (5.1)において λ = 0.1, a = 3.1とした場合の軌道．(c) 計測結
果．（プロットされたデータはすべて，自著論文 [26]において用いられたものである．）
赤色実線がMcWSTA法を用いて求めた位相応答曲線であり，灰色実線はWSTA法を
用いて求めた位相応答曲線である．比較のため，vdP振動子 (5.1)の位相応答曲線を随
伴法で求め，理論値として緑色鎖線で示す．セパレータには半直線 x > 0, y = 0を採
用し，nskip = 1, naddl = 5とした．この naddlの値は，4.3.3項で述べた方法により選
ばれたものである．揺らぎ刺激の生成には γ = 2, σ = 0.1の OU過程 (3.12)を用い，
WSTAおよびMcWSTAは約 9000個のサンプルから計算した．WSTA法による計測
曲線が理論値から大きく外れているのに対して，McWSTA法による計測曲線は理論値
によく合っている．
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図 5.2: ヒトの歩行に対してMcWSTA法を適用した結果．（本図は文献 [16]より転載されたも
のである．）右足接地をセパレータに採用した．上が加速外乱を用いた場合の計測結果，
下が減速外乱を用いた場合の計測結果であり，それぞれにおいて黒色実線がMcWSTA
法を用いて求めた位相応答曲線である．灰色実線は接地・離地タイミングを表し，灰色
領域はそれぞれの実線が描く対象の標準偏差を表している．先行研究 [30,39]と同様の
傾向が見られており，妥当な計測結果であると考えられる．

が歩行リズムをどのように変化させるかは，歩行サイクルのどのタイミングで外乱が加わった
かに依存している [15]．ヒトの歩行制御の仕組みを理解するために，まずは，歩行リズムの外
乱応答を歩行サイクルの全域にわたって調べたい．
歩行ダイナミクスをリミットサイクル振動子と見なせば，位相応答曲線を調べることで上記

の目標は達成できるだろう．ところが，ヒトの歩行リズムはばらつきが非常に大きく，伝統的
な計測手法，すなわち直接法では，リズム制御の性質を調べるに足る精度の計測曲線を得るこ
とは困難である．そこで，文献 [16]では，ノイズ耐性をもつと期待されるMcWSTA法が用い
られた．
実験は，トレッドミル（Bertec ITR3017）上を 1.0m/sで歩くヒトに対してベルト速度を変化さ

せる外乱を与える形で行われた．外乱は三角パルス的な速度変化がランダムに発生するもので，
速度変化の発生間隔は一様分布 U(0s, 0.5s)に従う．個々の速度変化にはベルト速度を 1.2m/s

上昇させる加速外乱もしくは 1.0m/s低下させる減速外乱が用いられており，1回の試行の中で
はこれらは混在せず，試行ごとに加速外乱のみもしくは減速外乱のみが用いられている．ベル
ト速度は 0.1sで線形に所定の速度まで変化し，続く 0.1sで線形に元の速度（すなわち 1.0m/s）
に戻る．被験者は 5名の健常な男性（年齢 = 21–23歳，体重 = 53–77kg，身長 = 167–177cm）
であり，各被験者に対して加速外乱実験・減速外乱実験がそれぞれ 15試行ずつ行われている．
1回の試行における測定時間は 180sである．ただし，測定開始から約 10sの間は外乱が与えら
れていない．各被験者の 15試行を 3試行ずつセットにし，540sの歩行運動からMcWSTAを
計算した．
計測結果を図 5.2に示す．特に減速外乱の場合の結果に注目すると，片脚支持期における位

相応答曲線の値は，遊脚を直接引っ張ることにより位相応答を計測した先行研究 [30, 39]の結
果と傾向が一致している．このことは，図 5.2の結果が妥当なものであることを示唆している．
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第6章 カオス振動子へのMcWSTA法の適用

第 5章で紹介した二つの例は，「背景ノイズの無視できないような状況であっても，McWSTA
法を用いれば，与えられたリミットサイクル振動子に対応する位相振動子モデルを同定できる」
ということを示している．ところで，背景ノイズが存在する現実の系においては，その系が厳
密にリミットサイクル振動子であると保証すること自体がそもそも困難である．その系がカオ
ス振動子であるという可能性，すなわち状態の揺らぎが内在的なものであるという可能性も考
えられる．現実の系が対象であるとき，系がノイズの加わっているリミットサイクル振動子か
カオス振動子かを判定することは，道具立てが十分でない現状では不可能に近い．実際，心臓
の拍動などでは，カオス振動子である [2, 49]，いや違う [11,29]，といった議論が続いている．
このような議論がある一方で，心臓の拍動については，それをリミットサイクル振動子と見

なしたうえで位相応答曲線を計測する実験がいくつか行われており，計測された曲線を基にし
て対象の同期特性が再現できることも確認されている．例えば，文献 [19]では，計測曲線を基
にして周期的な電気刺激による引き込みの様子が再現できたという結果が報告されている．心
臓の拍動がカオス振動子であるとするならば，この結果は，カオス振動子に対しても位相応答
曲線が定義できると示していることになる．
本章では，カオス振動子に対して近似的に位相応答曲線が定義できる可能性について，数値

実験に基づき検討する．特に，カオス振動子の一例として大域結合 Rössler振動子系を取り上
げ，それにMcWSTA法を適用して得られる計測曲線が位相応答曲線としてしかるべき性質を
もつかを調べる．
なお，文献 [19]で報告された上記の結果を念頭に置き，本論文では，「そこから周期外力に

よる引き込みの様子が再現できること」をカオス振動子の位相応答曲線としての要件と定める
ことにする．

6.1 カオス振動子における位相同期現象

上記の要件設定が不良設定でないことを明らかにするために，いくつかのカオス振動子にお
いては周期外力による引き込みの起こりうることが知られている [46,56]事実に言及しておかね
ばなるまい．例として，大域結合Rössler (Globally Coupled Rössler: GCR) 振動子系 [47,53]

dxi

dt
= −ωiyi − zi +K (X − xi)

dyi

dt
= ωixi + ayi

dzi
dt

= b+ zi (xi − c)


for i = 1, 2, . . . , N (6.1)

を考えよう．以下では (a, b, c) = (0.2, 0.2, 5.7), K = 0.09, N = 1000とし，各 ωi は正規
分布 N (1, 0.022)から独立に選ばれているものとする．また，観測量は平均場 (X, Y, Z) :=
(〈xi〉 , 〈yi〉 , 〈zi〉)であるとする．この場合の平均場の軌道を図 6.1に示す．いま，GCR振動子
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図 6.1: GCR振動子系 (6.1)における平均場 (X, Y, Z)の軌道．カオス的ではあるが，非常に
周期性が強い．
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図 6.2: 周期外力を受けるGCR振動子系 (6.1), (6.2) の平均振動数とその周期外力の振動数 Ω
との差．平均場の振動数が外力の振動数に引き込まれる領域の存在が見て取れる．

系を構成するすべての振動子の x成分に周期外力 ε sinΩtを一様に加える:

dxi

dt
= −ωiyi − zi +K (X − xi) + ε sinΩt for i = 1, 2, . . . , N. (6.2)

そして，平均場の速度ベクトルの方位角で位相 θを定義する．すなわち，

θ(t) := atan2
Ç

dY
dt

∣∣∣∣
t
,

dX
dt

∣∣∣∣
t

å
. (6.3)

このとき，さまざまな値の ε, Ωに対して平均場の振動数を計測すると，図 6.2のArnoldの舌
が描かれ，平均場の振動数が外力の振動数に引き込まれる領域の存在が確認できる．
なお，このような「位相の定義されたカオス振動子が同じく位相の定義された別の振動子や
周期外力から摂動を受けた結果，それらの位相差が有界な領域にとどまるようになり，振動数
差が 0となる」現象はカオス位相同期とよばれている [44,48,51]．

6.2 大域結合Rössler振動子系における“位相応答曲線”の計測

著者は，自著論文 [25]において，GCR振動子系 (6.1)にMcWSTA法を適用した結果を報告
した．そこで示した結果をここに再掲する．
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GCR振動子系 (6.1)はリミットサイクル振動子ではないが，ひとまずそのことは無視し，
McWSTA法を適用してみよう．セパレータには半平面X < 0, Y = 0を採用する．また，入
力刺激はOU過程 (3.12)から生成し，それをX に（すなわち，すべての要素振動子の x成分
に一様に）加える．このときの計測結果が図 6.3である．計測曲線は，naddlの値が大きくなる
につれ，図 6.3(a)の曲線に漸近している．
ここで，図 6.3(a)の曲線は GCR振動子系 (6.1)の“位相感受性”を表していると仮定しよ

う．本章の初めで定めたように，問題は，この曲線を位相応答曲線としてもつ位相振動子モデ
ルが周期外力による引き込みの様子（図 6.2）を再現できるかどうか，である．位相振動子モ
デル (2.9)の数値積分から得られるArnoldの舌を図 6.4に示す．位相記述の適用外であるにも
関わらず，周期外力のもとでの引き込みの様子をよく再現している．McWSTA法を適用して
得られた図 6.3(a)の曲線は，GCR振動子系 (6.1)の位相応答曲線としての要件を備えている．
この結果は，カオス振動子に対しても近似的に位相応答曲線を定義できる可能性がある，と

いうことを意味している．
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図 6.3: GCR振動子系 (6.1)に対して McWSTA法を適用した結果．セパレータには半平面
X < 0, Y = 0を採用し，nskipは 0とした．揺らぎ刺激の生成には γ = 50, σ = 0.05の
OU過程 (3.12)を用い，McWSTAは2×106個のサンプルから計算した．(a) naddl = 100
の場合の計測曲線．McWSTA法によって得られた直接の結果を赤色実線で示し，移動平
均をとって平滑化した結果を青色破線で示す．(b)–(f)それぞれnaddl = 0, 1, 10, 11, 12
の場合の計測曲線．比較のため，naddl = 100の場合の計測曲線（図 (a)の青色破線）を
青色破線で示す．リミットサイクル振動子に適用したときと同じように，naddlの増加
に伴いある関数に漸近しているように見える．
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図 6.4: 周期外力を受けるGCR振動子系の平均振動数とその周期外力の振動数 Ωとの差．左
は式 (6.1), (6.2)を直に数値積分して得られた結果（図 6.2）であり，右は位相振動子モ
デル (2.9)から得られた結果である．二つの結果は比較的よく一致している．





47

第7章 カオス振動子に対して拡張された位相
記述

第 6章では，McWSTA法をカオス振動子の一例である大域結合 Rössler振動子系に対して
適用した．そして，カオス振動子は伝統的な位相記述の対象外であるにも関わらず，大域結合
Rössler振動子系から得られた計測曲線が位相応答曲線としての要件を備えていることを見い
だした．この結果は位相記述の適用対象をカオス振動子に拡張できる可能性を示している．そ
こで，本章では，第 2章で述べた伝統的なアプローチと第 4章で述べた新たなアプローチとを
参考に，カオス振動子に対する縮約理論の構築を試みる．

7.1 MAPOモデル

カオス振動子に対する縮約記述を導出しよう．
まずは，摂動が加わっていない（すなわち系が式 (2.1)によって記述される）状況で考える．

このとき，系に対して (m− 1)次元 Poincaré断面 Sを設定し，さらに Sを細かく分割してセ
ル {Si}を構成する．そして，各セル Siの中から典型的な 1点Xr(0; i)を選びだし，それを初
期状態とする解Xr(t; i)が初めて Poincaré断面 Sに戻るまでに描く軌道を Γiと定義する．図
7.1を参照せよ．以降，これら {Γi}を代表軌道とよぶことにする．
カオスアトラクターのある近傍において，以下の条件を満たす滑らかな座標変換 (R, ϕ)が存

在すると仮定する:

R(X) ∈ Rm−1, ϕ(X) ∈ [0, 2π] ,

ϕ(X) = 0 ⇐⇒ X ∈ S,

および

dϕ
Ä
Xr(t; i)

ä
dt

= ω(i) :=
2π
T (i)

if 0 < t < T (i). (7.1)

なお，区間 [0, 2π]の端点 0, 2πは同一視する．関数 T (i)は Poincaré断面 S上の点Xr(0; i)が
有する Sへの再帰時間である．上記の仮定は，少なくとも直観的には，カオス振動子において
一般的に成り立つように思える．以降，R

Ä
X(t)

ä
とϕ
Ä
X(t)

ä
をそれぞれ単にR(t), ϕ(t)と書く

ことにする．
ここで，状態変数Rの時間発展方程式は単純に

dR
dt

= FR(R, ϕ) (7.2)

と表すことができる．これは式 (4.2a)と同じものである．一方，状態変数 ϕの時間発展方程式
に関しては，より手の込んだ表現が必要となる．いま，Poincaré断面 Sへの n回目の復帰の時
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図 7.1: セル {Si}および代表軌道 {Γi}の構成．

刻を Tnとし，時刻 Tnにおいて系の状態が属しているセルに注目してそのセル番号（すなわ
ち添字 iの値）を Cnとしよう．すると，ϕの時間発展方程式は，スカラー場 ρ(R, ϕ)を用いて
次のように表すことができる:

dϕ
dt

= ω(Cn) + ρ(R, ϕ) for t ∈ (Tn, Tn+1). (7.3)

これは，各区間 (Tn, Tn+1)においては，式 (4.2b)と同じものである．しかし，ひとたび t = Tn+1

となる，すなわち状態が Sに復帰すると，ωが次のセルの値に更新される，という新たな機構
が付け加えられている．なお，条件 (7.1)より，スカラー場 ρ(R, ϕ)には次の条件が課される:

ρ
Ä
Rr(t− Tn; Cn), ϕ(t)

ä
= 0, (7.4)

ただしRr(t; i) := R
Ä
Xr(t; i)

ä
．これは式 (4.3b)に対応している．

次に，系が微小摂動 εp(X, t)を受けている（すなわち系が式 (2.7)によって記述される）状
況を考えよう．4.2節で考察したように，このとき，式 (7.2) および式 (7.3)は

dR
dt

∣∣∣∣
t
= FR

Ä
R(t), ϕ(t)

ä
+ ε

∂R(X)
∂X

∣∣∣∣∣
X=X(t)

p(X, t), (7.5)

dϕ
dt

∣∣∣∣
t
= ω(Cn) + ρ

Ä
R(t), ϕ(t)

ä
+ ε gradX ϕ(X)|X=X(t) · p

Ä
X(t), t

ä
(7.6)

へと書き換わる．つまり，状態変数 R, ϕの時間発展は，ある種の感受関数に依存して影響を
受けることになる．
いま，状態変数Rについて，代表軌道からのずれを δR(t)としよう．すなわち，

δR(t) := R(t) −Rr(t− Tn; Cn) for t ∈ (Tn, Tn+1].

また，Poincaré断面 Sは十分細かく分割されており，‖δR(t)‖はつねに微小量と見なせるとし
よう．高次の微小量を無視し，さらに条件 (7.4)を使うことにより，式 (7.5), (7.6)から次の関
係式が得られる:

d
dt
δR

∣∣∣∣
t
=
∂FR

∂R

∣∣∣∣R=Rr(t−Tn; Cn)
ϕ=ω(Cn)(t−Tn)

δR(t)

+ ε
∂R

∂X

∣∣∣∣
X=Xr(t−Tn; Cn)

p̃
Ä
ω(Cn) (t− Tn) , t; Cn

ä
, (7.7a)
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dϕ
dt

∣∣∣∣
t
= ω
Ä
Cn

ä
+ gradR ρ(R, ϕ)|R=Rr(t−Tn; Cn)

ϕ=ω(Cn)(t−Tn)

· δR(t)

+ ε gradX ϕ(X)|X=Xr(t−Tn; Cn) · p̃
Ä
ω(Cn) (t− Tn) , t; Cn

ä
, (7.7b)

ただし
p̃(ϕ, t; i) := p

î
Xr

Ä
ϕ/ω(i); i

ä
, t
ó
.

ここで，δRn := Rn −Rr(0; Cn)とおく．ただし，Rn := R(Tn)．微分方程式 (7.7a)は，区
間Tn < t ≤ Tn+1で定義された次の δR(t)を解にもつ:

δR(t) ' α−1(t− Tn; Cn)
ñ
δRn + ε

∫ t

Tn

α(s− Tn; Cn)p̃
Ä
ω(Cn) (s− Tn) , s; Cn

ä
ds
ô
, (7.8)

ただし αは斉次方程式
d
dt
δR

∣∣∣∣
t
=
∂FR

∂R

∣∣∣∣R=Rr(t−Tn; Cn)
ϕ=ω(Cn)(t−Tn)

δR(t)

の解核行列A(t, s; i)によって α(t; i) := A(0, t; i)と定義される関数である．式 (7.8)より，次
の再帰方程式が得られる:

Rn+1 ' f0(Cn) + f1(Cn)
ñ
δRn + ε

∫ Tn+1

Tn

α(t− Tn; Cn)p̃
Ä
ω(Cn) (t− Tn) , t; Cn

ä
dt
ô
, (7.9)

ただし
f0(i) := Rr

Ä
T (i); i

ä
, f1(i) := α−1

Ä
T (i); i

ä
.

また，解 (7.8)を式 (7.7b)に代入すれば，ϕに関して次の時間発展方程式が得られる:

dϕ
dt

∣∣∣∣
t
' ω(Cn) + εZ

Ä
ω(Cn) (t− Tn) ; Cn

ä
· p̃
Ä
ω(Cn) (t− Tn) , t; Cn

ä
+ β(t− Tn; Cn) ·

ñ
δRn + ε

∫ t

Tn

α(s− Tn; Cn)p̃
Ä
ω(Cn) (s− Tn) , s; Cn

ä
ds
ô
,

(7.10)

ただし

β(t; i) := α−1(t; i)> gradR ρ(R, ϕ)|R=Rr(t−Tn; Cn)
ϕ=ω(Cn)(t−Tn)

,

Z(ϕ; i) := gradX ϕ(X)|X=Xr[ϕ/ω(i); i] .

式 (7.10)において，右辺第 3項は代表軌道からのずれにより生じる振動数の増分を表してい
る．この項の影響を弱めるため，いま，Poincaré断面 Sは無摂動系 (2.1)の最適等位相面 [55]
から選ばれているとしよう．最適等位相面とは，最適化アルゴリズムを用いて構成される，カ
オス振動子に対する近似的なアイソクロンである．それは，カオス振動子の平均周期をサンプ
リング間隔に用いて系の状態を記録し，標本点の集合（ストロボ集合）に対して最小二乗法な
どで曲面をフィッティングすることにより得られる．Poincaré断面として最適等位相面を採用
することで，再帰時間のR依存性は非常に弱くなる．つまり，式 (7.10)の右辺において，第 3
項が第 2項に比べ極めて小さくなる．そこで，微小項を無視することにより，式 (7.10)を

dϕ
dt

∣∣∣∣
t
= ω(Cn) + εZ

Ä
ω(Cn) (t− Tn) ; Cn

ä
· p̃
Ä
ω(Cn) (t− Tn) , t; Cn

ä
(7.11)
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へと書き換えることができる．
式 (7.11)は位相振動子モデル (2.9)に近い形をしているが，Cn依存性をもつという点で未だ
異なっている．この Cn依存性を消すために，もう一歩，考察を進めよう．議論を簡単にする
ため，摂動を周期外力 εp(t)に限定する．また，この周期外力は無摂動系 (2.1)の平均振動数に
近い角振動数Ωをもつとする．この場合，位相差 ψ(t) := ϕ(t)−Ωtの時間発展はR(t)の時間
発展に比べて非常に遅い．したがって，Rの運動の時間スケールでは，ψを定数と扱ってもよ
いだろう．そうすると，式 (7.9)は写像系

Rn+1 ' f0(Cn) + f1(Cn) [δRn + εH(Cn, ψ)] (7.12)

に簡単化される．ただし，

H(i, ψ) :=
1
ω(i)

∫ 2π

0
α
Ä
ϕ/ω(i); i

ä
p̃(ϕ− ψ) dϕ

および p̃(ϕ) := p(ϕ/Ω)．この写像を繰り返すことにより，位相差が ψのタイミングで各セル
Siを訪れる確率（すなわち自然測度）µi(ψ; ε)が生成される．そして，位相差 ψの運動は，そ
の µiに関して平均化された時間発展方程式

dψ
dt

∣∣∣∣
t
= δω

Ä
ψ(t); ε

ä
+ εG

Ä
ψ(t); ε

ä
(7.13)

に従うことになる．ただし，

δω(ψ; ε) := ω(ψ; ε) − Ω, ω(ψ; ε) :=
2π

T (ψ; ε)
,

T (ψ; ε) :=
∑

i

µi(ψ; ε)T (i),

G(ψ; ε) :=
1
2π

∫ 2π

0
Z(ϕ, ψ; ε) · p̃(ϕ− ψ) dϕ,

Z(ϕ, ψ; ε) :=
∑

i

µi(ψ; ε)
T (i)

T (ψ; ε)
Z(ϕ; i).



(7.14)

時間発展方程式 (7.13)は，もはや Cnに依存していない．
位相差ψが時間発展方程式 (7.13)に従うということの意味を考えよう．時間発展方程式 (7.13)
は，位相振動子

dφ
dt

∣∣∣∣
t
= ω(ψ; ε) + εZ

Ä
φ(t), ψ; ε

ä
· p(t) (7.15)

を平均化して得られる方程式に等しい．この位相振動子は，特性量 ω, Z が式 (7.14)を介して
µi に依存しているという意味で，写像系 (7.12)によって調節されている．要するに，カオス
振動子のリズムダイナミクスは，写像系 (7.12)によって調節される位相振動子 (7.15)として記
述されるのである．すなわち，時間発展方程式 (7.13)の存在は，「カオス振動子の同期特性は
map-adjusted phase oscillator (MAPO) モデルによって決定される」ということを意味してい
るのである．
以上の考察から，カオス位相同期の解析においてはMAPOモデルが縮約記述の一つとして
利用できる，ということが判明した．



第 7章 カオス振動子に対して拡張された位相記述 51

7.2 具体例: Rössler振動子の縮約記述

前節で導出した縮約記述を，正弦波外力を受けるRössler振動子 [48,52]

dx
dt

= −y − z + ε sinΩt,
dy
dt

= x+ 0.2y,
dz
dt

= 0.2 + z (x− 5.7) (7.16)

に対して具体的に用いてみよう．Poincaré断面 Sには図 7.2(a)の最適等位相面を採用する．こ
の Poincaré断面であれば，図 7.2(b)に示されているように，再帰時間のばらつきがかなり抑
えられる．したがって，式 (7.11) の導出における近似は妥当であろう．式 (7.11) の成立を認
めれば，自然振動数 {ω(i)}と感受関数 {Z(ϕ; i)}は数値シミュレーションから容易に求められ
る．さらに，これらが求まれば，式 (7.14)によって定義される δωとGとが計算できる．そう
して構成された方程式 (7.13)を積分して得られたのが図 7.2(c)である．全体としては，元のモ
デル (7.16)の振動数変化をよく再現している．しかし，詳しく見ると，MAPOモデルから得
られたArnoldの舌には，元のモデルの方には見られないいくつかの突起が存在している．
これらの突起部において何が起こっているかを見るために，突起部での瞬時振動数差 δωと

結合関数Gとを調べよう．突起の一つ (ε, Ω) = (0.021, 1.077) における δω, Gをプロットした
ものが図 7.2(d) である．図中の曲線にはいくつかの ψの値において飛びがあり，この飛びが
突起を生みだす原因となっている．詳細な解析の結果，これらの飛びが発生している箇所は，
実は Rに関する写像系 (7.12)に狭い周期窓が生じるような ψの値に対応することがわかって
いる．Arnoldの舌に現れた突起は，Rの運動が周期的になることで劇的に同期が発生しやす
くなる，ということを反映したものである．
ただ，元のモデルではこのような突起は生じていない．その理由は，元のモデルにおいては

位相差 ψがRの運動の時間スケールでも（わずかながら）揺らぐことにある．この揺らぎのた
めに，Rが狭い周期窓の中にとどまり続けることができないのである．式 (7.12)の導出におい
ては，ψを定数と見なして揺らぎを完全に無視してしまっている．それが元のモデルとの違い
を生んだのである．MAPOモデルから得られた上記の結果は，「ψの運動のもつ速い揺らぎが
カオス振動子の振動数変化を滑らかにする役割を担っている」ということを示している．
位相差 ψの揺らぎと同様の効果をもたらすように，移動平均をとって δωおよびGを平滑化

してみよう．平滑化された δω, Gを用いれば，図 7.2(e) が得られる．元のモデルの振動数変化
をほぼ完璧に再現している．

7.3 具体例: Lorenz振動子の縮約記述

別の例として，正弦波外力を受ける Lorenz振動子 [33,43]

dx
dt

= 10 (y − x) + ε sinΩt,
dy
dt

= x (210 − z) − y,
dz
dt

= xy − 8
3
z (7.17)

を取り上げよう．Poincaré断面 S には図 7.3(a)の平面を採用する．この平面は厳密には最適
等位相面ではないが，十分に再帰時間のばらつきを抑えられる．実際，図 7.3(b) に示すよう
に，再帰時間分布は ±2%の範囲に収まっており，これは Rössler振動子において最適等位相
面を採用した場合と同じ状況である．結果として，図 7.3(c)に示すように，この例に対しても
MAPOモデルは元のモデル (7.17)の振動数変化を非常によく再現する．

Lorenz振動子 (7.17)の Arnoldの舌は，ε = εc ≈ 0.45において Ω方向に急激に広がってい
る．前節で述べたArnoldの舌の突起がそうであったように，この拡大も周期窓の出現を反映し
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図 7.2: Rössler振動子 (7.16) の縮約記述に関する数値実験の結果．(a) 元のモデルの軌道（灰
色実線），ストロボ集合（緑点），および最適等位相面（赤色実線）．この最適等位相面を
Poincaré断面Sとして採用する．青色実線は，カオス位相同期に関する研究で伝統的に
よく用いられてきた Poincaré断面 (x < 0, y = 0) である．(b) Poincaré断面への再帰
時間分布．上は伝統的な Poincaré断面に対する分布であり，下は採用された Poincaré
断面（最適等位相面）に対する分布である．(c) 系の平均振動数と周期外力の振動数
Ωとの差．左は式 (7.16)を直に数値積分して得られた結果であり，右はMAPOモデ
ルから得られた結果である．比較のため，左図のArnoldの舌の輪郭を右図に青色破線
で描く．全体としてはよく一致しているが，MAPOモデルから得られた結果の方には
Arnoldの舌にいくつかの突起が見られる．(d) 突起の一つ (ε, Ω) = (0.021, 1.077) に
おける瞬時振動数差 δω（赤色実線）および結合関数G（青色実線）．いくつかの ψの
値において飛びが見られる．移動平均をとってこれらの飛びをなくしてやれば，元の
モデルの振動数変化にさらによく一致する結果（図 (e)）が得られる．
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図 7.3: Lorenz振動子 (7.17) の縮約記述に関する数値実験の結果．(a) 元のモデルの軌道（赤
色実線）と採用された Poincaré断面（緑色メッシュ面）．(b) Poincaré断面への再帰時
間分布．(c) 系の平均振動数と周期外力の振動数Ωとの差．左は式 (7.16)を直に数値積
分して得られた結果であり，右はMAPOモデルから得られた結果である．MAPOモ
デルの数値シミュレーションにおいては，移動平均をとって平滑化した δω, Gを用い
た．比較のため，左図の Arnoldの舌の輪郭を右図に青色破線で描く．MAPOモデル
は元のモデルの振動数変化をよく再現している．
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ている．ただ一点異なるのは，この拡大に対応する周期窓は広く，ψの揺らぎが存在してもな
おArnoldの舌に顕著な影響をもたらすということである．ここで，境界 ε = εcの上方でも下
方でもMAPOモデルは振動数変化を正確に再現していることに注意しよう．元のモデルにお
いて位相以外の状態変数が摂動によって振る舞いを変化させるような状況であっても，MAPO
モデルは正しく機能している．カオス振動子の縮約記述は文献 [3, 28, 45]などでも試みられて
いるが，いずれも位相以外の状態変数の振る舞いが定性的に変化するような状況は考慮してい
ない．しかし，この Lorenz振動子の例が示すように，位相以外の状態変数の振る舞いが定性
的に変化すると，振動子の同期特性は劇的に変化する．しかも，このような非位相変数の振る
舞いの定性的変化は，カオス振動子では頻繁に見られる現象である．カオス振動子に対する縮
約理論を構築するうえでは，非位相変数の振る舞いの定性的変化は考慮すべき事項である．非
位相変数が摂動によって振る舞いを変化させるような状況であっても元のモデルの振る舞いを
再現するMAPOモデルは，カオス位相同期の解析において一定の有用性をもつであろう．
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第8章 結論

本稿では，リミットサイクル振動子およびカオス振動子に対する新たな縮約理論を構築し，
それを用いて

• リミットサイクル振動子の位相感受性を計測するための方法の開発

• カオス振動子の同期特性が決定されるメカニズムについての考察

を行った．
リミットサイクル振動子に対しては，第 2章で述べた位相記述とよばれる縮約理論がすでに

知られており広く用いられている．しかしながら，そこで採用されている位相変数の定義が実
験において使いやすいものではないため，異なる定義の位相が実験においては用いられ，それ
が結果として理論と実験との食い違いをしばしば生じさせている．本稿の縮約理論では，この
問題を考慮し，実験の状況に即した定義の位相を状態変数として採用している．本稿の提案す
る縮約記述を用いれば，実験への応用の容易な理論を組み立てることができる．
このことを利用して行ったのが，4.3節で述べた，新たな位相応答曲線計測手法の開発であ

る．位相応答曲線の計測手法としては，第 3章で紹介した方法などがすでに知られている．そ
れらの方法の中でも特に先行研究 [42]で提案された計測手法は，優れたノイズ耐性をもち，実
験系などで位相応答曲線を計測する際には非常に有用であるように思われた．しかし，その理
論的妥当性は伝統的な位相記述に依拠しているため，4.1節で示したように，一般的な実験設
定のもとでは正しく機能しない．そこで本稿では，McWSTA法とよぶ新たな計測手法を提案
し，上記の新たな縮約記述を介してその妥当性を証明した．第 5章で紹介した適用例が示して
いるように，McWSTA法を用いれば，ノイズの影響を受けにくい計測を一般的な実験設定の
もとで実現することができる．
また，第 6章では，McWSTA法をカオス振動子に適用し，得られた曲線が“カオス振動子

の位相応答曲線”とよびうる性質を備えていることを確認した．この結果は，位相記述の適用
対象がカオス振動子に拡張できる可能性を示している．そのことを踏まえ，第 7章ではカオス
振動子に対する縮約理論を構築した．
第 7章では，さらに，カオス振動子に対するこの縮約理論を典型的なカオス振動子に適用し

た．その結果，カオス振動子の位相に見られる短い時間スケールでの揺らぎや位相以外の状態
変数のダイナミクスに見られる分岐現象が同期特性にどのような影響をもたらすかが明らかに
なった．
以上のいずれの結果も，リズム現象に関する今後の研究に大いに役立つであろう．
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[7] Buzsáki, G., Anastassiou, C. A., and Koch, C. The origin of extracellular fields
and currents — EEG, ECoG, LFP and spikes. Nature Reviews Neuroscience 13, 6 (2012),
407–420.

[8] Canavier, C. C., Butera, R. J., Dror, R. O., Baxter, D. A., Clark, J. W.,

and Byrne, J. H. Phase response characteristics of model neurons determine which
patterns are expressed in a ring circuit model of gait generation. Biological Cybernetics
77, 6 (1997), 367–380.

[9] Coddington, E. A., and Levinson, N. Theory of Ordinary Differential Equations.
McGraw-Hill, New York, 1955.

[10] Corron, N. J. A simple circuit implementation of a van der Pol oscillator.
in CCREWeb.org [http://ccreweb.org/documents/physics/chaos/vdp2006.html],
2006.

[11] Costa, M., Pimentel, I. R., Santiago, T., Sarreira, P., Melo, J., and Ducla-

Soares, E. No evidence of chaos in the heart rate variability of normal and cardiac
transplant human subjects. Journal of Cardiovascular Electrophysiology 10, 10 (1999),
1350–1357.

[12] Ermentrout, B. Type I membranes, phase resetting curves, and synchrony. Neural
Computation 8, 5 (1996), 979–1001.



60

[13] Ermentrout, G. B., Galán, R. F., and Urban, N. N. Relating neural dynamics
to neural coding. Physical Review Letters 99, 24 (2007), 248103.

[14] Ermentrout, G. B., and Kopell, N. Multiple pulse interactions and averaging in
systems of coupled neural oscillators. Journal of Mathematical Biology 29, 3 (1991),
195–217.

[15] Feldman, A. G., Krasovsky, T., Baniña, M. C., Lamontagne, A., and Levin,

M. F. Changes in the referent body location and configuration may underlie human
gait, as confirmed by findings of multi-muscle activity minimizations and phase resetting.
Experimental Brain Research 210, 1 (2011), 91–115.

[16] Funato, T., Yamamoto, Y., Aoi, S., Imai, T., Aoyagi, T., Tomita, N., and

Tsuchiya, K. Evaluation of the phase-dependent rhythm control of human walking
using phase response curves. PLoS Computational Biology 12, 5 (2016), 1004950.

[17] Glass, L. Synchronization and rhythmic processes in physiology. Nature 410, 6825
(2001), 277–284.

[18] Glass, L., and Mackey, M. C. From Clocks to Chaos: The Rhythms of Life. Prince-
ton University Press, Princeton, 1988.

[19] Glass, L., Nagai, Y., Hall, K., Talajic, M., and Nattel, S. Predicting the
entrainment of reentrant cardiac waves using phase resetting curves. Physical Review E
65, 2 (2002), 021908.

[20] Goldobin, D. S., Teramae, J., Nakao, H., and Ermentrout, G. B. Dynamics
of limit-cycle oscillators subject to general noise. Physical Review Letters 105, 15 (2010),
154101.

[21] Gray, P., and Scott, S. K. Chemical Oscillations and Instabilities: Non-linear
Chemical Kinetics. Oxford University Press, New York, 1994.

[22] Guckenheimer, J. Isochrons and phaseless sets. Journal of Mathematical Biology 1,
3 (1975), 259–273.

[23] Hodgkin, A. L., and Huxley, A. F. A quantitative description of membrane current
and its application to conduction and excitation in nerve. The Journal of Physiology
117, 4 (1952), 500–544.

[24] Hoppensteadt, F. C., and Izhikevich, E. M. Weakly Connected Neural Networks.
Springer-Verlag, New York, 1997.

[25] Imai, T., and Aoyagi, T. Improvement effect of measuring phase response curves by
using multicycle data. Nonlinear Theory and Its Applications, IEICE 7, 2 (2016), 58–65.

[26] Imai, T., Ota, K., and Aoyagi, T. Robust measurements of phase response curves
realized via multicycle weighted spike-triggered averages. Journal of the Physical Society
of Japan 86, 2 (2017), 024009.



参考文献 61

[27] Izhikevich, E. M. Dynamical Systems in Neuroscience: The Geometry of Excitability
and Bursting. The MIT Press, Cambridge, MA, 2007.
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E 61, 6 (2000), 7212–7214.

[54] Schultheiss, N. W., Prinz, A. A., and Butera, R. J., Eds. Phase Response Curves
in Neuroscience: Theory, Experiment, and Analysis. Springer Science+Business Media,
New York, 2012.

[55] Schwabedal, J. T. C., Pikovsky, A., Kralemann, B., and Rosenblum, M.

Optimal phase description of chaotic oscillators. Physical Review E 85 (2012), 026216.

[56] Stone, E. F. Frequency entrainment of a phase coherent attractor. Physics Letters A
163, 5-6 (1992), 367–374.



参考文献 63

[57] Stuart, J. T. On the non-linear mechanics of wave disturbances in stable and unstable
parallel flows: Part 1. The basic behaviour in plane Poiseuille flow. Journal of Fluid
Mechanics 9, 03 (1960), 353–370.

[58] Teramae, J., Nakao, H., and Ermentrout, G. B. Stochastic phase reduction for
a general class of noisy limit cycle oscillators. Physical Review Letters 102, 19 (2009),
194102.

[59] van der Pol, B. A theory of the amplitude of free and forced triode vibrations. Radio
Review 1 (1920), 701–710, 754–762.

[60] Wang, X.-J. Neurophysiological and computational principles of cortical rhythms in
cognition. Physiological Reviews 90, 3 (2010), 1195–1268.

[61] Winfree, A. T. Biological rhythms and the behavior of populations of coupled oscil-
lators. Journal of Theoretical Biology 16, 1 (1967), 15–42.

[62] Winfree, A. T. The Geometry of Biological Time. Springer-Verlag, New York, 2001.

[63] Yoshimura, K., and Arai, K. Phase reduction of stochastic limit cycle oscillators.
Physical Review Letters 101, 15 (2008), 154101.


