
一一論文
計算量理論とアルゴリズム論文小特集

NP完全集合による coNP集合の近似とその応用について
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あらまし クラス C1に属する集合 L1が，クラス C2に属する集合 L2の部分集合であるとき， L1はL2

の近似であると言う.L1 CL~ であり， L~ -L1が無限集合となるような近似引が存在しないとき， L1は最

適近似であると言う.C1がクラス＇ p,C2がクラス NPである場合には， P十NPならば弱い条件のもとで最適

な近似が存在しないことが示されている．本論文では， C1がNP完全集合のクラスで， C2がcoNPである場合

に対し，同様の結果を示す.coNP集合の NP完全集合による近似は，組合せアノレゴ、リズムを実験的に評価する

際の例題生成の効率に深いかかわりをもっている．
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1. まえがき

集合 L1, L2がそれぞれクラス C1, C2に属する

とする．集合 L1が集合 L2の部分集合であるとき，

£1は £2の近似である（または， L1は L2を近似す

る）と言う．二つの集合 A,Bが，ともに集合 Lの

近似で， B cAであり， A Bが無限集合であると

き，集合 Aは集合 Bよりも良い近似であると言う．

集合 Aよりも良い近似が存在しないとき，集合 Aは

最適な近似であると言う．複雑な組合せ問題に対する

良いアルゴリズムを構築することは，（例えばクラス

Pのような）やさしいクラスに属する良い近似を求め

ることと同じである．例えば CNF論理式の充足可能

性問題（SAT）を考えたとき，より多くの例題に対し

て多項式時間で動作するアルゴリズムを開発すること

は，クラス Pに属する，より大きな SAT（充足可能

なCNF論理式の集合）の部分集合を見つけることと

同じである．

また，組合せ判定アルゴリズムの性能評価のための

例題生成においても，近似の概念が重要な意味をもっ．

近年では，（yes,noの）答を入力として与え，確率アル

ゴリズムを用いて例題を生成するという方法が主流で

ある．例えばSATの場合，例題生成アルゴリズムは，
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SATおよび， UNSAT（充足不能な CNF論理式の集

合）をそれぞれ生成する二つの独立なアルゴリズムに

より構成されている．例題生成アルゴリズムは基本的

には非決定性のチューリング機械であるため， SAT，の

ような NP言語を多項式時間で生成することは可能

である．ところが， NP十coNPならば， UNSA1等の

coNP言語を多項式時間で生成することは不可能であ

る．従って，多項式時間で動作する例題生成アルゴリ

ズムを開発するために， coNP集合の NP集合による

近似を見つけることが必要となってくる．

上述の場合，できるだけ大きな近似を見つけるこ

とは，できるだけ多くの例題を多項式時間で生成で

きることを意味する．従って，この場合も良い近似

を見つけることが重要となってくる．ところが，例

題生成の場合は，クラス Pのようなやさしいクラス

の近似を見つけるのでは意味をなさない．例えば，

次のような，充足不能な論理式を生成するアルゴリ

ズムを考えてみる.(i）任意の論理式 fを生成する．

(ii）任意に二つの変数 Xi, Xj を選び， fに四つの項

(x; ＋町）（x;＋可）（五十町）（五＋可）を付け加える．

このアルゴリズムは，確かに UNSAT，の部分集合を生

成する．しかし，生成される論理式からなる集合はク

ラス Pに属するため， SATアルゴリズムの性能評価

には役立たない．

近年，充足不能な CNF論理式［1],[8］，非ノ＼ミルト

ングラフ［9],k色塗分け不能なグラフ［11］といった
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coNP言語の例題生成アルゴリズムが提案されている

が，それらは上述の近似の概念を利用したものであ

る．中でも， AIMジェネレータ LIJは，実際にベンチ

マーク例題を生成するのに稼動している.AIMジェネ

レータは次のような特徴をもっている［8］.無限の集

合列 L口ヲL1γ・，L包，Li十1，・・・が存在し， (i）各 L包は

UNSATの近似である.(ii）各 LiはNP完全である．

(iii) Li C L十lであり， Li十1一L包は DP完全であ

る（すなわち L,+1は本質的に L，よりも良い近似で

ある）．直観的には AIMジェネレータは UNSATのい

くらでも良い近似を生成できるということになる．

それでは，いくらでも大きな近似が存在するのか，

それとも最適な近似が存在するのかという疑問が当然

生じる. NP集合を P集合で近似する場合には， NP

集合 Aがある弱い条件を満たせば， Aには最適な P

近似は存在しないという結果（P-levelability）が示さ

れている［IO］.この文献では， NP集合 Aが従順充填

集合ならば， (i)Aにはクラス Pに属する近似 Bが存

在し， Bは無限集合である， (ii)p十NPならば， A

は最適な P近似をもたない，ということが示されてい

る［10].

本論文では， coNP集合を NP完全集合で近似する

場合に対し，同様の議論を行う．本論文では， (i)coNP 

完全集合 Aは，ある弱い条件の元で NP完全近似を

もっパii)NP十coNPであり， coNP集合 A，および

AのNP完全近似 Bがある条件を満たすならば， B

よりも良い NP完全近似が存在する，ということを示

す. [10］では， NP集合 A のP近似 Bが最適でな

いためには， A に対する条件だ貯が必要であったが，

我々の結果 (ii）においては， NP完全近似 Bが最適

でないためには， A, B両方の集合に条件が必要であ

る．すなわち，我々の条件は［10］の条件よりも強い

ものである．しかし，我々の条件も十分に一般的であ

る.4.で，条件の一般性を示すために， coNP完全集

合 NHと現在知られている最も良い NP完全近似で

ある NS2Fが我々の条件を満たすことを示す．更に，

5.では，我々の条件を弱めることができることを示す．

2. 定義および背景

本論文では，集合は｛0,1｝＊の部分集合であり，関

数は｛oぅ1｝本から｛Oぅ1｝ヰへの写像を意味する．列 f

の長さを Iiiで，集合 Sの濃度を ISiで表す．集合

｛ψ（f) IfεS｝のことを単に ψ（S）と書く．任意の列

fεSに対して， ψ(f）εSが成り立つとき，集合 S
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は関数ψで閉じていると言う．任意の列 fに対して，

｜ψU)I > Iiiであるとき，関数ψは長さ増加関数であ

ると言う．任意の列 f,gに対して， o(f)= o(g）な

らば f=gであるとき， 6は1対 1関数であると言

う．任意の集合 S1,S2に対し， 8(S1)nψ（S2) ＝砂で

あるとき，関数 6とψは互いに素であると言う．あ

る集合の P(NP, NP完全）集合による近似を単に P

(NP, NP完全）近似と書く．

まずはじめに， NP集合を P集合で近似する場合に

ついて述べる［2].

［命題 1] A は A't pである集合とする．また，次

の条件を満たす関数ψが存在するとする．

( i) 集合 Aおよび Aはψで閉じている．

(ii) ψは長さ増加関数である．

(iii) ψは多項式時間で計算可能である．

このとき，集合 Aには最適な P近似は存在しない．

（証明） [2］最適な P近似 Bが存在したと仮定する．

このとき，集合 Cを以下のように定義する．

C = {f If 't B かっ ψ(f）εB}.

BεPで， ψが多項式時間で計算可能なので， CεP

である．各 fE Aに対して，以下のような無限集合

D.rを考える．

DJ= {f，ψ(f）ヲψ2（！），・・．？ψn(f）γ・ー｝．

集合 A は ψ で閉じているので， DJ~二A である． ψ は

長さ増加関数であるので，集合 Dtはクラス Pに属す

る．また， B は最適近似であるので， Dt B は有限

集合である．もし， DJ-Bが無限集合なら， BUDt 

が Bよりも良い P近似であり，仮定に矛盾するから

である．

A 't Pなので， A Bは無限集合である.BηDt十。

なので，各 fι A-Bに対して，集合 DJは集合 C

のある列 gを含んでいる．また， ψは長さ増加関数な

ので lgl~ Iiiである.Clgl = Iiiであるのは， g=f

のときのみである．）従って，ある固定された gに対

して， gξ Dtとなる fεA Bの数は有限である．

A Bは無限集合であるので，上述のような列 gは無

限に存在することになる．よって，集合 C は無限集合

である．集合 Cの定義より， cn Bニ日であるので，

集合 C-Bは無限集合である．また， BεP,CE 

Pなので， Bu CξPである．従って，集合 BUC 

は集合 B よりも良い近似であり，集合 Bが最適近似

であるという仮定に矛盾する． 口
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ψが長さ増加関数であるという条件を弱めることが

できる．関数 ψが次の条件を満たすとき， ψは逆関

数が有限停止であると言う.(i）すべての列 fに対し

て｜ψi(f)Iが有限である．但し， ψ－k(f)={glf=
ψk(g）｝ である.(ii）ある多項式 p(x）が存在して，す

べての列 fに対して ψP(lfl)(J)＝のである．命題1

において， ψが長さ増加関数である代わりに ψlは逆

関数が有限停止であるとしても次のごつの条件は満た

される．

(a) 集合 Dtは無限集合でクラス Pに属する．

(b) ある gに対し， gε Dtとなる fの個数は有

限なので，集合 Cは無限集合である．

従って，命題1は逆関数が有限停止である ψに対して

も成り立つことがわかる．以下，命題2のψ，l定理1

のψ，6，および定理3のψ，6はすべて，長さ増加の

条件を逆関数が有限停止であるに変更しても成立する．

命題lと同様にして NP集合による近似の場合も容

易に証明できる．

［命題 2] AはAi NPである集合とする．また，多

項式時間計算可能な長さ増加関数 ψが存在し， Aお

よび Aはψで閉じているとする．とのとき，集合 A

には最適な NP近似は存在しない．

（証明） 最適な NP近似 Bが存在したとする．集合

CをCニ {JIψ(f）ιB｝と定義すると， CεNPで

あり， Cu BεNPである．この場合， C とBが共

通部分をもってしまう可能性があるが，この場合も命

題 lと同様に， C Bは無限集合であり， Cu Bが

B よりも良い近似であるということが言える． 口

P-levelabilityの定義には，最適な P近似が存在し

ないことだけでなく，無限集合である P近似が存在す

ることも含まれている．命題1の場合には， ψが長さ

増加関数なので，無限集合近似の存在は以下のように

して容易に示すことができる．任意の列 fεAに対し

て，集合 {f，ψ(f),1/;2（！）γ・・｝は無限集合であり，ク

ラス Pに属する．ところが，［10］では，近似の存在が

自明でない場合についても述べられている．

最適近似の存在を考える前に，まず，近似の存在，す

なわち coNP完全集合に NP完全近似が存在するかど

うかについて考えてみる．例えば Berman-Hartmanis

予想［4］が成り立つならば，この主張は明らかに成り

立つ．しかし，実際は，これよりもより弱い条件のも

とでも我々の主張が成り立つ．

［命題 3] LをcoNP完全集合とする. UNSATから

Lへの多項式時間変換 αが存在し， αはl対 l，か

つ，長さ増加関数であるとする．このとき， LはNP

完全近似をもっ．

（証明） 明らかに UNSATは NP完全近似 R をも

っ（例えば， n-1変数からなる充足可能な論理式に

(xn）（否；：）を加えてできる論理式の集合や， AIMジェネ

レータ［1］によって生成される集合等を R と考えるこ

とができる）． αはUNSATから Lへの多項式時間変換

なので， α（UNSAT）ιLである．また， R豆UNSAT

なので， α（R）三α（UNSAT）である．従って， α（R）三L

となる．

Rが NP完全集合であり， αは1対 l関数なので，

α（R）はNP困難である．また， α（R）がNP集合であ

るととは，以下のような非決定性チュ←リング機械 M

の動作を考えれば容易にわかる．列 νが与えられたと

き， M は列 zモRを非決定的にゲスし， α（x）を計算

し， α（x)= yかどうかを検証する． αが長さ増加関

数なので，この動作は多項式時間で行うことができる

（αが長さ増加関数であるという条件は，ある多項式p

が存在し，すべての zに対して lxl壬P(Iα（x)I）であ

るという条件に弱めることができる）．従って， α（R)

はLの近似であり， NP完全集合である． ロ

最後に，近似の概念を利用した例題生成法について，

SATを例にとり簡単に述べる［1］.以下のアルゴ、リズ

ム［1］は， N項からなる充足可能なすべての論理式を

（非決定性の）多項式時間で生成することができる．

(1) 解（αI，α2,・・・,an）を非決定的に選ぶ．但し，

向は Oまたは 1である．

( 2) (1）で選んだ割当てのもとで0とならないよ

うな項 Cを非決定的に生成する．このことは，変数

引をランダムに選び， αi= 1ならば Xi を，向＝ 0

なら Xiをあらかじめ項 Cに加えることにより行うこ

とができる．

( 3) ( 2）を N 回繰り返す．

このように， NP集合を生成するのは比較的簡単で

ある．しかし， coNP集合の生成は効率的に行うこと

ができない．充足不能な論理式を生成する以下のアル

ゴリズム［1］を考えてみる．

(1) 変数ぬをランダムに選び， f= (xi)(x,）と

する．

( 2) 以下の四つの規則の中から，適用できるもの

をランダムに選び、fに適用させる．但し， zはリテラ

ルを， Aはリテラルの和を表す．

( i) (A）→（A+x)(A＋否），

( ii) (A)(A十 x）→ （A),
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(iii) (A十 x）→（A),

(iv) ランダムな項を fに加える．

( 3) fを出力する．または，（ 2）に戻る．

このアルゴリズムは， Resolutionと呼ばれる定理

証明系の規則を逆に適用したものである. Resolution 

は，すべての充足不能式を証明できるので，このアル

ゴリズムはすべての充足不能式を生成することができ

る．しかし， Resolutionでの証明が指数ステップかか

る論理式の集合が存在するため［6］，このアルゴリズ

ムは多項式時間では動作しない．このアルゴリズムが

多項式時間で動作するように改良するために，（ ii）の

規則の適用回数を例えば定数回に制限することにより，

UNSATの部分集合を多項式時間で出力させるように

することができる．すなわち，近似の概念を利用する

わけである.(ii）の規則を全く使わなくても，生成さ

れる例題集合は NP完全であるということが証明され

ている［l],[8].

3. 主定理

前章で見たように，最適な P近似が存在しないこと

の証明を，最適な NP近似が存在しないことの証明に

応用するのは簡単である．そこで，最適な NP完全近

似の存在について考えてみる．集合 Bが集合 Aの

NP完全近似であるとする（図 1). B はNP完全集

合なので，任意の NP完全集合 X に対して，ある多

項式時間変換 αが存在し， α（X）三B，α（X)r;_Bとな

る．よって， A Bが無限集合で、あっても，その大部

分が α（X）と重なる可能性がある．この場合，命題2

で用いた，集合 B を拡張するという方法は使うこと

ができない（新しく拡張された集合が α（X）と重なっ

てしまうと，その集合の NP完全性が保証できないか

らである）．このように，命題 2をNP完全近似に応

用するのは容易ではない．

主定理には，二つの関数 ψおよび 6を用いる． ψ，

A 

図l NP完全近似
Fig. l An NFC-approximation. 
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6は命題l,2と同様に，多項式時間計算可能な長さ増

加関数である．更に， 6は以下の三つの条件を満たす

関数である（4.に具体的な ψ，6の例を述べる）．

( i) 6は1弁す1である．

(ii) i5-lは多項式時間で計算可能である．

(iii) 6とψは互いに素である．

［定理 l] AをcoNP集合， B をAのNP完全近似

であるとする． ψ，6は上述の条件を満たす関数であ

るとする. A, A は， ψ，6で閉じているとする．ま

た， B は 6で閉じているとする．このとき， NPキ
coNPならば， B は最適近似ではない．

（証明） B はNP完全集合なので，任意の NP完全

集合 X に対して，ある多項式時間変換 αが存在し，

α（X）三B，α（X)r;_Bである．まず， α（X)r;_Aとなる

ような X および αが存在する場合について考える．

この場合は，命題2の方法をそのまま適用しでも，集

合 Bを拡張したとき α（X）と重なることがないため，

命題2と同様に証明できる．従って，今後は，どのよ

うな（Xぅα）の組も α（X）什A十日を満たすと仮定

する．

まず，以下のような表記を定義する.g = 8（！） とな

る列 fが存在しないとき， i5-1(g)= A と書く．また，

8 l(g）ニ Aであり，ある i::; 0が存在して 8i(g)= f 

となるとき gニ6一＝u）と書く．

集合 C を C＝α（X)nA, Coを Co={8 =u) I 

fεC｝と定義する（図 2).Coは以下の理由により，

無限集合であることがわかる.Coが有限集合である

と仮定する．すると，列 fεα（XuX）が与えられた

とき， fεCかどうかを多項式時間で判定することが

できる．これは， fに8 1 を適用できなくなるまで繰

り返し適用させ，最後に得られた列が Coに含まれる

かどうかをチェックすることにより行うことができる．

A 

図2 定理1の証明
Fig. 2 Proof of Theorem 1. 
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そこで，多項式時間変換 αから新たな多項式時間変換

αfを以下のように定義する．列 zが与えられたとき，

α（x）経Cなら α＇（x)＝α（x），α（x）ξCなら a'(x)

は A のある列とする．上述のように， α（x）が C に

含まれるかどうかを多項式時間で判定できるので， αf

は多項式時間変換である．ところが a'(X)nA＝砂で

あり，そのような X,a＇の組が存在しないという仮

定に反する．従って Coは無限集合である．

次に D= 6(C), E = {f I (a) 6-1(!) E Bまたは

(b) 6-1 (f) = Aぅψ(f）εB｝と定義する．

ここで，以下の（ i）～（v）について考える．

( i ) 集合 Aは6，ψ1で閉じているので， E豆A

である．

( ii) BεNPで， 6 1とψは多項式時間計算可

能なので， EεNPである．

(iii) 以下の理由により EnD＝砂である.fξD  

とすると，定義より o-lu）己Cである．よって集合

E の定義の条件（b）は fには当てはまらない．また，

BnC＝日なので， 6-1(f) 1:. Bである．従って条件

(a）も当てはまらず， EnD＝砂が言える．

(iv) 以下の理由により C - Dは無限集合であ

る．ある列 foεCoに 6を繰り返し適用することを

考える. fi+I = D(j;) (i註0）とする（図 2参照）．

fo, fi, h, ・の列の中で，最初に Cに入る要素を fi

とする．集合 Dの定義より， Jiうf,+1ぅ・．うんが Cに

含まれているなら，五一1-1γ ・うfj十1 は D に含まれて

いる．つまり， LはC D に含まれている．同様に

foと異なる列 goE Coに対しても同様に 6を適用さ

せる.6は 1対 1関数なので， fiニ gj となるような

i,jは存在しない．すなわち， Co中の異なる二つの列

f口， goに6を適用させて， C Dの同じ要素に到達

することはあり得ない.Coは無限集合なので C-D

も無限集合である．

(v) 以下の理由により， E-Bは無限集合である．

各 fε C-Dに 6 1 を繰り返し適用させていくと，

Coの定義より，最後には Coの要素が得られる．この

過程には次のような二つの場合が考えられる.(a）この

過程の途中で，いずれかの要素が集合Bに含まれる場

合，および，（b）どの要素も Bに含まれることなく Co

の要素に到達する場合. (a）の場合，初めて Bに含ま

れる直前の要素を g1とする．すなわち， 6 1 (g1）ε B  

であり， fから g1に至るまでにはどの列も Bには含

まれていない．また，（b）の場合，最後に得られた Co

の要素をのとする．すなわち， 61(g2) = Aである．

(iv）より C D は無限集合で， 6が 1対 1関数なの

で，上述のような g1およびのから構成される集合

も無限集合である．定義から g1ε E-Bなので， g1

が無限に存在すれば， E-Bは無限集合である．ま

た， g2が無限に存在するなら，命題 l, 2と同様の議

論で， g2にψを繰り返し適用していくと， E B が

無限集合であるということが言える．この場合， 6と

ψは互いに素なので， ｛g2，ψ（g2），ψ2(g2）γ・・｝という

集合は D と重ならないことに注意されたい．

(i）より，集合 Eu B は集合 Aの近似であり， (ii)

より， EuBεNPである．また，（v）より， （EuB) B 

は無限集合である．最後に， Eu Bが NP完全集合

であることを示す．そのために，多項式時間変換 αf

を α＇＝ 6 α と定義する． αfは明らかに多項式時間

計算可能である． α＇（X)(=6（α（X）））は D および，

Aの要素のみを含むため，上述の（iii）より， E と

は共通部分をもたない．また， Bカ＇6で閉じている

ので， a'(X）は B とも共通部分をもたない．よって

α＇（X）三Eu B である．また，すべての gεBに対

して， Eは 6(g）を含んでいるので， α＇（X）豆Eu B 

である．すなわち， Eu B はNP完全集合であり， B

よりも良い近似である． 口

我々は例題生成への応用を考えているため，定理 l

において，集合 A はcoNP集合としているが，実際

には NP以外のクラスの集合であれば定理は成り立つ．

また，定理 1における， Bが δで閉じているという

条件は弱めることができる（5.参照）．

4. 主定理の応用

本章では，具体的な coNP完全集合とその NP完全

近似に対して，定理 1の条件を満たす関数 6とψを

示す. coNP完全集合としては，ハミルトン閉路をも

たないグラフからなる集合 NHを，また， NHの NP

完全近似として，非 sub-2-factorであるグラフの集合

NS2F [5］を取り扱う.NHには， NlT[3］という NP

完全近似が知られているが， NS2FはNlTよりも良い

NP完全近似であることが示された［9].

NS2Fは，頂点集合 Vを，（ i) T ＝ト V,(ii) w(T) > 

1s1+ I:Q, l虫千iZ2Jを満たすような互いに素な R,

S, T (Vニ RuSuT）に分割することのできるグラ

フの集合である．ここで， w(T）はTの連結成分の数，

QiはRの各連結成分， edge(Q,,T）は Qiの頂点と

Tの頂点を結ぶ枝の数である．図 3にNS2Fのグラフ

の例を示す．図に示された頂点分割では， w(T)= 4, 
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ISi = 1, I:Q包 L虫呼il.TIJ= l~J+l~J =2となっ

ており，上述の条件 (i)' (ii）を満たしていることが

わかる．

ととで，定理 1の条件について再び触れておく.15 

とψの満たすべき条件は以下のとおりである.( i) /5 

とψは多項式時間計算可能な長さ増加関数である．

(ii) 15は1対 1である.(iii) 15-lは多項式時間で計

算可能である.(iv) 15とψは互いに素である.(v) A 

とAは6とψで閉じており， Bは6で閉じている．

ここで， A はcoNP集合を， B はAのNP完全近似

を表す．

関数 6とψを図 4に示す．形式的には，グラフ

G = (V,E) (V = {v1,v2 ・パJn 1, Vn｝） に対して，

15(G) = (V＇ヲE'), (V' = VU{vn+1,Vn+2}, E' = 

Eu {(vn,V叶 1),( Vn+ 1 , Vn十2)}U{(vn+2,vi)I (v川町）

I 

I 
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図3 NS2Fのグラフの伊j

Fig. 3 A graph in NS2F. 

図4 関数 6および ψ
Fig. 4 Functions 8 and ψー
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εE｝）， ψ（G) = (VぺE")(V" =VU {vn+1,Vn+2, 

Vn+3},E" = E U  {(vn,Vn十1),(vn+1,vn+2), (vn+2, 

Vn+3)} LJ ｛（りη十3パ！i)I (vn, vi) E E｝）である．

［定理 2] 6とψは条件（ i）～（ V）を満たしている．

（証明） 本証明では Bが 6で閉じていることのみを

示す．他の条件が満たされていることは明らかである．

このことを示すためには，任意のグラフ Gに対して，

15(G）εNS2Fならば GεNS2Fとなることを示せばよ

い.15(G）εNS2Fであると仮定する．すると， 15(G）の

頂点集合 V'(=Vu {vn+1,vn+2｝） を R,S', T＇に

分割する II＇が存在し，

ゃ Iedge(Q；ぅ T')I 
w(T') ＞げ｜＋γI 2 I (IJ 

Q’」」

を満たしている．以下，

"' I edge(Qi, T) I 
w(T) > ISi ＋ツトゴ－｜

Q，」 J

(2) 

を満たす， Gの頂点集合 Vから R,S, Tへの分割

Hが存在することを示す. Vn, Vn+l, Vn+2が II＇に

よってどのように分割されているかに応じて，以下の

三つの場合に分けて考える．

(A) Vn, Vn+l, Vn+2のうち，少なくとも一つが

S＇に入っている場合．

(B) Vn, Vn+l, h 十2 のうち少なくとも二つが R'

に入っていて，残りは Tに入っている場合．

(C) Vn, Vnー卜1, Vn十2のうち R＇に入っているもの

はたかだか一つで，残りが T＇に入っている場合．

場合（A）：まず， II＇の元で Vn+lεS＇または

Vn十2ε S＇となっている場合を考える．この場合

は， H を II＇と全く同じようにする．すなわち，

グラフ 15(G）の頂点叫が町の元で R＇に入って

いるなら， H はグラフ G の 頂 点 引 を R に割り

当てるという具合である.Vn+l, Vn+2のうち， T'

に入っているものはたかだか一つなので， Vn+l と

Vn+2を取り去ることによって w(T＇） はたかだか 1

しか減らない．すなわち， w(T）主主 w(T')-1と

なる．同様に， h 十1, Vn+2のうちどちらか一つは

ダに入っているので， ISi孟 IS'I-1が成り立つ．

U叶 1 と Vn+2 を取り去ることにより校数は減少

するので， I:Qil坐乎TIj壬I:Qd出許可
となる．従って，切（T）三w(T')-1 > IS' I -1 + 
I:Q; l出戸ユj注ISi十I:Q,同 pjとな

り，分割 Hは（2）を満たすことがわかる．
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次に， E の元で VnεS＇の場合を考える＇ Vn と

りη＋2 は同じ頂点につながっているので， NS2Fへの属

性を考えたとき，全く同じ役割をしていることがわか

る．すなわち， h とVn+2は対称である．従って，こ

の場合は， II＇による V＇の分割で， Vn とVn+2の属

性を入れ替えても式（1）を満たす．よって， Vn+2ES' 

の場合と同様に考えることができ，分割 H を構成す

ることカまで、きる．

場合（B）：この場合は，更に細かく三つの場合分け

をして考える， (B-1) Vn+l とVn+2が R＇に入ってい

る場合， (B-2) Vn とりη＋1 が R＇に入っている場合．

(B-3) Vn とりπ＋2が R＇に入っている場合．

場合（B四 1）：この場合は， II＇と全く同様に H

を構成すればよい．切（T)= w(T'), ISi = IS'I, 

I:Q, 伴ドいおl出伴Jとなり，分

割 Hが式（2）を満たしていることが容易にわかる．

場合（B♂） : Vn と Vn+2 の対称性を用いて（B-1)

の場合と同様に考えることができる．

場合（B-3): v叶 1 巴 R＇の場合は，（B』 1）または

(B-2）の場合に含まれているので，ここでは， rの

もとで Vnξ R',Vn+lεT', Vn十2 E R＇となってい

る場合のみを考えればよい．まず， Vn十2 につながっ

ている頂点のうち， T＇に割り当てられているものが

少なくとも一つある場合を考える．それを町とす

る．この場合は， HをII＇と全く同じにする．すると，

ISi = IS'I, w(T) = w(T') -1となっていることは容

易にわかる．また， Vn+2(ER＇） とT＇の頂点を結ぶ

枝は少なくとも二つ（（Vn+2, Vn+1）と（vn+2ヲ勺））あ

るので， I:Q,戸争.TIJ立 Qd出ドユJ1 

となっている．従って， Hは（2）を満たしている．よっ

て，今後は， Vn+2 とつながっている頂点はどれも T

に入っていない場合を考える， Vn+2 につながってい

る頂点のうち， R＇に割り当てられているものが少な

くとも一つあるとする．この場合も H を II＇と同じ

にする， Vn, Vn+2 はともに R＇の頂点で，ともに他

の R＇の頂点とつながっているので， Vn とり九十2 は

同じ連結成分に入っている．二つの枝 （vn,Vn+1）と

(vn+1,Vn+2）は 8(G）にはあるが， Gにはないので，

LQ, 戸FJ江 Q；戸乎4 1である

また， w(T)= w(T') 1であるため， Hが（2）を満た

していることがわかる， Vn+2 につながっている頂点

が Vn+l以外はすべてグの頂点、なら， Vn以外は II'

と同じ分割にして， Vn を T に割り当てれば，式（2)

を満たす．

場合（C) : (A), (B）で取り扱われなかったの

は，以下の四つの場合のみである， (C-1) Vn ξ T', 

Vn+lεT', Vn+2 ER', (C-2) Vn ET', Vn+lιR', 

Vn十2己T'.(C司3) Vπε R', Vn+lεT', Vη十2ε T'.

(C-4）りnε T',Vn十lε T',Vn+2 ET＇，いずれの場

合も， H を II＇と同じにすれば（ 2）が満たされている

ことを，これまでと同様にしてチェックすることがで

きる． 口

［系 1] NP十coNPならば， NHの NP完全近似

NS2Fは最適ではない．

5. 6に対する条件の緩和

定理 1において， Bが 6で閉じているという条件

が必要であった．しかし，この条件は強すぎるように

思える.8は長さ増加関数である．従って， lgl= n 

なら l82n(g)I > znである. fニ 82n(g）とする.A

とA は 6で閉じているので， gが A に入るかどう

かをチェックすることにより， fが Aに入るかどうか

を判定できる．この場合， fのサイズが十分に大きい

ので， gEAの判定に指数時間かかっても JEAの

判定は多項式時間でできることになる．我々は，近似

B をできるだげ大きくしようとしているので， Bが

このような fを含むことは十分に考えられる．従っ

て， gε A-Bに対して，十分大きな iをとっても

6包（g)tj._ Bであるという条件は自然ではない．本章で

は，この条件を，より自然な条件に弱めても，定理1

が成り立つことを示す．

Sを集合， p(n）を実数から実数への関数とする．列

fに対して，ある列 gと整数 z孟P(lgl）が存在し，

f = 8'(g）と書けるとき， fは関数 p（η）に関して成

熟であると言う．任意の fεSに対して， fが p(n)

に関して成熟でないならば 8（！） εSであるとき，集

合 Sは関数 p(n）に関して関数 6で閉じていると言

う. fが p(n）に関して成熟ならば， 8（！） もp(n）に

関して成熟であることに注意されたい．

［定理 3] 定理1において， Bが 6で閉じているとい

う条件を， Bが，ある多項式 p(n）に関して 6で閉じ

ているとしても定理は成り立つ．

（証明） 本定理の証明は，定理 1の証明とほぼ同様に

行うことができる．但し，定理1の証明中に使われた

多項式時間変換 d と集合 D,E を以下のように変更

する．

( i) E ={f I (a) 8-1（！） εBかつ fは成熟でな
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いまたは（b),5-1(!) = Aかっ ψ（f)モB}.

(ii) D = {8(!) ¥ fεCかつ fは成熟でなし守 U

U IfεCかつ fは成熟である｝．

(iii) α（x）が成熟ならば， o!(x)= 8・α（x），α（x)

が成熟でないならば， αI(x）ニα（x).

この場合も，定理1と同様，（BuE) n Dニ砂とな

ることに注意されたい．

今回は，定理1の場合と違い C-Dが有限集合であ

る可能性がある．この場合，定理1で、使った， C D 

の要素に ,5 1を繰り返し適用させていく方法では，

E Bが無限であることを示すことはできない．し

かし， C-Dが有限であるならば，以下の理由によ

りA (BuCuD）が無限集合であることがわかる．

A (BuCuD）が有限であると仮定する．集合 C,

D の定義から， ＼D C＼；豆 IC DIであることがわか

る， C Dが有限集合なので， D-Cも有限集合で

ある．従って A (Bu(CnD））は有限集合である．

また， ConD＝日であるため， Co B は有限集合

であり， B EミNPなので， B U Co E NPである．集

合 B＇をB'= WU) IfεB UCo, z孟O｝と定義す

る．列 fが与えられたとき， B UCoの要素と， 6の

適用回数をゲスすることにより fε B＇を多項式時間

で判定できる．従って B＇εNPである.B＇の定義よ

りB'2_BU(CnD）であり， A-(Bu(C門D）） は有

限なので， A-B＇は有限集合である.B' E NPなの

で AεNPであり， NP=coNPとなり仮定に矛盾す

る．従って A-(BuCuD）は無限集合である．よっ

て， C D が有限集合である場合，命題 1,2と同様

にして，この無限集合 A (Bu Cu  D）の要素に ψ
を適用させることにより E-Bが無限集合であると

いう結果を得ることができる．

6. むすび

口

本論文では， coNP集合を NP完全集合で近似する

際の，最適近似の存在性について議論を行った．その

結果，比較的弱い条件の元で，最適近似が存在しない

ことがわかった．また，そのような条件を満たす coNP

完全集合と，その NP完全近似の例を示した．
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