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あらまし 安定結婚問題の例題では、各個人の希望リストは異性全員を含み、完全に順位付けされている必要がある。

しかし、実世界での応用を考えると、ベアになりたくない相手は希望リストに書かない不完全リストや、女子みが同じ

程度の人は優劣をつけなくて良い罰順位リストという 2つの自然な拡張が考えられる。どちらか一方の拡張のみを許

した問題は多項式時間で解くことができるが、両方の拡張を許した場合、最大サイズの安定マッチングを見つける開

題は NP困難になることが知られている。任意の 2つの安定マッチング、のサイズは最大で、も 2倍しか異ならないとい

うことは簡単にわかるため、近似度が 2の近似ア／レゴリズムは自明である。 2よりも良い近似度を実現する近似アル

ゴリズムを与える結果はいくつか知られているが、それらは、例えば間JI頃位の長さや出現数などの制限を加えられた

下でのものだけである。現在まで一般的な入力に対し、近似度が 2未満となる近似アノレゴ、リズムは知られていない。

本論文では、一般的な例題に対し、近f以度が 2未満となる非自明な結果を初めて示した。我々のアルゴリズムの近似

度は 2-c略立である。（ここで、けま任意の正定数で、 Nは入力中の男性の数である。）
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Abstract An instance of the classical stable marriage problem requires all p泊、ticipantsto submit a strictly ordered 

preference list containing all members of the opposite sex. However, considering applications in real-worldうwecan 

think of two natural relaxationsう namelyぅincompletepreference lists and ties in the lists. Either variation leaves 

the problem polynomially solvableうbutit is known that finding a maximum cardinality stable matching is NP-hard 

when both of these variations are allowed. It is easy to see that the size of any two stable matchings differ by at 

most a factor of two, and so, an approximation algorithm with a factor two is trivial. There are several contributions 

that give approximation algorithms with factor better than two, but they are only for restricted instancesうsuchas 

restricting occurrence of ties and/or lengths of ties. Up to the presenもう thereis no known approximation algorithm 

with ratio better than two for general inputs. In this paperうwegive the first nontrivial result for approximation 

of factor less than two for general instances. Our algorithm achieves the ratio 2 -c略立 foran arbitra均 positive

constant c, where N denotes the number of men in an input. 
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1. はじめに

安定結婚問題は GaleとShapleyによって提唱されたマッチ

ング問題である［7]oこの問題の例題は、 N人の男性、 N人の

女性、および各値人の希望リストから成る。希望リストとは、

各個人の好みに基づき、異性全員を全)I麗序で並べたりストであ

る。男女間のマッチング、 M において、以下のような 2つの条

件を満たす男性m と女性wのベアを不安定ペアという。（i)m 

はM でマッチしている棺手より wの方が好きである。（ii）初

段 M でマッチしている相手より mの方が好きである。不安

定ベアのないマッチング、を安定マッチングという。安定結婚問

題は、与えられた例題に対し、安定マッチングを求める問題で

ある。 GaleとShapleyは任意の例題が少なくとも 1つの安定

マッチングを持つことを示した。また、与えられた例題からそ

の安定マッチングを O(N2）時間で求める Gale-Shaple.γアルゴ

リズムを示した［7]o

しかし、大規模な割り当てシステムへの応用を考えると、各

個人（または団体など）が相手方のメンバー全てを全！慎序でJi顕

位付けするというのはあまり現実的ではない。このため、 2つ

の自然な拡張が考えられている。 1つは希望リストに間Ji慎位を

含めることを許したものである［9],[15］。間Ji開立を許した時、安

定性の定義を諺正する必要がある。男性と女性が現窓のパート

ナーより厳密にお互いを好む時、その男女を不安定ベアとしづ。

そのような不安定ベアのないマッチング、を弱安定（あるいは単

に「安定J）であるという。任意の例題に、弱安定マッチングは

少なくとも 1つ存在し、 Gale-Shapleyアノレゴリズムを利用す

ることで O(N2）時間で求めることができる［針。もう 1つは、

ノfートナーとして受け入れたくない相手をリストに警かないこ

とを許す拡張である。従って、希望リストは不完全リストとな

る。ここでも、不安定ベアの定義は拡張される。男性mと女性

wl士、（i)m は自分のマッチしている相手よりも ωを好きであ

るか、現をシング、ノレで、あるが w；をリストに書いている、（ii)w 

は自分のマッチしている相手よりも mを好きであるか、現住シ

ングノレで、あるが mをリストに書いている、の両方が成り立っ

とき、（？九ω）は不安定ベアであるという。この場合、安定マッ

チングは完全マッチングになるとは限らない。しかし、 1つの

例題に対する全ての安定マッチングはサイズが同じである向。

Gale-Shapleyアルゴリズムにより安定マッチングを 1つ求め

ることは多項式時間で可誌であるため、最大サイズ、の安定マッ

チングを多項式時間で求めるのは自明である。

しかし、間Ji演伎と不完全リストの両方の拡張を同時に許し

た場合、 1つの例題に対し異なったサイズの安定マッチングが

存在する可能性があり、最大サイズ‘の安定マッチング、を見つけ

る問題（MAX SMTI (MAXimum Stable Marriage with Ties 

and Incomplete lists））が NP関難になることが知られてい

る［20］ぅ［24]oMAX SMTIに対する近蝕解法については、以下

のことが知られている。関じ例題に対する 2つの安定マッチン

グのサイズは最大でも 2倍しか変わらないことが簡単に分かる

（例えば、［24］の定理5参照）。また、 Gale-Shapleyアノレゴジズ

ムを利用することにより安定マッチングが多項式待関で求める

ことができるため、近似度が 2となる近似アノレゴリズムの存在

は告明である。最近、制限された入力集合に対して近限度が 2

よりも格段に良い近似アルゴリズム、例えば男性にのみ長さ L

の間Ji慎位を許した例題に対する近似度が π？手rすでとなるアノレ(1十lL勺

ゴリズム［13］や、男性のみに長さ 2の同Ji譲位を許した例題に

対する近似度 10/7の確率アルゴ、リズム［12］が示された。

本論文では、何の制限もない MAXSMTI例題に対して近制

度が 2を下回るアノレゴリズムを初めて示す。我々の提案する局

所探索アルゴリズムの近似度は 2-c喝主である。ここで cは

任意の正定数である。

関連結果

現実世界において、割り当てシステムに安定結婚問題を利用

している例はいくつか存在する。中でも最も有名なものは、研

修医を病院に、双方の希望リストを用いて配属するものであ

る。例えばアメリカでは 3万人を超える研修医を病院に割り

当てるシステムに用いられており、 NRMPとして知られてい

る［9],[23］。日本でもこの種のシステムが 2003年から用いら

れ始めて、最初の年には、参加者約 8千人のうち 95%以上も

がマッチされるという大成功を納めた。その他にもカナダでは

CaRMS、スコットランドでは SPAとして陪様の問題が知られ

ている［16],[l 7]oその他の応用として、ノルウェー［5］やシン

ガポーノレ［2可で、生徒を学校に配属するシステムに利用されて

いる。

MAX SMTIに対する近似可能性や近似不可能性の研究結果

は数多く知られている。近似不可能性に関しては、 MAXSMTI

はAPX-hardであることが示され［10],[ll］、その後（PキNPの

仮定の下で）近似度の下限が 21/19となることが示された［13]o

この下躍は同Ji関位を一方の性別にしか許さず、その同順位の長

さが 2で、 1人につき 1つの同順位しか許さない場合にも成り

立つ。近似可能性に関しては、前にも述べたように l人当たり

の伺Ji関位の数や同Ji演位の長さを制限した入力に対して、近f以度

が 2よりも良いアルゴ、リズムが存在する［12],[13], [24］。

SMTIの他にも、強安定マッチング、［19],[22］やランク極大

マッチング、［18］等、様々なマッチング問題［l],[4], [6］が最近註

自されている。

MAX SMTIと関様に、 2－近似アルゴリズムの構築は簡単だ

が、 IEの定数εに対し（2-E）ー近似アノレゴりズムを構築するのは

格段に難しい問題がいくつか存在する。例えば、最小頂点被覆

問題（MINVC)や最小極大マッチング問題（MINMM）といっ

たものである。 MAXSMTIの場合と関様、これらの問題に対

しでも、制限された入力例題に対して 2よりも良い近叡度のア

ノレゴ、リズム開発すると雲まったアプローチがとられている。伊jえ

ばMINVCに対しては、最大次数を3に制限したグラフ集合に

対する近似度7/6のアルゴリズム［3］や、最小次数EIVIのグラ
フ集合に対する近以度 2/(1十ε）のアノレゴリズム［21]等が知ら

れている。また、 MINMMについては、次数が dである五期グ

ラフに対して（2-1/d）－近似アルゴリズムが知られており［28］、

平面グラフに対しては PTASが知られている［26]o制限のな

いMINVCに対する現在最長の近似度は、（2－顎詰将）と

(2 -(1 -o(l））弓評l）である［2],[14］，問。

2. 民主AXSMTI 

この節では、最大化問題 MAXSMTIと、近似アルゴリズム

の近f以度について正確に定義する。 MAXSMTIの例題fはN

人の男性、 N人の女性、および各個人の希望リストで構成され

ている。希望リストは不完全で、も良く、また同JI損位を含んで、も

良い。男性mがIで厳密に女性 Wjよりもmのことを好きで

ある時、引＞－m Wjと書く。もしmのリストで WiとWjが関Ji撰

位である時、 Wi=m  Wjと書く。 Wi>-m Wjあるいは Wiコm Wj 

である時、 mとm 叫が成り立つものとする。女性の希望リ

ストに関しでも陪様に表記する。ここでM をマッチングとす
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る。もし Mで男性mと女性ωがマッチしている時（つまり、

mの M での相手が ωである時）、 M(m）コ初、 M(w)= m 
と書く。マッチング M において、人pがマッチしていないと

き、 pはM でシングルであると言う。以下の 3条件を全て満

たす時、 （m,w）をM の不安定ペアという。（i)M(m）キω。
(ii) w >---m M(m）、あるいはmはωをリストに書いているが

Mでシングルで、ある。（iii)m >---w M(w）、あるいはωはリスト

にm，を書いているがみfで、シング、ノレで、ある。マッチング M に

対し、 BP(M）はMのすべての不安定ベアの集合を表す（BP

とは不安定ベア（BlockingPair）から取った）。 BP(M）ご日で

ある時、 M は安定であるという。 MAXSMTI は最大サイズの

安定マッチングを求める問題である。

最大化酪題に対する近信アノレゴリズムTの効率の良さの尺度

（すなわち近鋭震）は、以下のように定義される。：rの近似度
は、サイズが N の全ての例題ziこ対して、 max{opt（♂）／T(.r)}

で表される。（｛旦し、 opt（りは最通解のサイズ、 T(x）はアノレゴ

リズムの出力する解のサイズを表す。）

3. アルゴワ LOCALSEA託CH(I) 

本節では、提案するアルゴリズム LOCALSEARCHの概観を

述べる。 LOCALSEARCHは MAXSMTIの例題fを入力とし、

2つのサブルーチン INCREASEとSTABILIZEを使う。

INCREASEは fの安定マッチング M と定数たに対し、

ISi：こたlogN となるような M の部分集合 Sを入力として

与えられる。そして、（必ずしも安定で、ない）マッチング、 Moを

出力する。 ivloは lkol> IMIで、（m,w) E BP(Mo）である不
安定ベアは全て、 mか ω （あるいは両方）がんんでシングル

という条件を溝たしている。 INCREASEはこのようなマッチン

グを見つけるのに失敗する可能牲がある。そのような場合はエ

ラーを返す。

STABILIZE は（必ずしも安定でない）マッチング Moを入

力とする。ただし、んらは以下の条件を満たしているとする。

(mぅw)E BP(]'vfo）である不安定ベアは全て、 m か ω （ある

いは両方が） λ1oでシングノレである。 STABILIZEは、サイズが

iλ1ol以上の安定？ツチングを出力する（補題5.3）。

図 HこLOCALSEA沢口Iの詳細な記述を示す。ここで cは、

c ＜~を満たす定数とする。 wl此ノレープが適用されるたびに安

定マッチングのサイズが少なくとも 1ずつ増えているのがわか

る。この換作は 7行自の条件箆がなueである限り続けられる。

後で示すが、この条件蔀が trueとなるのは、（1)INCREASEへ

の入力 Sが“良い竹性質を持っており、かっ（2)INCREASEへ

の入力となる安定マッチングのサイズ河川守主＋clogN以

下である場合である（補題 4.1）。 （OPTは最大安定マッチング、

のサイズを表し、 cは上で定義した定数である。）さらに、もし

IMI豆守主十clogNならば、 4行自で得られた町、凡 ,Pn 

の中に“良い”九が存在することが蓄える（播題3.4）。従って、

以下の定理が成り立つO

［定理 8.1〕 S:t¥'1TI例題fが与えられると、 LOCALSEARCHは

サイズが守T..+ clogNよち大きい安定マッチングを出力す
る。ただし、 OPTはfの最大安定マッチングのサイズである。

定数た（それに応じて定数c）は任意に大きく設定できるた

め、以下の系が成り立つ。

［系 8.2〕 任意の正定数cに対して、 LOCALSEARCHの近似度

は2-c均β以下となる。

p
h
u
 

円

hu

アルゴリズム LOCALSEARCH(I) 
1: M: = fの任意の安定マッチング；

／＊これは任意に向順位を壊し Gale-Shapleyアルゴリズム

を適用することによって多項式時間で、行うことができる。 ＊／ 

2: while (true); 

3: {Mから任意に（た十4c)log N個のベアを選び、

それらのベアから成る集合を Pとする；

4: サイズがたlogNである Pの全ての部分集合を

P1,P2, ・・ ・ ,Pnとする；

5: for i := 1 to n 

6: Mi := INCREASE (M, Pi); 

／＊もし INCREASEがエラーを悲したら、 Mi=0とする。＊／

γ： if (!Mi I > IMIである Miが存在する）

8: J¥1o := J¥1i; 

9: else 

I仕 掛了し lげを返す；

11: M := STABILIZE (Mo); 

12: } 

図 1 Algorithm LOCALSE.へRCH

肢opt(w) o --;:Ow 

狩1 Mopt (m) 

図 2 良い技（m,w)

INCREASEとSTABILIZEを説明する前に、 LOCALSEARCH

の4行自で得られる P1,P2,・・ ・，Pnの重要な性質について証明

する。

まず、 fに対する最大安定マッチング、を lvfoptとして盟定す

る。（もちろんアルゴリズムを用いる上ではわからない。） Jに

対する安定マッチング M を用いて、以下のような二部グラフ

を定義する。 fの人間 l人に対して、 GMopt,1¥1の頂

点を 1館用意する。もし λ1opt(m）ニ切ならば、頭点 m とな7

の関に校を付与する。この校を OPT”枝と呼ぶ。罰様に、もし

M(m) = wならば、現点mとwの関に技を付与する。この枝
をM明枝と呼ぶ。もしも、 mが A1optとlvfの両方で wとマッ

チしている場合、 mとwの開には 2つの技が存在することに

なる。（従って GMopt,Mは多重グラフである。）それぞれの頂

点の次数は高々2であるため、 GMopt,lvfの連結成分はパス、サ

イクノレ、孤立頂点のいずれかである。

GMopt,MのM－校を長い技と悪い枝に分ける。もし M－技が、

OPT－校から始まり、 OPT－枝で終わる長さ 3のパスの中にあ

る校の場合、良い技と呼ぶ。そうでない場合悪い枝と呼ぶo

G1wopt,1v1のM－枝が長い枝（惑い枝）の場合、それに対応する

M の枝も、告を宜上良い校（悪い枝）と呼ぶ。

良い枝（問、w）に関して ω とm Mopt(m）であることが蓄え

る。なぜなら、そうでなければ（m,Mopt(m）） がMで不安定ベ

アとなるからである。伺援に、 meご切 Mopt(w）であることが言
える。また、 W =m  Mopt(m）あるいは m=w  lvlopt(w）のどち

らかであることもわかる。なぜなら、そうでなければ（mぅ初）が

Moptで不安定ベアとなるからである。（図 2は良い枝（mぅω）

の例である。実線は OPT－校を表しており、点線は M”技（良



い枝）を表している。）

〔補題 3.3] tを任意の正整数とする。もし、 IMI豆吟出付
ならば、 GMopt,M中の悪い枝の数は 4t本以下である。

証明． まず初めに、 GMopt,Mには長さ 1のパスが存悲しない

ことを示す。仮に長さ 1のパス （（rn,w）とする）が存在し、そ

れが OPT”枝だとする。 m とωは Moptでマッチしているた

め、希望リストにお互いの名前を書いている。しかし、彼らは

両方とも M で、シング、ノレで、ある。よって （rnぅω）は M で不安定

ベアとなり、 M が安定であることに矛盾する。 （rnぅw）がM”枝

だとした場合も、関様の議論で矛盾を導くことができる。

GMopt,Mの連結成分Cを考える。 R(C）をCにおける OPT司

技の数と M－枝の数の比とする。もし Cがサイクノレならば、

OPT－枝と M－枝の数は等しいので、 R(C)= 1となる。 Cが偶
数長ノ号スの場合も問様である。もし CがM－枝で始まり M由枝

で終わる奇数長パスの場合、 Cにおいて M，枝の方が OPT司技

よりも多いため R(C)< 1となる。もし CがOPT－技で始まり
OPT－枝で終わる長さ 3の奇数長パスの場合、そこに含まれる

M－枝は良い枝で、 R(C)= 2となる。もし Cが OPT－枝で始
まり OPT叩技で終わる奇数長ノ号スで、長さが 3よりも大きい場

合、 R(C);;;_ 3/2となる。

今、ム本の良い技とん本の悪い枝があるとする。 OPT”枝の

数（つまり JMoptl ）はよ記の議論より 2£1÷~£2 以下である。

また、 £1十ん＝ IMI、IMI話吟位i十tであるので、 £2豆4t
となる。 口

〔補題 3.4] IMI：玉虫p十clogNならば、九に含まれる枝
が全て良い枝であるようなtが少なくとも 1つ存在する。

証明． JPI = （た十 4c)log Nであった。また補題 3.3より、
M に含まれる悪い技は 4clogN本以下なので、 Pは良い枝を

たlog N本以上含む。アノレゴ、リズムでは、サイズがたlog Nであ

るすべての部分集合を出力するため、良い枝だけで構成されて

いる九が必ず存在する。 口

4. サブjレ…チン INCREASE( M, S) 

INCREASEは安定マッチング、 M と、 M の部分集合s(ISi = 
klogN）を入力として受け取り、 IM'J>IMIであるマッチン
グM＇；を出力する。 M＇はIの安定マッチングでなし1カミもしれ
ないが、以下のような性質を満たしている。すべての不安定ベ

ア（rn,w)E BP(M＇）に関して、 mかwの少なくともどちらか

一方が M＇で、シングノレで、ある。詳細を述べる前に、 INCREASE
の実梓過程について大まかに説明する。

以下では Sが良い枝のみで構成されているものとする。（補

題 3.4で示したように、もし IMJ妥当cl+clog Nならば、
良い枝のみで構成された SをINCREASEの入力として受け敢

ることができる。）与えられたSに対して、 Siをサイズが ISJ/4
のSの部分集合とする。 Siの枝はすべて良い枝なので、 Siの

各メンバ－pの Moptでのパートナー Mopt(P）は、 M でシン
グ、ノレで、ある。 Siのすべてのカップルを離婚させ、離婚させた彼

らに M で、シング、ルで、ある人を新たなパートナーとする。彼ら

はJvfoptでのパートナーを見つけることは出来なし功ミもしれな

いが、 Siのすべての可能性を試せば、少なくとも lつ良い結

果を得ることができる。ここで言う良い結果とは、 Siのすべて

の人が fv'foptでのパートナー以上の人を新たなパ｝トナーとし

Mo－一一一一一--0
。司守一一ーーー一一何一ーーベコ
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図 3 INCREASEの前半部分
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図 4 INCREASEの後半部分

て見つけることである。もし Siのすべての可能性（つまり M

の部分集合のなかでサイズが ~logN であるものすべて）を試

せば、上記のような良い部分集合が見つけれるが、計算時開が

多項式時開を超えてしまう。ここで重要な点は、サイズが 4¥Sil

である集合を一つ臨定し、その全ての部分集合を試せば十分で

あるということである（補題 4.針。 Lを新しく加えられた枝の

集合とする。この時、 ILi= 2¥Silは明らかで、 M に比べ ＼Sil

だけサイズが増えていることがわかる（図 3を参照。）

アノレゴリズムの後半部分で以下のようなことを行う。もし不

安定ベア（rnぅω）で、 m とw両方がパートナー（それぞれ w'

とrn＇とする）を持っている場合、 （rnぅ匂／）と（m人w）という 2
つの枝のうち、ちょうど一方だけが Lに含まれることを示すこ

とができる。（図 4参照、。）そこで Lに含まれない方を取り除

く。この手続きでマッチング、のサイズが減ってしまうが、減少

するサイズが ISilより小さいということを証明する。諮って、
全体で少なくとも 1はマッチングのサイズを増やすことがで

きる。

図 6にアノレゴリズム INC沢EASEの詳締な記述を与える0

4.1 INCREASEの正当性

ここでは INCREA関の処理が成功するための十分条件を与

える。

［輔題 4.1] もし Sが良い技のみで構成されており、 IMI妥
十Clog Nならば、 INCREASEの処理が成功する iの選び

方が必ず l通りは存在する。

この補題を証明するために、まずいくつかの補題を京

す。靖題 4.1の仮定 （Sが良い枝のみで構成されており、

IMI豆吟叫十 clogNであるという仮定）は、以下の欄
の記述の中で明示的には述べないが、全ての補題において仮定

されているものとする。

〔補題 4.2] 以下のような整数Fが存在する。 Gale”Shapleyア

ルゴリズム（菌6の5行自と 6行呂）を実行した後、 Sf;u S詳
の全てのメンバーが、 Moptでのパートナーかそれ以上の人と

マッチしている。

証明． 以下の操作を考える。（この操作は補題の証明のためだ
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けに行うものであり、アノレゴリズムの実行とは関係ない。実際、

アルゴリズムには Moptが分からないため、当然実行すること
はできない。） smとS叩をそれぞれ、 Sの男性すべてと女性す
べての集合とする。 smuswuFm U F切に含まれるすべての
メンバーの希望リストを、 INCREASEの実行時に行ったのと同

様に修正する。この持、 Sの要素はすべて良い枝で、 smuS叩

の中のすべてのメンバ－pに関して、 Mopt(P）はpmuF切に
含まれるため、 pのリストから取り除かれることはない。さら

に、 m(ESm）のりストそれぞれから、 Mopt(m）より厳密に下
位にあるすべての女性の名前を取り除く。同様に、 ω（εsw）の
ヲストそれぞれから Mopt(W）より厳密に下位にあるすべての

男性の名前を取り除く。

次に、男性プロポーズ版の Gale-Shapleyアルゴリズムを

smとpwによって定義された例題に適用させる。この Gale-
Shapleyアノレゴヲズムが終了したときに、少なくともsmの半
分はマッチしていることが簡単にわかる。このことを示すため

に、背理法を用いる。 AιsmをGale-Shapleyアノレゴリズムの
終了時点で、シング、ルの男性集合とする。（この時、 IAI> 1sm1;2 
である。）すると、 Aの各男性mはそれぞれ、 lvlopt(r叫によっ
てプロポーズを新られたことになる。 （Mopt(m）はmのリスト
に含まれていることは上で述べた。） Mopt(m）が mのプロポー

ズを隣るということ辻、 Mopt(m）はその時点でm よりも好み
の男性とマッチしており、 Gale-Shapleyアルゴリズムの実行過
設においてニ度とシング、ノレにはならない。そのため、終了時に

は 1sm1;2人以上の女性がマッチしているはずである。つまり、

1sm1;2人以上の男性がマッチしており矛盾ーとなる。

今、もし Gale”Shapleyアノレゴリズムを実行した後iこm E Sm 
にパートナーがいれば、 mを成功者と呼ぶ。女性wE SwのM
におけるパートナー M(w）が成功者である場合、その女性ω
も開様に成功者と呼ぶ。（上の議論より、 ISl/2人以上の女性成

功者がいる。）さらに、女性がプロポーズを行う Gale-Shapley
アルゴリズムをswの中の女性成功者全員と pmで定義された
例題に適用させる。もし得られたマッチング、の中で、女性成功

者がパートナーを得ることができたら、その女性を大成功者と

呼ぶ。上記と同様の理由で、全ての女性成功者の少なくとも半

分は大成功者である。 ωが大成功者である場合、（mぅw)ESの

ことを大成功ペアと呼ぶ。少なくとも ISl/4の大成功ベアが存

在する。

S1うおい・・ ,Snはサイズが正確に ISl/4である Sの部分集合
全てであるため、大成功ペアのみからなる部分集合 Siが少な

くとも 1つ存在する。そのようなtのうちの 1つを「とする。
サブルーチン INCREASEが（6,7背信の） Gale-Shapleyアル

ゴリズムを実行した後に、 Sf:とsy,;に合まれるメンバー全員
が、少なくとも上記の手続きで、得られるパートナーと比べて同

等もしくはそれより好みのパートナーとマッチするのは、簡単

な議論によって示すことができる。従って補題が成り立つ。口

以下の一連の補題において、 rは補題 4.2の条件を満たすも
のとする。

［犠題 4.3〕 関 6の 11行自で定義される Mi*I士、以下の（1)
と（2）の条件を満たす。（1)!Mi* i口 IMI+ ~ log N. (2) Mi" 
で m とw両方がマッチしてるような任意の不安定ペア
（肌w)E BP(Mi＊） を考えた時、（肌Mi*(m））と（M♂（w),w) 
のうちどちらか一方はM♂－Llこ含まれており、もう一方はL
に含まれている。

証明． (1) !Si* I = ISl/4 = ~ log Nで、 ILi口 21s♂｜であ
る。よって、 IMi*I こ IMI-ISi*I十 ILi こ IMI+ ISi*I = 
IMI + 1 logN. 
(2）まず、（m,Mi*(m））と （M♂（ω）？ω）両方が Mi*-Lに含

まれていると仮定する。 Mi• の構成法より、この 2 つのベア両

方が M に含まれている。このことから、（民w)E BP(M）と
なり、 Mが安定であるということに矛盾する。

次に、（m,Mi* (m））と（Mi•(w), w）両方がLに含まれている
と仮定する。この時、 4つの場合が考えられる。（i)m E pmで
ωεF切の場合、（ii)m E Sf:でwEF叩の場合、（iii)m E pm 
でwE SJ';:.の場合、（iv)mεSf:でωモsy,;の場合である。
Case (i): pmとF切の定義より、 m とwは両方とも M で

シング、／レで、ある。しかし、（m,w）は Mi• で不安定ベアである

ため、 m とwはお互いにリストに相手の名前を書いている。
このことは（m,w）が M でも不安定ペアであることを意味し、
M の安定性に矛盾する。

Case (ii): （仇ω）は Mi＊ で不安定ベアであるという仮定
より、 W>-m Mi* (m）である。 wEF切なので、 Gale-Shapley
アルゴ、リズムを適用するために mのりストを修正した時に
もωの名前はmのリストに残っている。そのため、 5行毘で

Gale-Shapleyアノレゴリズムを実行している時に、 mlまwにプ

ロポーズを行っているはずである。このことから、 ωはmの

プロポーズを新っていることになり、 Mi掌（ω）と担問というこ
とになる。よって （m,w）はMi＊ で不安定ベアとはならず矛臆

する。

Case (iii): Case (ii）と問様。

Case (iv): (mぅw）は Mゾで不安定ベアなので、 W >-m 

Mゾ（m),m ＞－叩 Mi•(w） である。ここで、捕題 4.2 より、
Mゾ（m）とm Mopt(m),Mゾ（ω）とwMopt(w）である。よって、
W >-m lvlopt(m),m ＞－叩 Mopt(w）となるが、このことは（肌叫
がMoptで不安定ベアとなり、 A1optの安定性に矛盾する。 口

補題 4.1の証明を完成させるために、図 6の22行自にある

IMi・Iのサイズ？を保証したい。そのために器惑ペアを定義する。

困惑ベアは入力である安定マッチングM に対して定義される。
M(m) = wであるような男性mと女性wを考える。ここ
で、 mとωが以下のような3条件を満たすとき、（mぅw）はM
で閤惑ペアという。（i)m とωにはMoptでパートナーがいる、

(ii）切とm Mopt(m）、（iii)mと叩 Mopt(w）。以上のような 3条
件を満たさないとき、（mぅw）はM で非臨惑ベアという。

（補議 4.4] M での非困惑ベアの数は 2clogN以下である。

証明． 3節で定義された二部グラフ GMopt,Mを考える。以前
にも角枕したように、 GMopt,Mの連結成分は、パスかサイクノレか
孤立点である。これらの連結成分の中で、奇数長のパスによっ

てのみ MoptとM のサイズの差が発生する。このことから、

OPT“枝で始まり OPT叩枝で、終わるパスが IMoptl-IMI本以上
存在することがわかる。このようなパスそれそ。れに、少なくと

も1つの困惑ベアが存在することをこれから示す。

奇数長パスであるため、パスの南端はそれぞれ男性と女

性である。そのため一般性を欠くことなく、このようなパス

をm1，切hm2, w2, ... , me, weと表すことができる。（ただし、

Wi = Mopt(mi)(l ~ i ~ £）であり、町一1= M(mi)(2 ~妥 z 孟の
である。）このパスに菌感ベアがないと仮定する。間1はM
でシングノレで、あるため、 m2どこ切1 m1である。（そうでなけ

れば（mゎw1）が M に対する不安定ペアとなる。）次に、も
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しW1どこm2W2ならば、（m2ぅw1）はM で盟惑ベアであり、こ

のことは依定に矛屈する。そのため、 W2?-m2 W1であるは

ずである。同様の議論を続けることによって、 m3とごw2 m2, 

W3 >-m3 W2ぅ・・・となる。最終的に、 We?-m, We-1が導ける。

しかし、 weはM で、シングノレで、あるため、 （me,we）はM の不

安定ベアとなり、矛盾する。

よって、 IMI妥当出十 clogNなので、関惑ベアの数は
JMoptl-lMJ註吟出－clogN以上である。つまり、 Mでの
非困惑ベアの数は 2clogN以下である。 口

〔補題4.5〕 INCREASEの22行自の λんは 11wi*I> IMI；を満
たしている。

説明． まず初めに、補題 4.2より INCREASEはi= i＊の時7,
8行自で決して失敗しない。また、補題4.3(2）よち i= i＊の時
whileノレープの実行中に INCREASEが失敗することはない。補

題 4.3(1）より、 IM♂i二 IMI+~ logNである。しかし、 while
ノレープの実行中にMi*-Lからいくつかペアが取り除かれ、 Mi*

のサイズが小さくなるかもしれない。 Mi• -Lのベアは全てM

で、のベアであったことに注意されたい。これから先、もし while

ノレープにおいて lvli*-Lのベアが取り除かれたなら、そのペアは

M で非密惑ベアということを恭す。もしもこのことが正しけれ

ば、捕題 4.4より、 whileノレープにおいて取り除かれるべア数は

高々2clogNであり、 IMi・I孟IMI+ ~ logN -2clogN > IMI 
である。 Cc<iであるため。）
INCREASEのwhileノレープにおいて Mi＊ からベアが取り除

かれたとする。このことは、 Mゾに対して （m,w）という不安

定ベアが存在し、 m とw両方のが Mi＊ でマッチしてるとい

うことを意味する。これには以下の 2通りの場合が考えられ

る。（1)(m ぅ Mi•(m)) ELで （M♂（ω）ぅw)E Mi* -L （つまり、

(Mi* (w), w）が取り除かれる）。（2)(m, Mi* (m)) E Mゾー L

で（λ1i•(w),w)EL （つまり、（m、 Mi•(m））が取り除かれる）。

ここでは Case(1）を考える。（Case (2）も間諜にして考えられ

る。）取り除かれたベア （Mゾ（w),w）がMで、関惑ベアで、あった

と仮定し、矛盾を導く。

Case (1）について、さらに 2通りのケースに分ける。（1-

1) mεpm、（1-2)mεSJ1:の2通りである。
Case (1-1): m E pmなので、 mfまM でシング、ノレで、あ

る。まず、（Mi*(w), w）εl'1"1i* -Lであるので、 wとAん（ω）
はM でマッチしている。つまり、 Miベw)= M(w）である。
（汎ω）εBP(Mゾ）であるため、 （rnぅω）己 BP(M）となり、 M
が安定であることに矛盾する。（この場合、（Mi*(w）ぅ初）はM
で国惑ベアであるという仮定を用いなくても矛窟を導ける。）

Case (1-2): (Miベw),w）はM で関惑パアであると仮定した
ため、 M(w)Cw Mopt(w）である。上記（1-1）と同様の理由で、

Mi• (w) = M(w）である。よって、ムル（ω）と叫 Mopt(w）であ
る。（rnぅω）はl'vli＊ の不安定ベアであるため、 rn＞－切 Mi*(w）とw

Mopt(w）となる。次に、 SJ';iこ含まれると仮定したmを考え

る。補題 4.2より、 Mi*(rn）とm Mopt(m）である。 （rnぅw）は

Aんの不安定ベアであるため、 w>-m Mi* (m）である。そのた

め、 W>-m Mゾ（m）とmMopt(rn）である。したがって、（mぅω）

はBP(Mopt）となり矛盾する。 ロ

以上で補題 4.1の証明は完了した。 ロ

5. サカレーチン STABILIZE(Mo) 

STABILIZEは入力としてマッチングPMoを受け取り、サイズ

Mo(w’）o-一一一一一一一心ω被 Mo(w*) o ,,,ow検

山静 ／／  

m妙。 m・ CY"' 

冨 5 STABILIZEによる更新

を減らすことなく安定させる。 Moでの不安定ペア（mぅω）は

すべて、少なくとも mか ωは Moでシングノレで、ある。マッ

チング M に対し、 BPs,m(M)<;;_BP(M）を、 mが M でシン

グノレで wが M でマッチしているような M での不安定ベア

(mぅω）すべての集合とする。同様に、 BPm,s(M)(BPs,s(M）ぅ

BPm,m(M）） を、 mがM でマッチしていて ωがM でシング

ノレで、ある（mとw両方がシングル， mとω両方がマッチしてい

る）ようなMでの不安定ベア （m,w）すべての集合とする。さ

らに BP-,s(M)= BPm,s(M) u BPs,s(M）と定義する。国 7
はサブ、ノレーチン STABILIZEの詳締な記述である。

5. l STABILIZEの正当性

〔補題 5.1〕 STABILIZEの4行自の操作によって Moが以下の

ように更新されたとする（図 5を参照、）。

M~ ：口 Moー｛（Mo（が）うが）｝U {(mぺω＊）｝．

すると、次の（りから（3）が成り立つ。（1)M』（w*)＞－初期

Mo（が）で、すべての ω（宇が）について MMw)= Mo(w）で
ある。（2)IMbl ＝印刷である。（3）もし BPm,m(Mo）：日な
らば、 BPm,m(Mb）工的である。

証明 (1) (mぺw＊） は BP(Mo）に含まれるので、 m*>-w• 
Mo(wつである。そして、 Mb(wっこ m＊ であるため、

Mb(wワ ＞－ w• Mo(wつである。（1）の後半部分は、すべての

女性の中で w京だけしかパートナーが変わっていないため明ら

かである。

(2）自明である。

(3) Moから Mbに更新された時にパートナーが変わる 3人

のメンバーに注目する。 ω本はより好みの男性と組み、 λ1o(wつ

はマッチしている状態からシングルになり、 m本はシングルか

らマッチしている状態になる。そのため Moから Mbに買新

されることによって生じる不安定ベアはすべて男性 Mo(w*)

に関するものである。 Mo(w＊） はMbで、シングノレで、あるので、

BP(Mb) -BP(Mo）のどのベアも BPm,m(Mb）に含まれない。

次に、（m,w) E BP(Mb) n BP(Mo）を考える O
BPm,m(Mo) ＝二的なので、 m とwの少なくともどちらか一方は

Moで、シング、／レで、ある。 m本だけがシングルからマッチした状態

になるために、もし mキm＊ ならば、（mぅw)r/. BPm,m(Mb) 
である。

ここで、不安定ベア（mヘw)E BP(Mb) n BP(Mo）を考え
る。もし wが Moで、シング、ノレならば、 ωは Mbでもシングル

であり、作i*,w) rf_ BPm,m(Mb）である。そこで、 wは Moで

マッチしていると復定する。この時、（mヘωっと（mへw）は
両方とも BPs,m(Mo）に含まれる。そのため、 ω＊と ωの両方

が Mbで m＊ とマッチする候補者だったことになる。 w＊ が選

ばれたということは、 ω＊とm•W のはずである。したがって、

(mぺw）はMbで不安定ベアになり得ず、矛盾する。
以上により BP(Mb)-BP(Mo）とBP(Mb）作 BP(Mo）に

含まれるどの要素も βPm,m(Mb）に含まれないことを示した。

口
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〔補題 5.2] STABILIZEの 10,12行自の操作で Moが以下のよ

うに更新されたとする。

(10 持呂） M』:= Mo一｛（mぺMo(mつ）｝ U {(mペゲ）｝

(12行自） M』：ニ MoU {(mペゲ）｝．

このとき、次の（1）から（3）が成り立つ。（1)10行闘を実行す

る場合、 M』（m本）〉げ Mo(m，つであり（12行自を実行する場

合、 m＊ はMlでマッチした状態に変わり）、すべてのm（宇mつ
に対して Mb(m*) = Mo(mつである。（2) INibl丞！Mol
である。（3）もし BPs，γn(Mo)U BPm，γバMo)＝日ならば、
BPs,m(Mb) u BPm,m(Mb) ＝時である。（証明賂）

［議題 5.3] M＇を STABILIZEの出力とすると、 IM'I丞IMol
で、 M＇は安定である。

説明． STABILIZEの4行自の操作を考える。捕題 5.1(1）よ

り、少なくとも 1人の女性がより好みの男性と組み替え、その他

の女性はパートナーが変わらない。 N人の女性が各々最大長さ

Nの希望リストを持っているため、最初の whileループの繰り

返しは高々N2回である。 A1＂；を STABILIZEが 2つ告の while-
fレープに入る震前のマッチングとする。つまり BPs,m(M勺は

空である。（これは STABILIZEが最初の while－／レープを抜ける

条件である。） BPm,m(Mo）は空であるため、補題 5.1(3）を

繰り返し適用させることによって BPm,m(M勺は空であるこ

とを示すことができる。この 2つの事実を組み合わせることに

よって、 BPs,m(M勺 UBPm,m（λ1＂）は空であると言える。ま

た補題 5.1(2）より、 IM"l=IMolである。

上記と同様に、 10,12行自の各操作によって男性はより好

みの女性とパートナーを組替え（補題 5.2(1））、そのため

に 2つ自の whileノレープの練り返しの数は N2以下であるO

BPs,m(M")uB九，，m(}vl勺＝的なので、補題 5.2(3）を繰り返

し適用させることによって BPs,m(M')u BPm,m(M守口日
を示すことができる。しかし、 STABILIZ訟の終了条件は

BP-,s(M＇）：告であるため、 BP(M＇）は空であり、したがっ

て、 M＇は安定である。構想 5.2(2）より IM'Ii三IMつである
から、 IM'I与さ IMolである。 ロ
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サブルーチン INCREASE(M, S) 
1: pm:= M でシングノレの男性すべての集合； F叩：＝M で、ンング、／レの女性すべての集合；

2: Sの部分集合でサイズが ISl/4のものをあ，S2γ・・，Snとする；

3: for i := 1 to m 

4: {SF:= Siの男性の集合； Sf:=Siの女性の集合；

5: 男性プロポーズ版の Gale拍Shapleyアノレゴリズムを用いてsrとF切の間でマッチング、させる；
（この操作を行うために SFUFwに含まれないメンバーの名前をメンバーそれぞれのリストから取り除き、

すべての同Ji開立を任意にばらす。）

6: 女性プロポーズ販の Gale-Shapleyアルゴリズムを用いてsrとpmの関でマッチングさせる；
（この操作を行うためにsru pmに含まれないメンバーの名前をメンバーそれぞれのヲストから取り除き、
すべての問j瞭位を任意にばらす。）

7: if （ヨpε SFu Sf s.t. Gale-Shapleyアルゴリズムを用いた後に pがシング、ノレで、ある）

8: exit foゎloop; ／＊この iは良い選択で、はなかったり

9: else 

10: {L :=Gale-Shapleyアルゴリズムによって得られたすべてのベアの集合7

11: Mi：＝ λ!f - Si UL; 

12: while （ヨ（m,w) E BP(Mi) s.t. m とω両方が Miでパートナーがいる）

13: {if ( (m, Mi(m)) EL  & (Mi(w), w）εL) 

14: exit for-loop; ／＊この 4は良い選択ではなかったり

15: if ( (m, Mi(m)) E Mi -L & (Mi(w), w) E Mi -L ) 

16: exit for-loop; ／ホこの 4は良い選択ではなかったり

17: if ( (m, Mi(m）） εlvli -L & (Mi(w), w) EL) 

18: Mi := lvli一｛（m,Mi(m))}; 

19: if ( (m, Mi(m)) EL  & (Mi(w), w）εM包－L)
20: Mi := Mi -{(Mi(w), w)}; 

21: 

22: 

23: 

if ( I叫＞ IMI)
λ,Jiを出力し、終了，

／本 e凶 while*/

24: else exit for-loop; ／＊このzは良い選択ではなかったり

25: } /* end else * / 

26: } /* end for*/ 

2γ：“エラー？？を出力し、終了；

サブルーチン STABILIZE(Mo) 

1: while ( BPs,rn(Mo）キの）

ゑ： {(m,w）εBPs,rn(Mo）を選ぶ；

[g] 6 サブ、／レーチン lNCREAS芯

3: 上記の男性的が関わる不安定ベア（m,w＇）εBPs,rn（九九）の女性w＇の中で、 mのリストで最上位にある女性を w＊ とする

（候補が複数いる場合は任意に 1人選ぶ）；

4: Mo:= Mo -{(Mo（ザ），w*)} U {(m，切っ｝：

5: } 

6: while ( BP-,s(Mo）キの）

γ： {(m,w）εBP-,s(Mo）を選ぶ；
8: 上記の女性wが関わる不安定ベア （m',w)E BP-,s(Mo）の男性m＇の中で、 wのヲストで最上位にある男性を mネとする

（候補が譲数いる場合は任意に 1人選ぶ）；

9: if ( rがが Moでマッチしている）

10: Mo:= Mo -{(mぺMo(mつ）｝ U {(mぺω）｝；
11: else 

12: Mo:= Mou {(mぺω）｝；
13: 

図 7 サブルーチン STABILIZE
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