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1 導入

C上定義された滑らかで射影的な代数多様体X に対し, その連接層の
なすアーベル圏の有界導来圏をD(X) = Db(Coh(X)) で表すことにする.

以下では射影X × Y → X を pX や p1, X × Y → Y を pY や p2などと表
す. また α ∈ D(X)に対し, その台を

Supp(α) :=
∪
i

Supp(Hi(α))

で定め, その閉部分集合としての次元を dim(α)で表す.

次の定理は代数多様体の導来圏の間の関手の研究において最も重要な結
果の 1つである.

Theorem 1.1 (Orlov). 滑らかで射影的な代数多様体X,Y に対し, 充満
忠実な C-線形三角関手

Φ: D(X) → D(Y )

が存在するとする. このとき対象 P ∈ D(X × Y ) が同型を除いてただ 1

つ存在し,

Φ ∼= ΦP

が成り立つ. ここで

ΦP(= ΦP
X→Y ) := RpY ∗(P

L
⊗ p∗X(−)) : D(X) → D(Y )

と定める.

上で定義した関手ΦPを積分関手,またPを積分関手ΦPの核と呼ぶ. さ
らに積分関手 ΦP が同値であるときは ΦP を Fourier–Mukai変換と呼ぶ.

さて, それでは Fourier–Mukai変換ΦP : D(X) → D(Y ) が存在するとき,
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X と Y の間に幾何的な関係は存在するであろうか? Fourier–Mukai変換
ΦP はその核P ∈ D(X × Y )で決まるので, 核がこの Fourier–Mukai変換
の全ての情報を持っていると言える. [Ue16, Ue18]ではX,Y が代数曲面
であるときに, この核Pの台 Supp(P)のある既約成分の次元とX,Y の間
の幾何的な関係について考察し, それを導来圏の自己同値群AuteqD(X)

の研究に応用した. これらを解説するのが本稿の目的である.

まず始めに用語を準備していこう.

2 Fourier–Mukai変換の核

X と Y を滑らかな射影的代数多様体とし, 積分関手

Φ = ΦP
X→Y : D(X) → D(Y )

が与えられているとする. D(X × Y )の対象を

PR := P∨ ⊗ p∗Y ωY [dim(Y )], PL := P∨ ⊗ p∗Y ωY [dim(Y )]

と定めるとΦPR
Y→X はΦの右随伴関手になり, ΦPL

Y→X はΦの左随伴関手と
なることがわかる.

さて以下では Φが Fourier–Mukai変換であるとする. このとき右随伴
関手と左随伴関手は Φの擬逆関手 ΦQと一致し, 特に

PR
∼= PL (1)

がわかる.1 このことから例えば dim(X) = dim(Y )がわかり, さらに

Supp(P) = Supp(Q)

が成り立つことがわかる. また Fourier–Mukai変換 Φと, 任意の (閉)点
x ∈ X に対し,

Φ(Ox)⊗ ωY
∼= Φ(Ox) (2)

が成り立つことが知られている.2

Γ := Supp(P)

と置き, 射 pX |Γの点 x ∈ X 上のファイバーを Γxで表すと

P|x×X
∼= Φ(Ox) Supp(P|x×X) = Γx (3)

1実は充満忠実な積分関手 ΦP = ΦP に対し, (1)が成り立てば ΦP は Fourier–Mukai
変換になる [Hu06, Proposition 7.6].

2実は充満忠実な積分関手 Φ = ΦP に対し, (2)が成り立てば, Φは Fourier–Mukai変
換になる [Hu06, Proposition 7.11].
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となり, これらから Γx = Supp(Φ(Ox)) が成り立ち, さらに Γのある種の
既約成分のなす集合を

Comp(Φ) := {W0 | W0はSupp(P)の既約成分であり, pX(W0) = X}

と置くと, Φが同値であるという事実からComp(Φ) ̸= ∅が直ちにわかる.

W ∈ Comp(Φ)に対し, 明らかに

dimX ≤ dimW ≤ 2 dimX

となる. そこで以下では, この 2つの両極端な場合, dimX = dimW , お
よび 2 dimX = dimW が成り立つ場合を考察しよう.

2.1 K-同値型のFourier–Mukai変換

Proposition 2.1. Fourier–Mukai変換 Φ = ΦP
X→Y : D(X) → D(Y )に

対し, Comp(Φ)の元W が dimW = dimX を満たすとする. このとき次
が成り立つ.

(i) W はXと Y の間のある双有理写像のグラフを与え, さらにW の特
異点解消を ν : W̃ → W とすると, あるm > 0に対し,

ν∗(pX |W )∗ωX
∼= ν∗(pY |W )∗ωY

が成り立つ. つまりX と Y はK-同値である.

(ii) W は Comp(Φ)の唯一の元である.

例えばProposition 2.1(i)は, [Ka02]で観察された事実であり, (少し議論
は必要だが)(1)の帰結である. Fourier–Mukai変換Φ = ΦP

X→Y : D(X) →
D(Y )に対し, Comp(Φ)の元W が dimX = dimW を満たすとき, Φを
K-同値型と呼ぼう.

Remark 2.2. 任意の (閉)点 x ∈ Xに対し Supp(Φ(Ox))は連結であるこ
とに注意すると, 次が同値であることがわかる.　

(i) 一般の点 x ∈ X に対し, dimΦ(Ox) = 0.

(ii) 一般の点x ∈ Xに対し,点 y ∈ Y と整数nが存在し, Φ(Ox) = Oy[n].

(iii) ΦはK-同値型.

したがってK-同値型の Fourier–Mukai変換の合成, 擬逆関手も再びK-同
値型の Fourier–Mukai変換になり, 特に

AuteqK-equiv D(X) := {Φ ∈ AuteqD(X) | Φ はK-同値型 }

と定めると, AuteqK-equiv D(X)はAuteqD(X)の部分群となる.
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Example 2.3. 直線束をテンソルすること, 自己同型で押し出しするこ
と, シフト関手 [1]はそれぞれD(X)の自己同値を与える. したがって任
意の代数多様体に対し, 自己同値群AuteqD(X)はその部分群として

A(X) := Pic(X)⋊Aut(X)× Z[1]

を含む. A(X)の元 Φは φ ∈ Aut(X), i ∈ Z, L ∈ Pic(X)を用いて,

Φ = φ∗ ◦ ((−)⊗ L) ◦ [i]

と書けるので, φのグラフを Γφで表すと, Fourier–Mukai変換 Φの核は

(OΓφ ⊗ p∗1L)[i] ∈ D(X ×X) (4)

となる. したがってその台は Γφであり,

Comp(Φ) = {Γφ}

が成り立ち, 特に ΦはK-同値型であることがわかる.

K-同値型の Fourier–Mukai変換が存在すればX と Y がK-同値である
ことは上で述べた. 逆にX と Y がK-同値であれば, フロップの合成で結
べることが知られており, 一方, Xと Y の間にフロップがあれば, K-同値
型のFourier–Mukai変換が存在すると期待されている. そこで次が予想さ
れる.3

Conjecture 2.4. 滑らかな射影的代数多様体X,Y に対し, Xと Y がK-

同値であればK-同値型のFourier–Mukai変換ΦP
X→Y : D(X) → D(Y )が

存在する.

2.2 Calabi–Yau型のFourier–Mukai変換

次に dimW = 2dimX の場合を考察しよう.

Proposition 2.5. Fourier–Mukai変換 Φ = ΦP
X→Y : D(X) → D(Y )に

対し, Comp(Φ)の元W が dimW = 2dimX を満たすとする. このとき
次が成り立つ.

(i) W = X × Y , 特にW は Comp(Φ)の唯一の元である.

(ii) KX ≡ 0かつKY ≡ 0.

3但し, フロップの合成で結べる, と言ったときは特異点を持った代数多様体も経由す
ることもある. 滑らかな代数多様体と特異点を持つ代数多様体の導来圏の間に同値はない
事がわかるので, この議論にはややギャップがある.
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Proposition 2.5の状況 (dimW = 2dimX)を満たすとき Supp(P) =

X × Y であるから, Supp(Φ(Ox)) = Y が成り立つ. (2)を使えばKY ≡ 0

となり, またこのとき [Ka02, Theorem 2.3]を使えば, KX ≡ 0となること
がわかる. そこで Fourier–Mukai変換 Φ = ΦP

X→Y : D(X) → D(Y )に対
し, Comp(Φ)の元W が dimX = dimW を満たすとき, Φを Calabi–Yau

型と呼ぶことにしよう.

Example 2.6. Aをアーベル多様体, ÂをAの双対アーベル多様体, P0を
Poincare束とすると 積分関手ΦP : D(Â) → D(A)はFourier–Mukai変換
を定めることが 1980年頃に向井によって発見された. P は Â×A上のベ
クトル束であり, 特にComp(Φ) = {Â×A}となる. 特にΦはCalabi–Yau

型となる.

2.3 Fourier–Mukai変換の例

Example 2.7. α ∈ D(X)が球面対象であるとは

α⊗ ωX
∼= α

であり, さらに

Homk
D(X)(α, α)

∼=

0 if k ̸= 0,dim(X)

C if k = 0,dim(X)

を満たすものを言う. K3曲面上の直線束は明らかに球面対象である. ま
た代数曲面X 上の (−2)-曲線上の直線束をD(X)の対象と自然に思えば,

これは球面対象である.

球面対象 α ∈ D(X)に対し, 自然な射 p∗1α
∨ L
⊗ p∗2α → O∆X

の写像錐

C := Cone(p∗1α
∨ L
⊗ p∗2α → O∆X

) ∈ D(X ×X) (5)

を核に持つ積分関手 Tα := ΦC はD(X)の自己同値を定めることが知られ
ている. Tαを球面対象 αの捩れ関手と呼ぶ. 核 (5)の定め方から, 任意の
対象 β ∈ D(X)に対し, 完全三角形

RHomD(X)(α, β)⊗C α → β → Tα(β) (6)

が存在する. RHomD(X)(α,Ox) = 0であることと x ̸∈ Supp(α) であるこ
とは [BM02, Lemma 4.2]により同値であることが知られている. 完全三
角形 (6)を β = Oxに適用することで, x ∈ Supp(α)に対しては

Supp(Tα(Ox)) = Supp(α)
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であり, x ̸∈ Supp(α)であるときは

Tα(Ox) = Ox

が成り立つことがわかる. したがって式 (3)と核 (5)の定め方から

Supp(C) = ∆X ∪ (Supp(α)× Supp(α)) ⊂ X ×X

が成り立つ. そこで C が代数曲面X の (−2)-曲線であれば捩れ関手 TOC

はK-同値型であり, K3曲面Xの構造層OX から定まる捩れ関手 TOX
は

Calabi–Yau型である.

Example 2.8. 最後に K-同値型でも Calabi–Yau 型でもない Fourier–

Mukai変換の例を挙げておこう. 滑らかで射影的な代数曲面 S が極小楕
円ファイブレーション π : S → C を持つとする. D(S)の対象 E に対し,

Eのファイバー次数を
d(E) := c1(E) · F

で定める. 但し F は πの一般ファイバーである. さらに λS をD(S)の対
象のファイバー次数の最大公約数であるとする. 整数 bを λS と互いに素
にとると πの純 1次元相対安定層のモジュライ空間の 2次元の既約成分
JS/C(b) = JS(b) であって, πの滑らかなファイバーに台を持つ次数 bの直
線束に対応する点を含むものが存在する. JS(b)の点 yを, それに対応す
る安定層で台が π−1(x)であるとき, yを C の点 xに送る射

JS(b) → C

が存在し, これも極小楕円ファイブレーションとなる. 例えば JS(0)は S

の Jacobian曲面 J(S)と同型で, JS(1)は Sと同型である. JS(b)×C S上
の普遍層 U を核に持つ積分関手Φ = ΦU

JS(b)→Sは同値を与えることが知ら
れている ([Br98, Theorem 5.3]). このとき Supp(U) = JS(b)×C Sとなり,

したがって Comp(Φ) = {JS(b)×C S}が成り立つ. dim(JS(b)×C S) = 3

であるから, ΦはK-同値型でも Calabi–Yau型でもない.

3 Fourier–Mukai support次元

与えられた滑らかな射影的代数多様体 X に対し, その Fourier–Mukai

support次元を

NX := max{dim(W0) | ΦP ∈ AuteqD(X),W0 ∈ Comp(ΦP)}

で定めと, 明らかに dim(X) ≤ NX ≤ 2 dim(X)である. 以下ではこのうち
2つの両極端の場合, つまりNX = dim(X)であるときとNX = 2dim(X)

であるときを考察しよう.
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3.1 K-同値型の自己同値群

AuteqK-equiv D(X)は AuteqD(X)の部分群であった. Proposition 2.1

より次が同値であることがわかる.

• AuteqK-equiv D(X) = AuteqD(X).

• NX = dim(X).

• どんなΦ ∈ AuteqD(X)をとっても, X ×Xの既約閉部分集合の集
合であるComp(Φ)はただ 1つの元からなり, それはXからX自身
へのある双有理写像のグラフとなる.

上の条件が満たされるとき, AuteqD(X)はK-同値型であるという. 次は
その典型例を与える.

Proposition 3.1 (Kawamata). 滑らかな射影的代数多様体 X に対し,

KX , もしくは−KX が巨大であるときその自己同値群AuteqD(X)はK-

同値型となる.

3.2 Calabi–Yau型の自己同値群

定義より直ちに次が同値であることが従う.

• 自己同値 Φ ∈ AuteqD(X)が存在し, Φは Calabi–Yau型である.

• NX = 2dim(X).

上の条件が満たされるとき, AuteqD(X)が Calabi–Yau型であるという.

Proposition 2.5により, AuteqD(X)がCalabi–Yau型であるときはKX ≡
0が成り立つ. この逆が成り立つかどうかを考えるのは自然な問題であろう.

Problem 3.2. 滑らかで射影的な代数多様体X に対しKX ≡ 0が成り立
つとする. このときAuteqD(X)は Calabi–Yau型か?

Problem 3.2はアーベル多様体のとき肯定的 [Ue18]で, さらに以下で述
べるTheorem 3.3により, 代数曲面のときにも肯定的であることがわかる.

3.3 代数曲面の自己同値群のFourier–Mukai support次元

代数曲線と代数曲面の自己同値群のFourier–Mukai support次元に関す
る [Ue18]で得られた結果を見ていこう. Proposition 3.1と, アーベル多様
体Xの自己同値群AuteqD(X)はCalabi–Yau型になる, という事実を合
わせれば代数曲線に関する次の結果を得る.
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Theorem 3.3 (Dichotomy). C を種数 g(C)の滑らかで射影的な代数曲
線とし, NC ∈ {1, 2}をその Fourier–Mukai support次元とする. このと
き次が成り立つ.

(i) NC = 2 ( つまり AuteqD(C) が Calabi–Yau 型 ) であることと,

g(C) = 1, つまり C が楕円曲線であることは同値である.

(ii) NC = 1 (つまりAuteqD(C)がK-同値型 )であることと, g(C) ̸= 1,

つまりCが射影直線, もしくは一般型代数曲線であることは同値で
ある.

代数曲面の場合は次がわかる.

Theorem 3.4 (Trichotomy). Sを滑らかで射影的な代数曲面とし, NS ∈
{2, 3, 4}をその Fourier–Mukai support次元とする.

(i) NS = 4 (つまりAuteqD(S)がCalabi–Yau型 )であることと, KS ≡
0であることは同値.

(ii) NS = 3であることと, Sは極小楕円ファイブレーションを持ち, さ
らにKS ̸≡ 0を満たすことは同値.

(iii) NS = 2 (つまりAuteqD(S)がK-同値型 )であることと, Sは極小
楕円ファイブレーションを持たず, さらにKS ̸≡ 0を満たすことは
同値.

滑らかな射影代数曲線C,C ′に対し, D(C) ∼= D(C ′)であるときは, C ∼=
C ′ となる. したがって明らかに Fourier–Mukai support次元は導来不変
量, つまりD(C) ∼= D(C ′)であるならばNC = NC′ が成り立つ. 一方, 滑
らかな射影代数曲面 S, S′ に対しては, D(S) ∼= D(S′)かつ S ̸∼= S′ であ
るような例が知られており, このとき S と S′ は共に K3曲面, アーベル
曲面, もしくは KS ̸≡ 0となる極小楕円曲面となることが知られている
[BM01, Ka02]. したがって Theorem 3.4より次を得る.

Corollary 3.5. Fourier–Mukai support次元は滑らかな射影的代数曲面
の導来不変量である.

これに関連して次が予想される.

Conjecture 3.6. (i) Fourier–Mukai support次元は滑らかな射影的代
数多様体の導来不変量である.

(ii) XとY を互いに双有理で滑らかな射影的代数多様体とし, さらに自己
同値群AuteqD(X)はK-同値型であるとする. もしFourier–Mukai

変換 Φ := ΦP
X→Y が存在するとき ΦもK-同値型となる.
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Remark 3.7. [Ka02, Conjecture 1.2]において, 双有理であって, 導来同
値でもある滑らかな射影代数多様体は必ずK-同値になるであろうと予想
(DK予想)されていたが, 筆者により有理極小楕円曲面の反例が構成され
た [Ue04].

Conjecture 3.6 (ii)が成り立てば, もちろんこの場合は DK予想は正し
い. 逆にDK予想を仮定すれば, 互いに双有理で滑らかな射影的代数多様
体Xと Y の導来圏の間に Fourier–Mukai変換Φ := ΦP

X→Y が存在すると
きXとY はK-同値となり,さらにConjecture 2.4を仮定すればK-同値型
のFourier–Mukai変換Ψ: D(X) → D(Y )も存在する. さらにConjecture

3.6 (i)が成り立てば AuteqD(Y )もK-同値型となるから, 結局D(Y )の
自己同値Φ ◦Ψ−1もK-同値型になり, 結局ΦもK-同値となる. つまりこ
の場合には Conjecture 3.6 (ii)が成り立つ.

4 代数曲面の自己同値群

さて, 以下では代数曲面 Sの Fourier–Mukai support次元NS の値にし
たがって, その自己同値群 AuteqD(S)の構造が大きく異なること (が期
待されること)を観察していきたい.

4.1 Calabi–Yau型の自己同値群

NS = 4, つまり Calabi–Yau型の自己同値群の研究はNS = 2, 3のとき
よりも難しく, まだ未解明な部分が多い. ここでは知られている結果を簡
潔に引用するにとどめる.

Theorem 3.4からCalabi–Yau型の自己同値群を持つ代数曲面 SはK3

曲面, アーベル曲面, 超楕円曲面, エンリケス曲面のいずれかである. この
うち自己同値群の構造がよくわかっているのは次の場合である.

• ピカール数が 1であるようなK3曲面 [BB17].

• アーベル多様体 [Or02].

• いくつかの超楕円曲面 [Po17].

三角圏の安定性条件の空間はミラー対称性を動機として Bridgelandに
よって発見されたが, 特にK3曲面の導来圏の安定性条件の空間の解析に
は, その自己同値群の研究が非常に重要となることが知られている. こう
いった背景からも自己同値群の研究は非常に重要である.
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4.2 極小楕円曲面の自己同値群

次にNS = 3であるときを考えよう. このときはTheorem 3.4より Sは
極小楕円ファイブレーション π : S → C をもち, KS ̸≡ 0を満たす. 以下
では例 2.8で定義した記号を用いる.

Z を S上の全ての (−2)-曲線たちの合併からなる集合とし, さらに

BrZ(S) := ⟨Tα | α ∈ DZ(S)球面対象⟩ ⊂ AuteqD(S) (7)

とする. また m ∈ Zに対し, SL(2,Z)の部分群 Γ0(m)を

Γ0(m) :=
{(c a

d b

)
∈ SL(2,Z)

∣∣ d ∈ mZ
}

と定める. このとき次が成り立つと予想する.

Conjecture 4.1. Sは滑らかで射影的な代数曲面で, NS = 3であると仮
定する. すなわちで, KS ̸≡ 0を満たし, さらに極小楕円ファイブレーショ
ン π : S → C を持つとする. このとき短完全列

1 → ⟨BrZ(S),⊗OS(D) | D · F = 0, F はファイバー⟩⋊Aut(S)× Z[2]

→ AuteqD(S)

Θ→
{(c a

d b

)
∈ Γ0(λS)

∣∣ JS(b) ∼= S
}
→ 1

が存在する. ここで Θは滑らかなファイバー F に対し, AuteqD(S)の
H0(F,Z) ⊕ H2(F,Z) ∼= Z2 への作用によって引き起こされる準同型で
ある.

πの可約なファイバーが In型のみであるときは Conjecture 4.1は正し
いことが [Ue16]で示された. またその結果を使って [Ue17]において, 楕
円曲線上の線織曲面の自己同値群が決定されている.

4.3 K-同値型の自己同値群

NS = 2であるとき, すなわちK-同値型の自己同値群AuteqD(S)を考
えよう. このとき次を予想する. ここで BrZ(S)は (7)と同様に定義した
AuteqD(S)の部分群である.

Conjecture 4.2. S は滑らかで射影的な代数曲面でNS = 2とする. す
なわち, KS ̸≡ 0を満たし, さらに極小楕円ファイブレーション π : S → C

を持たないものとする. このとき

AuteqD(S) = ⟨BrZ(S),Pic(S)⟩⋊Aut(S)× Z[1]

が成り立つ.
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Z の全ての連結成分が (−2)-曲線の鎖, つまり A型となっているとき
Conjecture 4.2 は正しいことが [Ue18] で示された. この結果は [IU05,

Theorem 1.5]や [BP14, Theorem 1]の一般化になっている.

ここまで自己同値群の生成元を見つけることに主眼をおいていたが, 最
後にその群構造の研究にも触れておく. [IUU10]では, An型特異点の極小
特異点解消の導来圏において, BrZ(S)がアファイン組み紐群であること
を示しており, この結果を用いて, その安定性条件の空間の構造を完全に
決定した.
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