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1. はじめに

本稿において，多様体とは複素数体上定義された非特異代数多様体を意味す
る．多様体Xが群多様体の推移的な代数的作用をもつとき，Xを等質多様体
と呼ぶ．以下，等質多様体とは射影的な等質多様体を意味する．A. BorelとR.
Remmertの結果（定理 3.1）により，全ての等質多様体はアーベル多様体と有
理等質多様体の積として記述されることが知られている．この報告集の目的は
「ネフ接束をもつファノ多様体は有理等質多様体である」という，F. Campana
とT. Peternellによる予想（CP予想）の概説を行うことである．
本稿は以下のように構成されている．まず第 2章では単線織多様体上の有理

曲線の変形理論の復習をしたのち，それを用いて有理曲線の接ベクトルの理論
（VMRT理論）について説明する．本稿では直接用いることはないが，CP予
想の研究においてVMRTの理論は基本的な道具である．さらに，ファノ多様
体の擬指数に関する結果にふれる．第 3章において，CP予想に関連して知ら
れていることについて概説する．第 4章において， CP多様体の性質や具体的
な研究手法について説明する．基本的には [11]の記号や用語を用いる．特に，
多様体X上の局所自由層 E に対し，P(E)はグロタンディックの意味での射影
化 Proj(Sym(E))とする．一方，[11]の用語と異なるが，多様体間の非特異射
f : X → Y の全てのファイバーが P1と同型なとき f を P1束という．

2. VMRTについて

この章では有理曲線の変形理論とVMRTについて知られていることをまと
める．有理曲線の変形理論に関しては [19]を，VMRTの一般論に関しては，
[12, 18, 25, 26, 30]を参照されたい．また，ファノ多様体の擬指数に関しても
触れる．

2.1. 有理曲線の変形理論とVMRTの定義. 有理曲線の族により覆われる多様
体を単線織多様体と呼ぶ．また，反標準因子−KXが豊富な多様体をファノ多様
体と呼ぶ．よく知られている通り，ファノ多様体は単線織多様体である．この章
では断りがない限り，Xを単線織（非特異）射影多様体とする．P1からXへの
射をパラメータ付けするHomスキームをHom(P1, X)とかく．また，非定値射
f : P1 → Xに対し，対応するHomスキームの点を [f ] ∈ Hom(P1, X)とかく．
有理曲線C ⊂ Xに対しその正規化をとることにより非定値射fC : P1 → C ⊂ X
が定まる．グロタンディックの定理（例えば [37, Chap. 1, Theorem 2.1.1]参
照）により P1上の任意のベクトル束は直線束の直和としてかけるので，Xの

代数幾何学城崎シンポジウムにおける講演の機会を下さった世話人の方々に感謝いたしま
す．本研究は科学研究費「若手研究 B（研究課題番号 ♯17K14153）」のサポートを受けていま
す.
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接束 TX の fC による引き戻し f ∗
CTX に対しある整数 a1 ≥ a2 . . . ≥ amが存在

して，
f ∗
CTX = OP1(a1)⊕ OP1(a2)⊕ . . .⊕ OP1(am)

とかける．

定義 2.1. 上記記号のもと，全ての iに対し ai ≥ 0が成り立つとき，C を自
由有理曲線（free rational curve）という．また，a1 = 2 > a2を満たす自
由有理曲線 C を標準的有理曲線（standard rational curve）という（[19,
Definition IV2.8]では「極小有理射」と呼んでいることに注意する）．

像と双有理同値な射 f : P1 → Xをパラメータ付けするHom(P1, X)の開部分
スキームをHombir(P1, X) ⊂ Hom(P1, X)とかく．さらに，Hombir(P1, X)の正
規化をHomn

bir(P1, X)とかく（肩付きの nは正規化 (normalization)を意味し，次
元を表しているわけではない）．自己同型群Aut(P1)は自然にP1×Homn

bir(P1, X)
とHomn

bir(P1, X)へ作用し，それらの幾何学的商をそれぞれ

Univ(X), RatCurvesn(X)

と記す（[19, Comment II.2.7, Definition-Proposition II.2.11]参照）．有理曲線
C ⊂ Xに対し，対応する点を [C] ∈ RatCurvesn(X)とかく．

定理 2.2 ([19, Corollary II.2.12, Theorem II.2.15]). 上記記号のもと，以下の
可換図式が成り立つ

P1 × Homn
bir(P1, X)

��

U //

⟲

Univ(X)

p

��
Homn

bir(P1, X)
u // RatCurvesn(X).

さらに，U と uはそれぞれ主Aut(P1)束であり，pは P1束である．

注意 2.3. 一般に，RatCurvesn(X)からX のチャウスキームへの自然な有限
射 RatCurvesn(X) → Chow(X)が存在する．この射はほとんどの点で単射
（generically injective）であるが，一般には必ずしも単射ではない．

評価写像 P1 × Homn
bir(P1, X) → Xに対応し，Univ(X)の評価写像

Univ(X) → X

が定まる．以下，RatCurvesn(X)の既約成分Mを固定し，p : U → Mにより
Univ(X) → RatCurvesn(X)の引き戻しを，ι : U → Xにより評価写像を表す．

U
p
��

ι // X

M

定義 2.4. 上記記号のもと，ι : U → Xが支配的となるとき，既約成分Mを支
配的という．支配的な既約成分のうち反標準次数が最小のものを極小有理成分
（minimal rational component）という．さらに，極小有理成分Mがスキー
ムとしてC上固有的ならば，Mを非分裂（unsplit）という．また，極小有理成
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分Mと任意の x ∈ Xに対し p(ι−1(x))の正規化をMxと記し，px : Ux → Mx

と ιx : Ux → Xにより対応する普遍族を表す．[19, Corollary II.2.12]により px
は P1束である．

注意 2.5. 極小有理成分Mに対し，Mが C上固有的であることと C上射
影的であることは同値である．実際，Mが C上固有的ならば，有限射 π :
RatCurvesn(X) → Chow(X)による像 π(M)も C上固有的である．一般に，
Chow(X)がC上射影的なので π(M)も射影的となり，π : M → π(M)が有限
であることからMの射影性も従う．

例 2.6. X ⊂ P3を非特異 3次曲面とする．Xに含まれる直線は 27本のみであ
り，Xは直線では覆われない．この場合，Xの極小有理成分Mはコニックの
族である．また，2本の直線の和集合が極限として現れるコニックの列が存在
するので，Mは一般にスキームとしてC上固有的ではない．

定理 2.7. MをXの極小有理成分とする．一般の点 x ∈ Xと [C] ∈ Mxに対
し，以下が成立する．

(i) Cは自由である．
(ii) Mxは非特異かつC上射影的であり，dimMx = −KX .C−2を満たす．
(iii) [C] ∈ MxがMxの既約成分の一般元であれば，Cは標準的である．
(iv) fC(o) = x (o ∈ P1)とすると，fは oにおいてはめ込みである．すなわ

ち，fC の oにおける微分 (dfC)oは零写像でない．
(v) Mxは ι−1(x)と同型である．

証明. (i)は [19, Theorem II.3.11]と同様の議論により従う．(ii)の射影性以外
の主張は [19, Theorem II.1.7, Theorem II.2.16]から従う．Mxが射影的である
ことは [19, Proposition II.2.2]と極小有理成分の次数の最小性から従う．(iii)
は [19, Corollary II.2.9]より従う．(iv)と (v)は [17, Theorem 3.3]より従う．

定義 2.8. Xの極小有理成分Mと一般の点 x ∈ Xに対し，定理 2.7 (iv)によ
り，次の射が定まる：

τx : Mx → P(ΩX,x); [C] 7→ [Im((dfC)o)]

この射を xにおける接写像（tangent map at x），

Cx := Im(τx) ⊂ P(ΩX,x)

をXの点 xにおけるVMRT (Variety of Minimal Rational Tangents at
x)という．さらに，一般の点 x ∈ X に対し τxが定まることと定理 2.7 (v)に
より，有理写像

τ : U · · · → P(ΩX)

が定まる．この有理写像をグローバル接写像（global tangent map）という．

P(ΩX)

projection
��

U

τ

77

ι // X
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定理 2.9 ([17, Theorem 3.4], [14, Theorem 1, Corollary 1]). 定義 2.8の仮定の
もと，以下が成立する．

(i) τx : Mx → Cxは有限射である．
(ii) τx : Mx → Cxは双有理射である．

従って，τx : Mx → Cxは正規化である．

命題 2.10 ([1, Proposition 2.7]). 定義 2.8の仮定のもと，τx : Mx → Cx が
[C] ∈ Mx においてはめ込みであることと，C が標準的であることは同値で
ある．

例 2.11. 多様体X ⊂ PN が直線で覆われている場合を考える．このとき，X
の極小有理成分Mは直線の族である．定理 2.7 (i)により，一般の x ∈ Xと任
意の [ℓ] ∈ Mxに対し，ℓは自由有理曲線である．また，2つの単射

TP1 ↪→ TX |ℓ, TX |ℓ ↪→ TPN |ℓ
により，ℓは標準的有理曲線であることが分かる．よって，命題 2.10により，
τxははめ込みである．また，固定点 xを通る直線は xにおける接方向により一
意的に定まるので，τxは単射である．以上により，τx : Mx ↪→ P(ΩX,x)は閉埋
め込みであり，従ってMx

∼= Cxとなる．

注意 2.12. X上の極小有理成分Mと一般の点 x ∈ Xに対し，px : Ux → Mx

と ιx : Ux → X を普遍族に付随する射，TUx/Mx とKUx/Mx をそれぞれ Ux →
Mxの相対接束と相対標準因子とする．自然な射 TUx/Mx |q−1(x) ⊂ TUx|q−1(x)と
TUx |q−1(x) → TX,x⊗Oq−1(x)の合成を考えると，[17, Theorem 3.3, Theorem 3.4]
により TUx/Mx |q−1(x)は TX,x ⊗Oq−1(x)の部分束である. この束により定まる射
q−1(x) → P(ΩX,x)が接写像 τxである．よって，接写像 τxは次を満たす：

(1) τ ∗xOP(ΩX,x)(1) = Oq−1(x)(KUx/Mx).

注意 2.13. X をピカール数 1の有理等質多様体とする．このとき，あるディ
ンキン図形Dを用いてD(k)とかける．よく知られているように，Xのピカー
ル群の豊富な生成元Lは非常に豊富なので，完備線形系 |L|によりXを射影空
間に埋め込むことができる（例えば，[39, Theorem 6.5]参照）．さらに，この
埋め込みに関してXは直線により覆われる（例えば，[19, Theorem V.1.15]参
照）．従って，例 2.11により，接写像 τxは埋め込みになり，Mx

∼= Cxが成り
立つ．また，注意 2.12により，Cxの埋め込みの情報が得られる．一般に，ピ
カール数 1の有理等質多様体のVMRTの構造は完全に決定されている（例え
ば，[12, 20, 25]などを参照）．

2.2. ファノ多様体の指数と擬指数. まず，一般のファノ多様体に対する 2つの
不変量の定義を思い出す：

定義 2.14. ファノ多様体Xに対し，

i(X) := min{−KX .C | CはX上の有理曲線 }
をXの擬指数 (pseudo-index)，

r(X) := max{r | (−KX)/r ∈ Pic(X)}
をXの指数 (index)という．
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注意 2.15. 定義により，ファノ多様体X に対し r(X)は i(X)の約数である．
ピカール数が 1より大きいとき，一般にそれらの値は一致しない．実際，X =
P1 × P2に対し，r(X) = 1 < i(X) = 2となる．一方で，「ピカール数が 1の
とき，i(X) = r(X)が成り立つか？」という問題は未だ未解決である（例えば
[19, Problem V.1.13]参照）．

指数と擬指数に関する 2つの予想を述べる．

予想 2.16 (向井予想, [28, Conjecture 4]). ファノ多様体Xに対し，

(r(X)− 1)ρ(X) ≤ dimX

が成り立つ．さらに，等号が成り立つのはX ∼= (Pr(X)−1)ρ(X)のときに限る．

予想 2.17 (一般化された向井予想, [2, Conjecture]). ファノ多様体Xに対し，

(i(X)− 1)ρ(X) ≤ dimX

が成り立つ．さらに，等号が成り立つのはX ∼= (Pi(X)−1)ρ(X)のときに限る．

注意 2.18. これらの予想は指数や擬指数が大きい場合や，有理等質多様体や
トーリック多様体などの特殊な多様体について成り立つことが知られている．
例えば，日本語で書かれた解説記事では [44]を，論文では [31]や [41]を参照の
こと．

上記予想の特別な場合として以下の結果が知られている：

定理 2.19. m次元ファノ多様体Xに対し，以下が成立する．
[6] i(X) ≥ m+ 1ならば，Xは射影空間 Pmと同型である．

[23, 8] i(X) = mならば，Xは 2次超曲面Qmと同型である．

3. CP予想

A. Borelと R. Remmertにより，以下の等質多様体の構造定理が知られて
いる：

定理 3.1 ([3]). 任意の等質多様体はアーベル多様体と有理等質多様体の積と同
型である．さらに，任意の有理等質多様体は半単純線形代数群Gの閉部分群
P による幾何学的商G/P と同型である．

射影多様体Xに対し，その自己同型群Aut(X)はH0(X,TX)をリー代数と
してもつ代数群である．まず，接束による等質多様体の特徴付けを思い出そう．

命題 3.2. 射影多様体X に対し，X が等質多様体であることと接束 TX が大
域切断により生成されることは同値である．特に，等質多様体の接束はネフで
ある．

証明. GをAut(X)の単位元を含む既約成分とする．任意の点 x ∈ X に対し，
軌道写像を考える：

µx : G → X; g 7→ gx.

単位元 e ∈ Gにおける µxの微分 dµx : TeG → TxX はX の代数的ベクトル場
の xにおける評価写像に他ならない：

evx : H
0(X,TX) → TxX; v → vx.
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よって，主張が従う．

さらに，アーベル多様体と有理等質多様体は接束の観点から区別することが
できる．

命題 3.3. 射影多様体Xに対し，以下が成立する．
(i) Xがアーベル多様体であることと接束 TX が自明であることは同値で
ある．

(ii) Xが有理等質多様体ならば，その反標準因子に付随する層O(−KX)は
豊富かつ大域切断により生成される．特に，Xはファノ多様体である．

証明. (i) アーベル多様体の接束が自明であることはよく知られている．例え
ば，[29, p.42 (iii)]を参照のこと．逆は，例えば [7, Corollary 3.19]から従う．
(ii) 代数群の知識を使わない簡単な証明として，森重文による証明が知られ

ている． 例えば，[19, V. Theorem 1.4]を参照のこと．

系 3.4. 有理等質多様体G/P はネフ接束をもつファノ多様体である．

この逆が成り立つことを主張するのがF. CampanaとT. Peternellによる次
の予想（以下，CP予想と呼ぶ）である：

予想 3.5 ([4, 11.2]). ネフ接束をもつファノ多様体X（以下，CP多様体と呼
ぶ）は有理等質多様体である．従って，半単純線形代数群Gとその放物的部
分群 P が存在し，X = G/P が成り立つ．

定理 3.1や命題 3.2を用いると，この予想は次のように言い換えることがで
きる．

予想 3.6. ファノ多様体Xに対し，接束TXが大域切断で生成されることとTX

がネフであることは同値である．

注意 3.7. Eを楕円曲線 C上の階数２の半安定ベクトル束とする．このとき，
P(E)の接束はネフであるが P(E)は等質多様体ではない（[4, Theorem 3.1]）．
また，一般にファノ多様体上のベクトル束 Eに対して，Eが大域切断で生成
されることとネフであることは同値でない．従って，CP予想が正しいことを
示すためにはファノ多様体と接束の特殊性を用いる必要がある．

以下に，CP予想が正しいことが示されている場合をまとめる：

定理 3.8. ネフ接束をもつファノ多様体Xが以下のいずれかの条件を満たすな
らば，Xは有理等質多様体である；

(i) dimX ≤ 5．
(ii) ρ(X) = 1を満たし，さらに i(X) ≥ dimXまたは i(X) < 4を満たす．
(iii) ρ(X) > dimX − 5．
(iv) X ⊂ PN は超曲面の完全交叉多様体．
(v) Xはトーリック多様体またはトロイダル多様体 (toroidal variety)．
(vi) Xはホロスフェリカル多様体 (horospherical variety)．
(vii) TX が巨大かつ 1アンプル．

ここでは上記定理やそれに関連する論文を列挙する．まず，定理 3.8の (i)−
(iii)が成り立つことは，定理 2.19と以下の論文の結果から分かる．以下の論文
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において，ネフ接束をもつファノ多様体Xがそれぞれの条件を満たすならば，
Xは有理等質多様体であることが示されている：

[4] dimX ≤ 3.
[5] dimX = 4, ρ(X) > 1.
[24] (i(X), ρ(X), b4(X)) = (3, 1, 1).
[13] (i(X), ρ(X)) = (3, 1)（[24]における証明は b4(X) = 1を除いても成り

立つことを指摘．）
[42] dimX = 5, ρ(X) > 1.
[15] (dimX, i(X), ρ(X)) = (5, 4, 1).
[43] ρ(X) > dimX − 4または dimX ≤ ρ(X)(i(X)− 1) + 1.
[16] ρ(X) > dimX − 5.

特に，i(X) ≤ 3のときと (dimX, i(X), ρ(X)) = (5, 4, 1)の場合については，
第 4.2章において詳しく説明する．定理 3.8の (iv)以降についてはそれぞれ以
下の論文において扱われている．

[38] 超曲面の完全交叉多様体X ⊂ PN が有理連結かつ凸 (convex)ならば，
Xは射影空間か 2次超曲面と同型であることを示した．ネフ接束をも
つファノ多様体は有理連結かつ凸なので，定理 3.8 (iv)が従う．

[10] [38]と同様の結果が正標数でも成り立つことが示されている．
[9] [Proposition 5.3] 因子のネフ錘 (nef cone)と擬有効錘 (pseudo-effective

cone)が一致するトーリック多様体は射影空間の積であることを示し
ている．ネフ接束をもつトーリックファノ多様体はこの条件を満たす
ので，定理 3.8 (v)が従う．

[22] [Theorem 1.2] トロイダルもしくはトーリック多様体 X に対し，（固
定された余次元の）サイクルのネフ錘 (nef cone)と擬有効錘 (pseudo-
effective cone)が一致するのはXが有理等質多様体のときに限ること
を示している．このことから，定理 3.8 (v)が従う．

[21] 定理 3.8 (vi)を示している．
[40] 定理 3.8 (vii)を示している．
[32] [40]の一般化を扱っている．

4. CP多様体

4.1. ピカール数が 1より大きいCP多様体. この章では，断りがない限り常に
XはCP多様体であるとする．また，m := dimX, n := ρ(X)とする．CP多
様体X はファノ多様体なので，有理曲線により覆われる．さらに，定義によ
り TXがネフなので，任意の有理曲線は自由である．このことから，様々な性
質が導かれる．まず，CP多様体の収縮射に関して次の結果が知られている．

定理 4.1. XをCP多様体，π : X → Y をXの任意の収縮射とする．また，任
意の y ∈ Y に対し，j : π−1(y) ↪→ X を自然な包含射とする．このとき以下が
成立する：　

(i) クライマン-森錘NE(X) = NE(X)は単体的 (simplicial)である．
(ii) π : X → Y は非特異射であり，Y と任意の πのファイバー π−1(y)も

CP多様体である．
(iii) ピカール数に関する等式 ρ(π−1(y)) = ρ(X)− ρ(Y )が成り立つ．
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(iv) j∗(NE(π
−1(y))) = NE(X) ∩ j∗(N1(π

−1(y)))が成り立つ．

証明. Xはファノ多様体なので，NE(X) = NE(X)となることに注意する．さ
らに，CP多様体Xの収縮射 π : X → Y は必ずファイバー型である．実際，π
により Y 上の 1点に潰れる有理曲線C ⊂ Xが存在するが，接束 TX のネフ性
によりCは自由である．よって，Cの変形がXを覆うことになり，πがファイ
バー型であることが導かれる．このことを用いて，[27, Proposition 4 (4)]にお
いて (i)が示された．πがファイバー型であることは簡単に分かるが，より強く
(ii)の主張が成り立つ．このことは [40, Theorem 4.4]において示された．また，
πの非特異性により，(iii)の性質が導かれる．例えば，[27, Proposition 4 (3)]
を参照されたい．

この定理を用いることで，一般化された向井予想がCP多様体に対して成立
することを示すことができる．

命題 4.2 ([43, Theorem 1.2, Proposition 3.3]). CP多様体に対して，一般化さ
れた向井予想（予想 2.17）が成立する．

[43]や [16]などのようにピカール数が大きいCP多様体を扱うとき，次の命
題が有用である．この命題も定理 4.1から従う．

命題 4.3 ([27, Lemma 1, Proposition 5]). π : X → Y をCP多様体の間の収縮
射とする．もし，Y の任意の端射線の収縮射が P1束ならば，ある CP多様体
Zが存在し，X ∼= Y × Zとなる．

X のピカール数が 1より大きいときは，上記定理や命題を用いることによ
りXの構造を調べることができる．

例 4.4. Xをピカール数 2の 3次元CP多様体Xとし，π : X → Y を端射線の
収縮射とする．このとき，定理 4.1により，Y はピカール数 1のCP多様体で
あり dimY ≤ 2を満たす．もし dimY = 1ならば， Y = P1となる．このとき，
命題 4.3によりある多様体 Zが存在しX ∼= Y × Zとなるが，Zはピカール数
1の 2次元ファノ多様体なのでZ ∼= P2である．よって，X ∼= P1 × P2である．
一方，dimY = 2ならば Y ∼= P2となり，定理 4.1により π : X → Y = P2はP1

束となることが分かる．Xは πと異なる端射線の収縮射 π′ : X → Y ′をもつこ
とに注意する．π′に対しても上と同様の議論を行うことにより，Xは P1 × P2

と同型になるか，π, π′ともに P2上の P1束となるかいずれかである．π, π′と
もに P1束となるときは，後述の定理 4.6により，X ∼= P(TP2)となる．

ピカール数が 1のときは，上記の一連の結果はX の構造に制約を与えない
ため，異なる手法が必要である．そこでよく用いられるのが 2章で説明をした
有理曲線の変形理論やVMRTの理論である．
ピカール数 1の CP多様体 X に対し，Mをその極小有理成分，p : U →

M, ι : U → XをMに付随する族とする．Mに対して定理 2.7が成り立つが，
XがCP多様体であればさらに次が成立する．

命題 4.5. 上記記号のもと，以下が成立する：
(i) Mは (m+ i(X)− 3)次元非特異射影多様体である．特に，Mは非分
裂である．
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(ii) 評価写像 ι : U → Xは連結ファイバーをもつ非特異射である．
(iii) 任意の x ∈ Xに対し，ι−1(x)は (i(X)− 2)次元非特異射影多様体であ

る．特に，i(X) ≥ 2である．

証明. 任意の [f ] ∈ Homn
bir(P1, X)に対し，H1(P1, f ∗TX) = 0となる．すな

わち，変形の障害が消えるので，[19, Theorem II.1.7]により Homn
bir(P1, X)

は非特異であり，その次元は (m + i(X))となる．従って，定理 2.7により，
Mは (m + i(X) − 3)次元かつ非特異である．Mが非分裂であることは [19,
Proposition II.2.14.1]より従うので，注意 2.5によりMは射影的である．以上
により，(i)が成立する．評価写像 ιの非特異性は [19, Corollary II.3.5.3]と定
理 2.7により従う．いまXはファノ多様体なので，特に単連結である．ιのシュ
タイン分解 ι = f ◦ gを考える．f は有限射であるが，ιの非特異性により f も
非特異である．すなわち f はエタール射となるが，X の単連結性により f は
同型射である．以上により，(ii)が成立する．(iii)は (i), (ii)から従う．

ここで，CP予想の研究において重要な結果を紹介する．

定理 4.6 ([35], [36, Theorem A.1]). 射影多様体Xに対し，以下は同値である．
(i) Xはピカール数 ρ(X)と同じ数のP1束構造をもち，それらの張る端射
線はN1(X)において線形独立である．

(ii) ある半単純線形代数群Gが存在し，Xは有理等質多様体G/Bと同型
である．ただし，BはGのボレル部分群（すなわち極大連結可解閉部
分群）とする．

系 4.7. ファノ多様体Xが有理等質多様体であることと以下の条件を満たす射
影多様体Zが存在することは同値である:

(i) ZからXへ収縮射が存在する．
(ii) 射影多様体 Z は ρ(Z)個の P1 束構造をもち，それらの張る端射線は

N1(Z)において線形独立である．

証明. Xを有理等質多様体とする．定理 3.1により，半単純線形代数群Gとそ
の放物的部分群P が存在しX = G/P となる．このとき，P に含まれるボレル
部分群Bを用いて Z = G/Bとすればよい．逆に，Zが条件 (i), (ii)を満たす
ならば，定理 4.6により Z = G/Bとなる．条件 (i)よりX は有理等質多様体
G/Bの収縮射の像であるが，それは有理等質多様体である．

4.2. ピカール数 1のCP多様体. この章ではXをピカール数 1のCP多様体，
Mをその極小有理成分，p : U → M, ι : U → X をMに付随する族とす
る．定理 2.19と命題 4.5により，2 ≤ i(X) ≤ dimX + 1が成り立ち，さらに
i(X) ≥ dimXとなるのはXが PmまたはQmとなるときのみである．

定理 4.8. 上記記号のもと，以下が成り立つ．
(i) i(X) = 2ならばXは P1と同型である．
(ii) ([24, 13]) i(X) = 3ならばXは有理等質多様体である．

証明. (i) i(X) = 2とすると，命題 4.5 (iii)により ιはエタール射である．Xは
ファノなので単連結となり，従って U ∼= Xとなる．U → Mは P1束だが，仮
定より ρ(X) = 1なので，U = P1かつMは 1点となる．以上により，X ∼= P1

となる．
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(i) i(X) = 3とすると，命題 4.5 (iii)により ιは相対次元 1の非特異射であ
る．このとき，[24, Lemma 1.2.2]にあるように，ιが P1束であることが簡単
に分かる．従って，U は相異なる 2つの P1束構造をもつピカール数 2の射影
多様体なので，系 4.7によりXの等質性が従う．

このように，定理 4.6を用いれば，i(X) = 3のときは簡単にCP予想が成り
立つことを示すことができる．金光により研究された (dimX, i(X), ρ(X)) =
(5, 4, 1)の場合も同様のアイデアにより示された：

定理 4.9 ([15]). 上記記号のもと，(dimX, i(X), ρ(X)) = (5, 4, 1)ならば，X
は有理等質多様体である．

証明. 仮定のもと，[15, Theorem 3.3]にあるように，ιが P2束であることが分
かる（i(X) = 3のときとは異なり，このことを示すことは簡単ではない）．さ
らに，ιの相対接束 Tιに対しその射影化W := P(Tι)を考える．金光はこのW
が相異なる 3つの P1束構造をもつことを示し，系 4.7を用いることによりX
の等質性を示した．

定理 4.8，4.9の証明から，ピカール数 1のCP多様体に対するCP予想の研
究は次の 2つのステップに分けることができる．

(i) 評価写像 ιのファイバーの構造決定．
(ii) (i)を用いて，系 4.7に現れるような U を支配する多様体 Zの構成．

(i)に関してはほとんど何も知られておらず，新たなアイデアが求められる．
一方，(ii)に関してはG. Occhetta, L. E. Soá Conde, J. A. Wísniewskiによる
論文 [36]において，Zを構成するアイデアが述べられている．また，その方法
を用いて，次の結果が示された：

定理 4.10 ([36]). X をピカール数 1のファノ多様体とする．X は非分裂極小
有理成分 p : U → Mをもち，その評価写像 ι : U → Xが非特異射であると仮
定する．さらに，任意の x ∈ X に対し，ι−1(x)が（固定された）有理等質多
様体Zと同型ならば，Xは有理等質多様体である．　

証明. 定理の仮定のもと，ι : U → Xの任意のファイバーは有理等質多様体 Z
と同型である．GをAut(Z)の単位元を含む既約成分とすると，Z = G/P と
かける．ここで，Gは半単純線形代数群，P はその放物的部分群である．この
とき，解析的位相に関して ι : U → XはG/P をファイバーとしてもつファイ
バー束となる．ファイバー束 ιはコサイクル θ ∈ H1(X,G)を定める．このコ
サイクルを用いて，X上の主G束EG → Xを構成することができる．さらに，
任意の放物的部分群 P ′ ⊂ Gに対し，G/P ′束を考えることができる：

qP ′ : EP ′ := EG ×G G/P ′ := (EG ×G/P ′)/ ∼G→ X.

ただし，任意の h ∈ Gに対し，(x, gP ′) ∼G (xh, h−1gP ′)とする．このように
定めると，任意の放物的部分群 P1 ⊂ P2 ⊂ Gに対し，qP2 ◦ qP1,P2 = qP1を満た
す自然な射 qP1,P2 : EP1 → EP2が存在する．特に，P に含まれるボレル部分群
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Bをとり，ι : U := EB → Xとおくと，次の可換図式を満たす：

U
ι

��?
??

??
??

?

��
U ι

// X

また，よく知られているように，Bを真に含む最小の放物的部分群Piがρ(G/B)
個あり，G/B → G/Piはそれぞれ P1束である．従って，U := EBは ρ(G/B)
個の P1束 U → EPi

を持つ．
いま，ρ(U) = ρ(G/B) + 1なので，系 4.7を適用するにはさらにもう 1つ独

立な P1束構造が必要である．定理 2.7により，U は P1束構造 p : U → Mを
もつが，この P1束構造が U 上に持ち上がることを示すことができる．その結
果，Uは ρ(G/B)+ 1個のP1束構造を持つことが分かる．それらが定める端射
線がN1(U)において独立であることは簡単に確認できるので，系 4.7によりX
の等質性が従う．

注意 4.11. 3つの例外を除いて，ピカール数 1の有理等質多様体のVMRTは
等質多様体である．3つの例外のうち 2つの場合は，定理 4.10（の弱形）に対
応する命題が成立する．詳細は [33, 34]を参照されたい．
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[34] Gianluca Occhetta, Luis E. Solá Conde, and Kiwamu Watanabe. Characterizing the
homogeneous variety F4(4). Preprint arXiv:1706.01640, 2017.
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[40] Luis E. Solá Conde and Jaros law A. Wísniewski. On manifolds whose tangent bundle
is big and 1-ample. Proc. London Math. Soc. (3), 89(2):273–290, 2004.

[41] Taku Suzuki. On the picard number of fano 6-folds with a non-small contraction.
Preprint arXiv:1703.07700.

[42] Kiwamu Watanabe. Fano 5-folds with nef tangent bundles and Picard numbers greater
than one. Math. Z., 276(1-2):39–49, 2014.

[43] Kiwamu Watanabe. Fano manifolds with nef tangent bundle and large Picard number.
Proc. Japan Acad. Ser. A Math. Sci., 91(6):89–94, 2015.

[44] 高木寛通. Fano 多様体の諸問題 (複素幾何学の諸問題), 数理解析研究所講究録, 1731,
106-126, 2011.

Course of Mathematics, Programs in Mathematics, Electronics and Infor-
matics, Graduate School of Science and Engineering, Saitama University.
Shimo-Okubo 255, Sakura-ku Saitama-shi, 338-8570, Japan.

E-mail address: kwatanab@rimath.saitama-u.ac.jp

151




