
深層学習のリッジレット解析にむけた取組み *

Toward Ridgelet Analysis of Deep Learning

早稲田大学 先進理工学研究科  $\dagger$ 園田 翔 村田 昇

Sho Sonoda Noboru Murata

Faculty of Science and Engineering
Waseda University

概要

深層学習は圧倒的な学習能力を誇る手法として2010年頃から注目を集めている。

深層学習で用いる深層ネットワークは,従来の浅いニューラルネットの合成写像と

みなせる。浅いニューラルネットは適当な条件のもと  L^{2} 空間で稠密なので,関数近

似という観点では深層構造は冗長である。本講演では,ニューラルネットを連続化

してリッジレット変換とみなす方法を説明し,浅いネットワークに対する最近の結

果を紹介したあと,深層構造への展開を検討する。

1 はじめに

深層学習による技術革新が目覚ましい。画像認識 [1] からアーケードゲーム [2]まで,
幅広いタスクで深層学習が従来手法を圧倒している。最近では画像を生成する [3, 4] こと

までできるようになった。AlphaGoと呼ばれる囲碁プログラム [5] が,世界最強とも評さ

れるィセドル氏を破ったことも記憶に新しい。深層学習の具体例については既に多くの

解説記事が出版されているので,そちらを参照されたい [6, 7, 8, 9]。
深層学習とは,二層以上の隠れ層を備えたニューラルネット (深層ネットワーク) を学

習させる手法の総称である。深層学習の発達に伴い,深層ネットワークが高度な情報処理

能力をもつことが分かってきたが,その機構の理解は発展途上である。例えば,なぜ深
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層構造かという根本的な問いかけに対しても,情報を階層的に表現するために効率的で

あるという立場 [10, 11, 12] や,入力の不変性を抽出するために効率的であるという立場

[13, 14], ほとんどランダムなのではないかという立場 [15, 16], 実は一層に圧縮できると

いう報告 [17] など,百家争鳴である。

発表者は,ニューラルネットの積分表現理論 (リッジレット解析) [18, 19, 20, 21] を通

じて深層ネットワークの解析に取り組んでいる。積分表現はニューラルネットを関数解析

的に扱うための強力なツールであり,後に双対リッジレット変換という名前がついた。例

えば,積分表現を使うとニューラルネットの隠れ層が計算できる。通常,ニューラルネッ

トは非線形最適化問題の局所解という程度の特徴付けしかできないことと較べて,これは

著しい強みである。

積分表現理論では,浅いニューラルネットを基底と係数に分けて考えるため,深層ネッ

トワークに対して積分表現を計算する方法は自明ではない。深層ネットワーク向けの積分

表現理論については現在論文投稿中のため,本稿では考え方を紹介するのみに止める。本

稿の後半では,研究会当日はまだ投稿中であったSonoda and Murata [21] の内容を解説

する。

2 深層学習のリッジレット解析

g g

X\hat{\rightarrow Z\rightarrow hk}Y X\hat{\rightarrow Z\rightarrow hk}Y

図1 ニューラルネットの模式図。いずれも3入力2出力のネットワークを表す。左:

隠れ層を3層備えた深層ネットワーク。中央: 従来の (浅い) ニューラルネット。右:

積分表現に相当するニューラルネット。

以降では X=\mathbb{R}^{m}, Y=\mathbb{R}^{n} とし,Z�を適当な次元のユークリッド空間とする。

65



2.1 浅いニューラルネット

従来用いられてきた 「浅い」 ニューラルネットとは以下の関数 g:X\rightarrow Y である。

g(x)=\displaystyle \sum_{j=1}^{J}c_{j} $\eta$(a_{j} x-b_{j}) , (a_{j}, b_{j}, c_{j})\in \mathbb{R}^{\mathrm{m}\times 1\mathrm{x}n} (1)

ここで  $\eta$ : \mathbb{R}\rightarrow \mathbb{R} は活性化関数と呼ばれる非線形関数であり,具体的にはガウス関数

\exp(-z^{2}/2) や双曲線正接関数 \tanh(z) , 切断ベキ z+ を用いることが多い。

ニューラルネットの基底関数* 1

 h_{j}(x):= $\eta$ (  a_{j}
. x — bj ), j=1, \cdots, J (2)

を Z=\mathbb{R}^{J} に値をとるベクトル値関数とみなして単に h(x) と書き, h:X\rightarrow Z を隠れ層

と呼ぶ。係数 cj が定める線形写像を k:Z\rightarrow Y と書くことにすると,浅いニューラル

ネット(1) は

g=k\circ h , (3)

と書ける。

2.2 ニューラルネットの積分表現とリッジレット変換

浅いニューラルネットの和を積分に取り替えたものが積分表現である。

g(x)=\displaystyle \int_{X\times \mathbb{R}}\mathrm{T}(a, b) $\eta$(a\cdot x-b) dadb. (4)

積分表現は  $\eta$ による \mathrm{T} の双対リッジレット変換 \mathscr{B}_{ $\eta$}^{\uparrow}\mathrm{T}(x) としても知られる。例えばディ

ラックの  $\delta$ 関数を用いて

\displaystyle \mathrm{T}(a, b)=\frac{1}{J}\sum_{j=1}c_{j}$\delta$_{a_{ $\gamma$},b_{\mathcal{J}}}(a, b)J (5)

とすると,元のニューラルネット(1) に帰着する。

*1 ニューラルネットという対象が先にあるので,厳密に基底ないしフレームあるいはアトムを成す義理はな

いが,慣例に倣い 「基底」 と呼ぶ。
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関数 f:X\rightarrow Y と  $\psi$:\mathbb{R}\rightarrow \mathbb{R} に対して, f の  $\psi$ によるリッジレット変換を以下で定

義する。

\displaystyle \mathscr{R}_{ $\psi$}f(a, b):=\int_{X}f(x)\overline{ $\psi$(a\cdot x-b)}\mathrm{d}x , (6)

 $\eta$ と  $\psi$ が許容条件

\displaystyle \int_{\mathbb{R}}\frac{\overline{\hat{ $\psi$}( $\zeta$)}\hat{ $\eta$}( $\zeta$)}{| $\zeta$|^{m}}\mathrm{d} $\zeta$=1 , (7)

を満たすとき *2, リッジレット変換の再生公式が成り立つ。

f(x)=\displaystyle \int_{X\mathrm{x}\mathbb{R}}\mathscr{R}_{ $\psi$}f(a, b) $\eta$(a\cdot x-b) dadb. (8)

右辺はニューラルネットの積分表現において \mathrm{T}=\mathscr{R}_{ $\psi$}f としたものなので,これは勝手な

関数 f をニューラルネットとして実現する式になっている。従って,右辺を適当な方法で

有限和近似すると,関数 f を近似する浅いニューラルネットが得られる [21, 22]。

-15 -10 -5 0 5 10 15

\mathrm{b}

図2 リッジレット変換と実際の学習結果の比較。左: f(x)=\sin 2 $\pi$ x, x\in[-1, 1] に

対するリッジレット変換 \mathscr{R}_{ $\psi$}f(a, b) の計算例。右: 同 f(x) を1, 000個のニューラル

ネットで学習した場合の学習済パラメータの分布。 \mathscr{R} $\psi$ f(a, b) の値が高い位置にあるパ

ラメータ (a, b) は,実際のニューラルネットでも使われやすいことが分かる。

*2_{ $\eta$} が超関数の場合には条件がやや複雑になる。Sonoda and Murata [21, Definifition 5 \cdot 1] 参照。
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2.3 深層ネットワーク

深層ネットワークは,隠れ層を多重化したニューラルネットである。

 g=k\mathrm{o}h^{L}\mathrm{o}\cdots \mathrm{o}h^{1} . (9)

ここで各 h^{\ell}:Z^{\ell-1}\rightarrow Z^{p} は(2) の形式とし, k:Z^{L}\rightarrow Y は線形写像とする。

深層ネットワークの構造を調べることは, h^{L}\mathrm{o}\cdots \mathrm{o}h^{1} の途中にあたる h^{\ell}\mathrm{o}\cdots \mathrm{o}h^{1} の

振る舞いを調べることだが,単純に勿 $\psi$f を計算するだけでは  h^{L}\mathrm{o}\cdots \mathrm{o}h^{1} の情報しか得

られないので,工夫が必要である。

2.4 深層学習のリッジレット解析

深層ネットワークが次のような構造をもつと仮定する。

g=\tilde{k}\mathrm{o}k^{L}\mathrm{o}h^{L}\mathrm{o} . . . \mathrm{o}k^{1}\mathrm{o}h^{1}
, (10)

ただし k^{\ell} : Z^{\ell}\rightarrow X および \overline{k}:X\rightarrow Y は線形写像とする。これは,学習対象 f が力学系

$\Phi$_{\ell} : X\rightarrow X を用いて次のように書けるという仮定と同等である。

f=\overline{k}0$\Phi$_{L}0\cdots 0$\Phi$_{1} . (11)

このとき,各層は働 =k^{p}\mathrm{o}h^{\ell} のように対応するので,浅いネットワークに対するリッ

ジレット変換が適用できる。力学系という仮定は,パターン認識の本質がデータの空間

X を超平面で分割する作業であることを考えれば自然である。すなわち, X の中に散乱

した入カデータを働によって整理することで,分割時の難易度を下げていると考えるの

である。この方針に基づく結果は現在 (2016年3月) 投稿中である。

x\hat{\rightarrow z^{1}\rightarrow}x\hat{\rightarrow z^{2}\rightarrow}xh^{1}k^{1}h^{2}k^{2}$\Phi$_{1}$\Phi$_{2}\rightarrow^{\overline {}k}Y

図3深層ネットワークが力学系の構造を持つ場合にはリッジレット変換が適用できる。
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3 超関数によるリッジレット解析

以降では研究会当日は投稿中であったSonoda and Murata [21] の内容を紹介する。

深層学習では活性化関数  $\eta$ としてrectified linear unit (ReLU)

(z)_{+}:=\left\{\begin{array}{l}
z z\geq 0\\
0 \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e} '
\end{array}\right. (12)

を採用することが多い。ReLU とは切断ベキあるいはランプ関数のことであるが,以降で

は深層学習での呼び方を踏襲する。従来用いられてきた \tanh などと比較して,ReLU は

(1) 実装が if 文ひとつで済むので計算コストが削減できる (2) 誤差信号が飽和しないの

で学習が加速する (3) 学習結果がスパースになるというメリットがあり,現在では標準的

に用いられている。

従来のリッジレット変換の理論では  $\eta$ として ReLU のような非有界関数は想定してい

ない。このままでは深層ネットワークの積分表現理論を展開するために不便であったの

で,Sonoda and Murata [21] では  $\eta$ がリゾルキン超関数の場合にもリッジレット解析が

できることを示した。つまり,リッジレット変換が定義でき,適当な許容条件のもとで再

生公式が成り立つことを示した。ここでリゾルキン超関数とは,シュワルツ超関数であっ

て,多項式を  0 と同一視して得られる超関数のクラスであり,特に ReLU はこのクラス

に含まれる。残念ながら  $\eta$ が多項式の場合には再生公式が成り立たないので,ReLU が折

れ線であることは本質的である。

-2| 0^{\mathfrak{l}} 2|

図4 リゾルキン超関数の例。ガウス関数 G(z) およびその微分 G'(z) , G''(z) , 切断ベ

キ z_{+}^{0}, z+, z_{+}^{2} が含まれる。
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3.1 方針

アイデアは単純である。ReLU を複数組み合わせると有界関数が作れる。例えば,

$\eta$^{\star}(z):=z_{+}-(z-1)_{+} , (13)

とおけば良い。右辺は平行移動作用素 [$\tau$^{a}f](z):=f(z-a) を用いて

$\eta$^{\star}=($\tau$^{0}-$\tau$^{1} \cdot)_{+}] , (14)

と書けることに注意する。

$\eta$^{\star} は有界関数なので,従来の枠組みの範疇で再生公式が成り立つ。

f(x)=\displaystyle \int_{X\times \mathbb{R}}\mathscr{B}_{ $\psi$}f(a, b)$\eta$^{\star}(a\cdot x-b) dadb. (15)

ここで,積分表現が b [こ関して畳込みの形をしていることに着目する。畳込みは線形作用

素であり,平行移動作用素と可換なので,形式的に以下が成り立つことが期待される。

(15) =\displaystyle \int_{X\times \mathbb{R}}\mathscr{B}_{ $\psi$}f(a, b)($\tau$^{0}-$\tau$^{1} \cdot)_{+}](a\cdot x-b) dadb (16)

=\displaystyle \int_{X\times \mathbb{R}}($\tau$^{0}-$\tau$^{1})[\mathscr{B}_{ $\psi$}f](a, b)(a\cdot x-b)_{+} dadb. (17)

最後の式は ReLU による積分表現なので,積分の存在を示せば証明が完了する。

3.2 概要

Sonoda and Murata [21] では,平行移動を超関数の意味での微分に置き換えて上記の

主張を証明した (Theorem 5.6, 5.7, 5.11)。フーリエ変換を参考にして,まず L^{1} 関数の

場合に再生公式が成り立つことを示し,続いて L^{1}\cap L^{2} 関数の場合にParsevalの定理が

成り立つことを示し,最後にリッジレット変換が有界作用素であることを用いて L^{2} 関数

に対してリッジレット変換が定義できることを示した。

証明の過程ではシュワルツによる関数のクラス分けを元にして, f と  $\psi$ のクラスに応じ

て \mathscr{R}_{ $\psi$}f がどのクラスに属するかまで踏み込んで調べた (Theorem 4.2)。また,許容的な
リッジレット関数  $\eta$,  $\psi$ の構造を調べ (Theorem 5.4), 許容的関数を構成する方法を導い

た (Corollary 5.5)_{0}
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Corollary 5.  5 $\eta$ をリゾルキン超関数とし, \hat{ $\eta$} を  $\eta$ のフーリエ変換とする。ある  0 の近傍

 $\Omega$ と自然数  k があって, $\zeta$^{k}\cdot\hat{ $\eta$}( $\zeta$) が  $\Omega$ 上  C^{1} 級関数になるとする。急減少関数 $\psi$_{0} として

\displaystyle \int_{\mathbb{R}}$\zeta$^{k}\overline{\hat{$\psi$_{0}}( $\zeta$)}\hat{ $\eta$}( $\zeta$)\mathrm{d} $\zeta$=1 , (18)

となるものを求めよ。このとき,  $\psi$:=\mathcal{H}^{m}$\psi$_{0}^{(k+? $\tau \iota$)} と  $\eta$ は許容的である。ただし \mathcal{H} はヒ

ルベルト変換である。

この条件は,  $\eta$\hat{} が分かっている場合には強力なレシピとなる。具体的な計算例は当該論

文の §6で紹介したので,そちらを参照されたい。

4 ラドン変換およびウェーブレツト変換との関係

最後に,ニューラルネットの幾何学的な側面について触れる。リッジレット変換

はラドン変換とウェーブレット変換の合成変換に分解できる。すなわち, (u,  $\alpha$,  $\beta$)=

(a/|a|, 1/|a|, b/|a|) と変数変換したうえで,リッジレット変換を次のように変形できる。

\displaystyle \mathscr{B}_{ $\psi$}f(u,  $\alpha$,  $\beta$)/ $\alpha$=\int_{X}f(x) $\psi$(\frac{u\cdot x- $\beta$}{ $\alpha$})\frac{1}{ $\alpha$}\mathrm{d}x (19)

=\displaystyle \int_{\mathbb{R}}[\int_{(\mathbb{R}u)^{\perp}}f(pu+y)\mathrm{d}y]\overline{ $\psi$(\frac{p- $\beta$}{ $\alpha$})\frac{1}{ $\alpha$}}\mathrm{d}p (20)

=\displaystyle \int_{\mathbb{R}}\mathrm{R}f(u,p) $\psi$(\frac{p- $\beta$}{ $\alpha$})\frac{1}{ $\alpha$}\mathrm{d}x , (21)

ただし \mathrm{R}f(u,p) は超平面 x\cdot u=p 上で f を積分して得られる f のラドン変換である。

このことから予想される通り,もう一方の積分表現 (双対リッジレット変換) は,双対

ウェーブレット変換と双対ラドン変換の合成変換になっている。トモグラフィーの分野で

は,ラドン変換の逆を計算する方法には三通りあることが知られている [23]。すなわち,
フーリエスライス定理を用いる方法,逆投影フィルタを計算する方法,逆行列を計算する

方法である。Theorem 5.6ではリッジレット変換のフーリエスライス定理を用いてリッ

ジレット変換をフーリエ変換に帰着し,再生公式を示した。Theorem 5.7では,リッジ

レット変換の再生公式がラドン変換の再生公式に帰着することを示して,元の再生公式を

証明した。このとき,許容条件はウェーブレット変換と双対ウェーブレット変換が逆投影

フィルタに変形できるための条件であることが分かった。

このように,ラドン変換やウェーブレット変換は幾何学的な背景を持つので,ニューラ

ルネットもまた幾何学的に考察できるのである。
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