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1 はじめに

頂点作用素代数 (VOA) V の既約加群 M=\oplus_{n=0}^{\infty}M_{h+}。の指標

\displaystyle \mathrm{c}\mathrm{h}_{M}=\mathrm{t}\mathrm{r}_{M}q^{L_{0}-c/24}=\sum_{n=0}^{\infty}\dim M_{h+n}q^{n-c/24} (1)

を考える.ここで, c は V の中心電荷,んは共形ウエイトとよばれる有理数で, M_{h+n} は次数作用素
L_{0} に関する有限次元の固有空間である.Y. Zhu ([15]) は V が有理的かつ C_{2}-cofinite とよばれる条
件をみたすとき,既約加群の指標 \mathrm{c}\mathrm{h}_{M} は q=e^{2 $\pi$\sqrt{-1} $\tau$} とおくと  $\tau$ の関数として複素上半平面 \mathbb{H} にお

いて正則であり,既約加群の指標で張られる空間は変換

\displaystyle \mathrm{c}\mathrm{h}_{M}( $\tau$)\mapsto \mathrm{c}\mathrm{h}_{M}(\frac{a $\tau$+b}{c $\tau$+d}) \left(\begin{array}{ll}
a & b\\
c & d
\end{array}\right)\displaystyle \in SL_{2}(\mathbb{Z}) (2)

により不変であることを証明した.この証明の重要なステップとして,解空間が指標の張る空間を
含む微分方程式が存在することが示されている.ここで現れる微分方程式はモジュラー微分方程
式(MLDE) とよばれている ([2]).

一般に VOA に対して,MLDEであってその解空間が指標の空間と一致するものが存在すると
は限らない.1階のMLDEの解は,その定義から定数関数のみである.したがって既約加群を唯一
つしか持たない VOA (正則 VOA) に対してはその指標を解に持つようなMLDEをどのようにとっ
ても階数は1より大きくなる (つまり解空間は指標の空間より大きくなる). また,[1] ではレベル

が2のいくつかのアフィンVOA に対しても,指標の空間と解空間が一致するようなMLDEが存
在しないことが示されている.

これらの結果は,既約加群の指標の張る空間がMLDEの解空間に一致するようなVOA がかな
り少ないことを示唆しているように思われる.そこで,指標の張る空間が n 階のMLDEの解空間
と一致するようなVOA を分類できるか? という問題を考える.MLDEの階数が2の場合には,[10]
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において,現れる VOA はVirasoro VOA およびレベル 1のアフィンVOA (のうちのいくつか) で

あることが示されている.

本稿では,この問題を n=4 の場合に考察する.階数が大きくなると,MLDE の一般型のもつ
パラメータが増えるため,MLDEに対応する VOA を決定するにはさらに条件が必要になる..本
稿では,VOA 自身の指標が q^{-c/24}(1+q^{2}+O(q^{3})) となることを仮定して分類を行った.講演の時
点ではさらに追加の条件1が必要であった.しかし,講演後に別の方法をためしてみたところ, こ

の条件は不要であることが明らかになったので,本稿で述べる内容は講演のものとは多少異なっ
ていることをあらかじめお断りしておく.

2 モジュラー微分方程式

この節ではモジュラー微分方程式の定義を紹介し,その基本的な性質について述べる.特に,良い
頂点作用素代数の既約表現の指標の張る空間がモジュラー微分方程式の解空間と一致するための
必要十分条件をあたえたG. Masonの結果について説明する2.

ウエイト 2k のEisenstein 級数を

E_{2k}=1-\displaystyle \frac{4k}{B_{2k}}\sum_{n=0}^{\infty}$\sigma$_{2k-1}(n)q^{n}, q=e^{2 $\pi$\sqrt{-1} $\tau$},  $\tau$\in \mathbb{H} (3)

とする.ここで B_{2k} はベルヌーイ数, $\sigma$_{m}(n)=\displaystyle \sum_{d|n}d^{m}, \mathbb{H} は複素上半平面とする.ウエイト k の

セール微分 $\theta$_{k} を

$\theta$_{k}=q\displaystyle \frac{d}{dq}-\frac{k}{12}E_{2} (4)

とし,その合成を
$\theta$_{k}^{p}=$\theta$_{k+2(p-1)^{\mathrm{O}}} \circ$\theta$_{k+2^{\mathrm{O}}}$\theta$_{k} (5)

で定める.

Definition 1. 微分方程式

$\theta$_{0}^{p}f+\displaystyle \sum_{$\iota$'=0}^{p-2}P_{i}$\theta$_{0}^{\acute{ $\iota$}}f=0 (6)

は乃がウエイト2 (p-i) の正則モジュラー形式のとき,モジュラー微分方程式とよばれる.

Remark 1. (a) ここで導入したMLDE は[9] などではウエイト 0 のモニックなMLDE とよばれ
ている.

(b) (6) の左辺の和に i=p-1 の項が現れない理由は,係数の関数 P_{p-1} はウエイト2の正則モジュ
ラー形式,つまり 0 であることによる.

1整数の共形ウエイトをもつ既約加群が存在しないという条件.
2実際にはベクトル値モジュラー関数に関する主張である.
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一般にモジュラー微分方程式の解空間は変換

f( $\tau$)\displaystyle \mapsto f(\frac{a $\tau$+b}{c $\tau$+d}) , \left(\begin{array}{ll}
a & b\\
c & d
\end{array}\right)\displaystyle \in SL_{2}(\mathbb{Z}) (7)

により不変であって, q=0 にのみ確定特異点を持つ確定特異点型の微分方程式となることが知ら
れている ([9]).

Proposition 1 ([9, Theorem 4.3]). V を C_{2}-cofinite かつ rational なVOA とし, \mathcal{X}(V) をその既約
加群の指標の張る空間とする. \mathcal{X}(V) を解空間に持つようなMLDEが存在するための必要十分条
件は, \mathcal{X}(V) の基底 {fi, f2, . . .

, fp} であって,

f_{i}=q^{ $\lambda$}{}^{t}(1+\displaystyle \sum_{n=1}^{\infty}a_{n}^{i}q^{n})) $\lambda$_{1}>$\lambda$_{2}>. . . >$\lambda$_{p} (8)

および p(p-1)=12\displaystyle \sum_{i=1}^{p}$\lambda$_{i} をみたすものが存在することである.

Remark 2. 容易に分かるように,階数1のMLDE は

$\theta$_{0}f=q\displaystyle \frac{d}{dq}f=0 (9)

となるのでその解は定数になってしまう.そのため自明でない正則 VOA の指標のみたすMLDE
の階数は1より大きくなる.たとえば E_{8} 格子に付随する格子 VOA V_{E_{8}} の指標のみたすMLDEは
2階で

$\theta$_{0}^{2}f-\displaystyle \frac{1}{6}E_{4}f=0 (10)

となることが知られている ([10]). この微分方程式のもう1次元分の余分な解を調べた研究もあり

([6]) mixed mock modular form が現れることが示されている.

3 Virasoro VOA とその拡大

Virasoro 代数 Vir =\oplus_{n\in \mathrm{Z}}\mathbb{C}L_{n}\oplus \mathbb{C}c の中心電荷 c
, 最高ウエイト h のVerma 加群を M(c, h) と

し,その最高ウエイトベクトルを v_{c,h} とする.また, M(c, h) の既約商を L(c, h) で表す.このとき,
L_{-1}v_{c,0} で生成される M(c, 0) の部分加群による M(c, 0) の商を V(c, 0) とすると, V(c, 0) はVOA で

あることが知られている ([5]). V(c, 0)\neq L(c, 0) となる必要十分条件は互いに素な正整数 p, q が存
在して

c=c_{p,q}=1-\displaystyle \frac{6(p-q)^{2}}{pq} (11)

とかけることである.つまりこのとき, V(c_{p,q}, 0) は自明でないイデアルを持つ. L(c_{p,q\grave{G}}0) もVOA

であり, C_{2^{-}}cofinite かつ rational であることが知られている ([13]). このとき,既約 L(c_{p.q}, 0)‐加群
は最高ウエイト

h_{r,s}=\displaystyle \frac{(rq-sp)^{2}-(p-q)^{2}}{4pq}, 1\leq r\leq p-1, 1\leq s\leq q-1 (12)

10



をもつ既約最高ウエイトVir‐加群 L(c_{p,q}, h_{r,s}) により与えられる (VOA の加群としては h_{r,s} が共形

ウエイトである). 最高ウエイトが等しい既約加群は同型であり, h_{r,s}=h_{p-r,q-s} なので,既約加群
の個数は (p-1)(q-1)/2 である.また,既約加群の指標を

$\chi$_{r,s}=q^{h_{r,s}-c_{p.q}/24}\displaystyle \sum_{n=0}^{\infty}\dim L(c_{p_{:}q}, h_{r,s})_{h_{r,\mathrm{s}}+n}q^{n} (13)

とかく.既約加群の定義により, \dim L(c_{p_{:}q}, h_{r,s})_{h_{r,s}}=1 である.

このとき,Proposition 1により以下を得る.

Theorem 2 ([11,12 \mathcal{X}(L(c_{p,q}, 0)) を解空間にもつ (p-1)(q-1)/2 階の MLDE L_{p,q}($\theta$_{0})f=0 が
存在する.

またi Virasoro 代数の Vertna 加群の構造定理 ([3, 4, 7]) により,VOA V の指標 \mathrm{c}\mathrm{h}_{V} が L(c_{p,q}, 0)
の指標 $\chi$_{1,1} と一致するとき V と L(c_{p,q}, 0) は同型である.この事実を用いることで,以下の定理を
得る.

Theorem 3. 互いに素な正整数 p, q を L(c_{p,q}, 0) の既約加群の共形ウエイトの集合は正整数を含まな
いものとしてとる.このとき,中心電荷 Cp, q のVOAVの指標の空間 \mathcal{X}(V) がMLDE L_{p_{:}q}($\theta$_{0})f=0
の解空間に含まれるとき, V\cong L(c_{p,q}, 0) である.

この定理の条件 「 L(c_{p,q}, 0) の既約加群の共形ウエイトの集合は正整数を含まない」はLp,q($\theta$_{0})f=
0 の解のうち q^{-c_{p,q}/24}(1+O(q)) の形をしたものが一意的に定まる,したがって $\chi$_{1,1} となる,ことを
示すために用いられる.

次に L(c_{p_{:}q}, 0) のsimple current extension とMLDE の関係について述べる.Virasoro 代数の加
群のフユージョン則 (cf. [7]) から既約加群 L(c_{p,q}, h_{1,q-1}) はsimple current であることが知られて
いる ([7]). h_{1,q-1}=(p-2)(q-2)/4 が整数のとき,直和 L(c_{p,q}, 0)\oplus L(c_{p,q}, h_{1,q-1}) に L(c_{p,q}, 0) の

(非自明な) 拡大としての VOA の構造が唯一つ定まる ([8]). このVOA を \hat{L}(c_{p,q}, h_{1,q-1}) で表す.
つぎにこの拡大の既約表現の共形ウエイトのリストを求めよう. h_{1,q-1}=(p-2)(q-2)/4 が整

数となるとき, p と q が互いに素であることから,ある正整数 t と u が存在して p=2t+1, q=4u+2
となる.このとき,既約 \hat{L}(c_{p,q}, h_{1,q-l})‐加群の共形ウエイトの集合は

h_{r,2u+1}(1\leq r\leq t)) h_{r,2v-1}(1\leq r\leq t, 1\leq v\leq u) (14)

となり, \dim \mathcal{X}(\hat{L}(c_{p,q}, h_{1,q-1}))=t(u+1) である (cf. [14]). このとき,Proposition 1により以下を
得る,

Theorem 4. 互いに素な整数 p, q に対して,正整数 t, u が存在して, p=2t+_{\wedge}1, q=4u+2 とかけ
ているとする.このとき \hat{L}(c_{p,q}, h_{1,q-1}) の指標の空間を解空間に持つ MLDE L_{p,q}($\theta$_{0})f=0 が存在
する.このMLDEの階数は t(u+1) である.

また, L(c_{p,q}, 0) のときと同様に以下の定理が成り立つ.

Theorem 5. 互いに素な整数 p, q に対して,正整数 t, u が存在して, p=2t+1, q=4u+2 と

かけていて,既約 \hat{L}(c_{p,q}, h_{1,q-1})‐加群の共形ウエイトの集合が正整数を含まないとする.このとき,
中心電荷 c_{p,q} のVOA V の指標の空間が L_{p,q}($\theta$_{0})f=0 の解空間に含まれているとする.このとき,
V\cong L(c_{p,q}, h_{1,q-1}) である.
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証明の概略は以下の通りである.既約 L(c_{p,q}, h_{1,q-1})‐加群の共形ウエイトの集合が正整数を含ま
ない,および V の中心電荷は Cp, q であるという条件から, V の指標は $\chi$_{1,1}+$\chi$_{1,q-1} であることが分か
る.そこで既約 L(c_{p,q}, 0)‐加群および V(c_{\mathrm{p},\mathrm{q}}, 0) のウエイト空間の次元の漸近挙動を用いて Virasoro

元  $\omega$ で生成される部分代数が  V(c_{p_{:}q}, 0) でないこと,つまり L(c_{p,q}, 0) になることを証明する.この

とき, V=L(c_{p,q}, 0)\oplus L(c_{p,q}, h_{1,q-1}) であり,自明な拡大でないことがわかるので,extension の一意
性から結論を得る.

4 中心電荷の候補と対応する微分方程式

この節ではVOAVが以下の条件

(A) V の中心電荷と既約加群の最低ウエイトは有理数.

(B) V の既約表現の張る空間 \mathcal{X}(V) はある4階の MLDE の解空間と一致している.

(C) V の指標 chv は q^{-/24}(1+q^{2}+O(q^{3})) とかける.

をみたす場合に, V の中心電荷として現れうるものを求める.確定特異点型の微分方程式であるこ
とから,MLDEの解を求める際にFrobeniusの方法を用いることができる.本稿では4階のMLDE

を主な考察の対象とするので,4階の場合に簡単に説明する.4階のMLDEの一般型を q\displaystyle \frac{d}{dq} を用い

て書き下すと

f -E_{2}f +(3E_{2}'+$\alpha$_{1}E_{4})f''-(E_{2}''+\displaystyle \frac{$\alpha$_{1}}{2}E_{4}'-$\alpha$_{2}E_{6})f'+$\alpha$_{3}E_{8}f=0 , (15)

となる.ここで f'=q\displaystyle \frac{d}{dq}f である.MLDE (15) がべき級数 f_{ $\rho$}=q^{ $\rho$}(1+\displaystyle \sum_{n=1}^{\infty}a_{n}q^{n}) という形の解

を持つと仮定し,これを (6) に代入すると,関係式

 $\Psi$( $\rho$):=$\rho$^{4}-$\rho$^{3}+$\alpha$_{1}$\rho$^{2}+$\alpha$_{2} $\rho$+$\alpha$_{3}=0 (16)

を得る.この方程式を微分方程式 (15) の決定方程式,その根を特性べき数とよぶ.重根でない特性
べき数  $\lambda$ であって,  $\lambda$+\mathbb{Z}_{>0} が特性べき数でないものをとる.このとき,係数 a_{n} は関係式

a_{n}= $\Psi$( $\lambda$+n)^{-1}\displaystyle \sum_{m=1}^{n}\{e_{2,m}(n-m+ $\lambda$)^{3}-(3me_{2,m}+$\alpha$_{1}e_{4,m})(n-m+ $\lambda$)^{2}
+(m^{2}e_{2,m}+\displaystyle \frac{1}{2}$\alpha$_{1}me_{4,m}-$\alpha$_{2}e_{6,m})(n-m+ $\lambda$)-$\alpha$_{3}e_{8,m}\}a_{n-m} (17)

により一意的に定まる.ここでEk =\displaystyle \sum_{n=0}^{\infty}e_{k,n}q^{n} と定める.こうして定まったべき級数 f_{ $\lambda$} は \mathbb{H} 上

の正則関数であり,MLDE (15) の解になることが知られている.

Remark 3. (a) 一般に,特性方程式が重根を持つ場合には \log q の項を持つ解が現れる.特性べき
数の間に整数差がある場合には \log q の項を持つ解が現れる場合もある.

(b) MLDE の階数が5以下の場合は与えられた特性べき数を持つようなMLDE は唯一つに定まる.
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さて,条件 (B) により, \mathcal{X}(V) は有限次元になるので,任意の V‐加群は組成列を持つことが分か
る.したがって, V の指標 chv は \mathcal{X}(V) の元になる.

いま chv \in \mathcal{X}(V) なので, q^{3-c/24} の係数 (=\dim V_{3}) を m とおいて, \mathrm{c}\mathrm{h}_{V} を(15) に代入する.こ
のとき,左辺に現れるべき級数の最初の4つの項の係数から

\displaystyle \frac{c^{4}}{331776}+\frac{c^{3}}{13824}+\frac{c^{2}}{576}$\alpha$_{1}-\frac{c}{24}$\alpha$_{2}+$\alpha$_{3}=0 , (18)

-\displaystyle \frac{c^{3}}{576}-\frac{c^{2}}{8}-c+(\frac{5c^{2}}{12}+5c)$\alpha$_{1}+21c$\alpha$_{2}+480$\alpha$_{3}=0 , (19)

\displaystyle \frac{c^{4}}{331776}-\frac{79c^{3}}{13824}-\frac{23c^{2}}{32}-\frac{77c}{6}+8+
(\displaystyle \frac{2161c^{2}}{576}+\frac{539c}{6}+4)$\alpha$_{1}+(\frac{16631c}{24}+2)$\alpha$_{2}+61921$\alpha$_{3}=0 (20)

および

\displaystyle \frac{mc^{4}}{331776}-\frac{11mc^{3}}{13824}-\frac{5c^{3}}{576}+\frac{5mc^{2}}{64}-\frac{11c^{2}}{8}+54m-\frac{27mc}{8}-37c-48
+(\displaystyle \frac{mc^{2}}{576}+\frac{145c^{2}}{12}-\frac{mc}{4}+9m+385c+720)$\alpha$_{1}

+(-\displaystyle \frac{mc}{24}+5145c-1008+3m)$\alpha$_{2}+(m+1050720)$\alpha$_{3}=0 . (21)

を得る.(18) -(20) は $\alpha$_{1}, $\alpha$_{2}, $\alpha$_{3} の連立方程式である.この連立方程式を解くと c\neq 0, -22/5 , 7/578
のとき

$\alpha$_{1}=-\displaystyle \frac{56c^{3}+993c^{2}-11660c-1440}{96(578c-7)},
$\alpha$_{2}=-\underline{-25c^{4}-829c^{3}-7347c^{2}+1008c+3456} , (22)

1728(578c-7)

$\alpha$_{3}=-\displaystyle \frac{14c^{5}+425c^{4}+3672c^{3}+5568c^{2}+9216c}{110592(578c-7)}
となる. c= 7/578の場合は連立方程式 (18)-(20) は解を持たない (したがって,条件 (B) をみ

たすような中心電荷7/578のVOA は存在しない). c=0 および c=-22/5 のときはそれぞれ

($\alpha$_{2}, $\alpha$_{3})=(-2$\alpha$_{1}-4,0) , (17/675-$\alpha$_{1}/6,1793/4320000-11$\alpha$_{1}/3600) となる.

c\neq 0, -22/5 のとき,(22) を(21) に代入すると,

1050c^{5}+(5m+31020)c^{4}+(275600-703m)c^{3}
+(32992m+673104)c^{2}+(504352-517172m)c+3984m-210432=0 (23)

を得る.条件 (A) から c\in \mathbb{Q} で, m=\dim V_{3}\in \mathbb{Z}_{>0} である.
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Proposition 6 (D. Zagier). 方程式 (23) の解 (c, m) で, c\in \mathbb{Q}, m\in \mathbb{Z}_{>0} をみたすものは以下のリ
ストのものに限る.

\displaystyle \frac{c|-114/7-46/3-68/7-22/5-3/51/24/5}{m|2111112}
c| 36 122/3 238/5 48

\overline{m|}50197131327603795051242987520
Proposition 6および (18)-(20) から条件 (B) および(C) をみたす VOA の中心電荷と対応する

MLDEの候補が得られる.条件 (A) と(B) から,MLDE(15) の特性べき数はすべて有理数となる.
中心電荷の候補のうち, c=36

, 122/3, 238/5, 48に対応する MLDE の特性べき数は複素数を含むこ
とが分かる.したがって,条件 (\mathrm{A})-(\mathrm{C}) をみたす VOA の中心電荷と対応するMLDEの特性べき数
はTable 1のようになる.このとき,各中心電荷に対応する MLDE は以下のようになる.

特性べき数

0, 2, (-1\pm\sqrt{-7-4$\alpha$_{1}})/2
-1/60 , 11/60, (25\pm\sqrt{1114-3600$\alpha$_{1}})/60

-1/42 , 5/42, 17/42, 1/2
-1/48 , 1/24, 23/48, 1/2

-1/36 , 1/12, 11/36, 23/36
-1/40 , 1/40, 9/40, 31/40
-1/28 , 3/28, 1/4, 19/28

-1/30 , 1/30, 11/30, 19/30

c  $\eta$\not\leq_{\backslash }|^{\backslash }\mathrm{f}\grave{} き \mathscr{X}^{\backslash }

c_{2,3}=0

c_{3,14}=-114/7c_{2,9}=-46/3c_{2,7}=-68/7c_{2,5}=-22/5c_{3,5},=-3/5c_{56}=4/5c_{3,4}=1/2|-1/60, 0,2,(-1\pm\sqrt{-7-4$\alpha$_{1}})/211/60,(25\pm\sqrt{1114-3600$\alpha$_{1}})/60-1/30,1/30,11/30,19/30-1/36,1/12,11/36,23/36-1/40,1/40,9/40,31/40-1/48,1/24,23/48,1/2-1/)-1/42,5/42,17/42,1/2
特性べき数 +c/24

0
, 2, (-1\pm\sqrt{-7-4$\alpha$_{1}})/2

-1/5, 0, (14\pm\sqrt{1114-3600$\alpha$_{1}})/60
-3/7, -2/7, 0 , 2/21
0 , 1/16, 1/2, 25/48

-2/3, -5/9, -1/3, 0
-1/20, 0 , 1/5, 3/4

-5/7, -4/7, -3/7, 0
0 , 1/15, 2/5, 2/3

Table 1: 中心電荷と特性べき数

c_{2,3} : f -E_{2}f +(3E_{2}'+$\alpha$_{1}E_{4})f''-(E_{2}''+\displaystyle \frac{$\alpha$_{1}}{2}E_{4}'+(2$\alpha$_{1}+4)E_{6})f'=0 , (24)

c_{2,5}:$\theta$_{6}\displaystyle \circ$\theta$_{4}\circ L_{2,5}($\theta$_{0})f+($\alpha$_{1}-\frac{121}{400})E_{4}L_{2,5}($\theta$_{0})f=0 , (25)

c_{2,7}:$\theta$_{6}\circ L_{2,7}( $\theta$)f=0 , (26)
c_{3,4}:$\theta$_{6}\circ L_{3,4}( $\theta$)f=0 , (27)
C_{2,9}:L_{2,9}($\theta$_{0})f=0 , (28)
c_{3,5}:L_{3,5}($\theta$_{0})f=0 , (29)

c_{3,14}:\hat{L}_{3,14}($\theta$_{0})f=0 , (30)

c_{5,6}:\hat{L}_{5,6}($\theta$_{0})f=0 . (31)

MLDE (28)-(31) に対して Theorem 3およびTheorem 5を用いることにより中心電荷 c_{2,9} , c_{3,5},

c_{3,14}, c_{5,6} に対しては対応する VOA を決定することができる.一方,(24)-(27) に対しては,それぞ
れのMLDEを解くことで,対応する中心電荷を持つ条件 (\mathrm{A})-(\mathrm{C}) をみたす VOA が存在しないこと
が証明できる.したがって,以下の結果を得る.
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Theorem 7. 頂点作用素代数 V が条件

(A) V の中心電荷と既約加群の最低ウエイトは有理数.

(B) V の既約表現の張る空間 \mathcal{X}(V) はある4階の MLDE の解空間と一致している.

(C) V の指標 \mathrm{c}\mathrm{h}_{V} は q^{-c/24}(1+q^{2}+O(q^{3})) である.

をみたしているとする.このとき V は以下のいずれかと同型である.

L(-46/3,0) , L(-3/5,0) , \hat{L}(-114/7,3) , \hat{L}(4/5,3) . (32)
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