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概要

準相対論的な Pauli‐Fierz 模型における基底状態の存在証明を [HHS16] に基づいて

解説する.赤外正則条件を仮定せず,結合定数の値の大きさに制限を付けない.また,

粒子の静止質量 M はゼロになる場合も含める.

1 はじめに

Pauli‐Fierz 模型は粒子と量子輻射場の相互作用を記述する.一体の相対論的なシュ

レーディンガー作用素は L^{2}(\mathbb{R}^{3}) 上の自己共役作用素

\sqrt{p^{2}+M^{2}}-M+V (1.1)

で与えられる.ここで, M\geq 0 は粒子の静止質量, p=(-i\partial_{x_{1}}, -i\partial_{x_{2}}, -i\partial_{x_{S}}) は運

動量作用素, V:\mathbb{R}^{3}\rightarrow \mathbb{R} は外カポテンシャルである.量子場の状態のヒルベルト空

間を \mathscr{F} とし,自由場のハミルトニアンを \mathrm{H}_{\mathrm{f}} とする.系の非結合ハミルトニアンは,

\mathscr{H}=L^{2}(\mathbb{R}^{3})\otimes \mathscr{F} 上で

H_{0}=(\sqrt{p^{2}+M^{2}}-M+V)\otimes \mathrm{I}+]1\otimes \mathrm{H}_{\mathrm{f}} (1.2)

である.Ho と量子輻射場 A のミニマル結合 \mathrm{p}\rightarrow p- $\alpha$ A を考えると, \mathscr{H} 上で準相対

論的 Pauli‐Fierz 模型のハミルトニアン

H=\sqrt{(p\otimes 11- $\alpha$ A)^{2}+M^{2}\otimes \mathbb{I}}-M\otimes \mathrm{n}+V\otimes 1+\mathrm{I}\otimes \mathrm{H}_{\mathrm{f}} (1.3)

が得られる.ここで,  $\alpha$\in \mathbb{R} を結合定数という. H の自己共役性は [Hm5] で示した.

スペクトルの下限 E=\displaystyle \inf $\sigma$(H) が固有値であるとき,対応する固有ベクトルを基底状

態という.また, E は基底エネルギーという.非相対論的な Pauli‐Fierz 模型のハミル

トニアン

(p\otimes 1- $\alpha$ A)^{2}+V\otimes \mathrm{I}+\mathbb{I}\otimes \mathrm{H}_{\mathrm{f}} (1.4)

email: t‐hidaka@math.kyushu‐u.ac.jp

数理解析研究所講究録
第2010巻 2016年 33-44

33



が基底状態をもつことは,[BFS99, Ger00, GLLOI] 等で証明されている.さらに,準

相対論的な Pauli‐Fierz 模型における基底状態の存在は,[KMSII, KM13] で証明され

ているが, M>0 のときである. M=0 の場合も含めた基底状態の存在証明を紹介す

るのが目的である.ボソンの質量 m が正の場合は,[HH16] で証明されているから,ボ

ソンの質量がゼロであるmasslessな準相対論的Pauli‐Fierz 模型を考察していく.

1.1 ボソンフオック空間

ボース場の状態のヒルベルト空間は, \mathscr{F}=\oplus_{n=0}^{\infty}\mathscr{F}_{n}(W)=\oplus_{n=0}^{\infty}[\otimes_{s}^{n}W] で

ある.ここで, \otimes_{s}^{n} は n 重対称テンソル積であり, \otimes_{s}^{0}W=\oplus^{d-1}\mathbb{C} とする. \mathscr{F}

は W=\oplus^{2}L^{2}(\mathbb{R}^{3}) , d\geq 3 上のボソンフォック空間である. \mathscr{F} のベク トルは

($\Psi$^{(0)}, $\Psi$^{(1)}, $\Psi$^{(2)}, \cdots) , $\Psi$^{(n)}\in\otimes_{s}^{n}W と表せる. f\in W によって均された生成作

用素 a^{ $\dagger$}(f) と消滅作用素 a(f) を次のように定義する.

D(a^{ $\dagger$}(f))=\displaystyle \{ $\Psi$\in \mathcal{F}|\sum_{n=1}^{\infty}n\Vert S_{n}(f\otimes$\Psi$^{(n-1)})\Vert^{2}<\infty\},
(a^{ $\dagger$}(f) $\Psi$)^{(r $\iota$)}=\sqrt{n}S_{7l}(f\otimes$\Psi$^{(n-1)}) , n\geq 1, (a^{ $\dagger$}(f) $\Psi$)^{(0)}=0,

a(f)=(a^{ $\dagger$\prime}(f))^{*}

a(f) と a^{ $\dagger$}(f) は次の正準交換関係を満たす.

[a(f), a^{ $\dagger$}(g)]=. (\overline{f}, g)w ; [a(f), a(g)]=0=[a^{ $\dagger$}(f), a^{ $\dagger$}(g)].

f=(fi, 0) のとき, a^{\#}(f)=a_{1}^{\#} (fi), f=(0, f2) のとき, a^{\#}(f)=a_{2}^{\#}(f_{2}) と書く.

a^{\#}(f) は a(f) または a^{ $\dagger$}(f) を表す.形式的に,

a^{\#}(f)=\displaystyle \int_{\mathbb{R}^{3}}f(k)a^{\#}(k)\mathrm{d}k

と書く. W 上の下に有界な自己共役作用素 T の第二量子化作用素 \mathrm{d} $\Gamma$(T) を

\mathrm{d} $\Gamma$(T)=\oplus_{n=0}^{\infty}[\otimes^{n}T^{(n)}]
によって定義する.ここで, T^{(n)} は

T^{(0)}=0, T^{(n)}=\displaystyle \sum_{k=1}^{n}\mathbb{I}\otimes\cdots \mathrm{I}\otimes k-\mathrm{t}\mathrm{h}T\otimes 1\cdots\otimes]\mathrm{i}
である. d $\Gamma$(T) も非負自己共役作用素になる.  $\Omega$=(1,0,0, \cdots) をボソンフォック真

空という. C_{\mathrm{c}}^{\infty}(\mathbb{R}^{3}) で張られる有限粒子空間

\mathscr{F}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}}=L.H.\{ $\Omega$, a^{ $\dagger$}(h_{1})\cdots a^{ $\dagger$}(h_{n}) $\Omega$|h_{j}\in C_{\mathrm{c}_{\wedge}}^{\infty}(\mathbb{R}^{3}),j=1, \cdots, n,\cdot n\geq 1\}(1.5)

は \mathscr{F} の稠密な部分空間である.
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1.2 準相対論的なPauli‐Fierz 模型の定義

運動量 k\in \mathbb{R}^{3} におけるボソン 1個のエネルギーを表す関数を

$\omega$_{m}(k)=\sqrt{k^{2}+m^{2}} (1.6)

とする. m はボソンの質量を表す.自由場のハミルトニアンは, \oplus^{2}L^{2}(\mathbb{R}^{3}) 上の掛け

算作用素 $\omega$_{ $\pi \iota$} の第二量子化

\mathrm{H}_{\mathrm{f},\mathrm{m}}=\mathrm{d} $\Gamma$($\omega$_{m}) (1.7)

により与えられる. m=0 のどき ,  $\omega$(k)=|k|, \mathrm{H}_{\mathrm{f}}=\mathrm{d} $\Gamma$( $\omega$) と書くことにする. \mathrm{H}_{\mathrm{f},\mathrm{m}}
は非負 , 自己共役作用素である.スペクトルは  $\sigma$(\mathrm{H}_{\mathrm{f},\mathrm{m}})=\{0\}\cup[m, \infty ) であり,点ス

ペクトルは.  $\sigma$P(Hf, \mathrm{m} ) =\{0\} である.さらに, \mathrm{H}_{\mathrm{f},\mathrm{m}} の基底状態はボソンフォック真空

 $\Omega$ である.  m=0 のとき, \mathrm{H}_{\mathrm{f}} の基底状態は埋蔵固有値である. e^{(1)}, e^{(2)} を偏極ベクト

ルとして,

e^{(11)}((k)=\displaystyle \frac{(k_{2},-k_{1},0)}{\sqrt{k_{1}^{2}+k_{2}^{2}}}, e^{(2)}(k)=\frac{k}{|k|}\times e^{(1)}(k) (1.8)

とする.このとき, k\in \mathbb{R}^{3}\backslash \{0\} に対して, e^{(j)}(k)\cdot e^{(j')}(k)=$\delta$_{jj'}, k\cdot e^{(j)}(k)=0
(i,i'=1,2) が成り立つ.次に量子輻射場を定義する.各 x\in \mathbb{R}^{3} に対して, A(x)=
(A_{1}(x), A_{2}(x), A_{3}(x)) ,

A_{ $\mu$}(x)=\displaystyle \sum_{j=1,2}\int e^{(j)}(k)(a_{j}^{ $\dagger$}(k)\frac{\hat{ $\varphi$}(k)}{\sqrt{ $\omega$(k)}}e^{-ik\cdot x}+a_{j}(k)\frac{\hat{ $\varphi$}(-k)}{\sqrt{ $\omega$(k)}}e^{ik\cdot x}) dk, (1.9)

と置く.ここで, \hat{ $\varphi$} は紫外切断関数である. \hat{ $\varphi$} に関して,以下の仮定をする.

(\mathrm{A}.1)\hat{ $\varphi$}/\sqrt{ $\omega$},  $\omega$\sqrt{ $\omega$}\hat{ $\varphi$}\in L^{2}(\mathbb{R}^{3}) and \hat{ $\varphi$}(k)=\overline{\hat{ $\varphi$}(-k)}.
\mathscr{H} と \displaystyle \int_{\mathrm{R}^{8}}^{\oplus}\mathscr{F}\mathrm{d}x を同一視する.このとき,!上の自己共役作用素 A_{ $\mu$} が

A_{ $\mu$}=\displaystyle \int_{\mathbb{R}^{3}}^{\oplus}A_{ $\mu$}(x)\mathrm{d}x
と定義される. A=(A_{1},.\cdots, A_{d}) が量子輻射場の定義である.

ポテンシャルに関するクラス V_{\mathrm{r}\mathrm{e}1} と V_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}} を用意する.
定義1.1 (V_{\mathrm{r}\mathrm{e}1})V\in V_{\mathrm{r}\mathrm{e}1}\Leftrightarrow V は \sqrt{p^{2}+M^{2}} に対して相対有界で,相対限界が1未
満である.即ち, D(\sqrt{p^{2}+M^{2}})\subset D(V) であり, 0\leq a<1 と b\geq 0 が存在して,

\Vert Vf\Vert\leq a\Vert\sqrt{p^{2}+M^{2}}f||+b\Vert f\Vert

が任意の  f\in D(\sqrt{p^{2}+M^{2}}) に対して成り立つ.

(V_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}})V=V+-V_{-}\in V_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}}\Leftrightarrow V_{-}=0 かつ V_{+}\in L_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{2}(\mathbb{R}^{3}) で \partial_{ $\mu$}V+, \partial_{ $\mu$}^{2}V+\in
 L^{\infty}(\mathbb{R}^{3}) ,  $\mu$=1 , 2, 3, さらに, D(V)\subset D(|x|) .
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定義1.2 \hat{ $\varphi$} が(A.1) を満たし, V\in V_{\mathrm{r}\mathrm{e}1}\mathrm{U}V_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}} とする.このとき,準相対論的

Paui‐Fierz ハミルトニアンを

H_{m}=\sqrt{(p\otimes \mathrm{I}-A)^{2}+M^{2}\otimes \mathrm{n}}+V\otimes \mathrm{I}+\mathrm{n}\otimes \mathrm{H}_{\mathrm{f},\mathrm{m}} , (1.10)

D(H_{m})=D(|p|\otimes \mathrm{n})\cap D (  V\otimes 丑) \cap D ( 丑 \otimes \mathrm{H}_{\mathrm{f}}) . (1.11)

と定義する.

基底状態の存在を議論する際に本質的でないから,(1.3) の運動エネルギーの項,

\sqrt{(p\otimes]1- $\alpha$ A)^{2}+M^{2}\otimes \mathrm{n}}-M\otimes \mathrm{I} , に出てくる -M\displaystyle \bigotimes_{\backslash }\mathrm{I} を上の定義に含めなかっ

た.また,結合定数  $\alpha$ は,その値に制限を付けないから切断関数 \hat{ $\varphi$} に含めて考える.

H_{m} は非結合ハミルトニアン (1.2) に摂動を加えた作用素と見ることができる.従っ

て, | $\alpha$| の値が十分小さいと仮定した方が模型の解析はし易い.従って,定義1.2に  $\alpha$

は現れない.以下,  T\otimes \mathrm{I} や \mathrm{I}\otimes S といった作用素を単に, T, S と書くことにする.

1.3 ハミルトニアンの自己共役性

!の稠密な部分空間 \mathscr{H}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n} を次のように定義する.

\mathscr{H}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}=C_{\mathrm{c}}^{\infty}(\mathbb{R}^{3})\otimes \mathscr{F}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\wedge,.

ここで, \otimes\wedge は代数的テンソル積を表す.

定理1.3 ([HH15]) (A.1) を仮定し,  V\in V_{\mathrm{r}\mathrm{e}1}\cup V_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}} とする.このとき, H は自

己共役, \mathscr{H}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n} 上で本質的自己共役である.

粒子とボース場が相互作用する系において, m=0 のときにおける基底状態の存在は,

H_{m}(m>0) の基底状態が存在することを使って証明するのが定石となっている. H_{7r $\iota$}

の基底状態に関して次の仮定を置く.

(A.2)
(1) 任意の m>0 に対して H_{m} は規格化された基底状態 $\Phi$_{rn} をもつ.

(2) ある mo>0 が存在して,

\displaystyle \sup_{0<7 $\gamma$ b<m\mathrm{o}}\Vert(1+|x|^{2})$\Phi$_{rn}(x)\Vert_{\mathscr{F}}<\infty . (1.12)

 m>0, V\in V_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}} のとき, H_{m} は基底状態を持ち, m に関して一様に指数減衰するか

ら,(A.2) を満たす.

定理1.4 ([\mathrm{H}\mathrm{H}\mathrm{l}6],[\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{l}4]) (A.1) が成り立つとする. V 欧 V_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}},
回\rightarrow\infty \mathrm{i}\mathrm{m}V(x)=

\infty, m>0 ならば,次の (1), (2) が成り立つ.

(1)

$\sigma$_{\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}}(H_{7n})=[E+m, \infty) . (1.13)

(2) m に依存しない定数 c, C が存在して,

\Vert$\Phi$_{7n}(x)\Vert_{\mathscr{F}}<Ce^{-c|x|} . (114)

(1.13) より,おそらく m=0 における H の基底状態は埋蔵固有値であるだろうか

ら,基底状態の存在を証明するのは�massive� なハミルトニアンの場合より難しい.
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1.4 主定理

m=0 における基底状態の存在をいうために紫外切断を導入する.

(A.3) \hat{ $\varphi$}\in C_{0}^{1}(\mathbb{R}^{3}) , supp \hat{ $\varphi$}\subset\{k\in \mathbb{R}^{3}||k|< $\Lambda$\}
定理1.5 (A.1), (A.2), (A.3) が成り立つとする.このとき, H の基底状態が存在

する.

1.5‐ 定理1.5の証明の概略

$\Phi$_{m}, E_{m} をそれぞれ H_{rn} の規格化された基底状態,基底エネルギーとする.この

とき,

H_{rn}$\Phi$_{rn}=E_{rn}$\Phi$_{rr $\iota$} (1.15)

が成り立つ. \Vert$\Phi$_{m}\Vert=1 だから,Banach‐Alaogl の定理より, \{$\Phi$_{m(l)}\} が弱収束する

ような 0 に収束する数列 \{m(l)\} をとることができる.  $\Phi$\displaystyle \cdot=\mathrm{w}-\lim$\Phi$_{m(l)} とおく. \sim

のとき,

 H $\Phi$=E $\Phi$ (1.16)

が成り立つ.ここで,  E は H の基底エネルギーである.従って,  $\Phi$ が  H の基底状態

であることを示すために,  $\Phi$\neq 0 を証明する必要がある.そこで,  $\Phi$=\displaystyle \mathrm{s}-\lim$\Phi$_{m(1)} と

なることを示す.基底状態の個数評価 \displaystyle \sup_{0<m< $\tau$ n0}($\Phi$_{m}, N$\Phi$_{m})<\infty (定理2.3) から,

 L^{2}(R^{3+3n};\mathbb{C}^{2}) 上で各 n に対し, \{$\Phi$_{m(1)}^{(n)}\} が強収束することを示せばよい.  $\Omega$ を有界

領域,  p\in(1,2) とする. \{\Vert$\Phi$_{m(l)}^{(n)}\Vert_{W^{1,\mathrm{p}}( $\Omega$)}\}_{l=1}^{\infty} が有界ならば, \{$\Phi$_{m(l)}^{\langle n)}\} は  $\Phi$ に弱収

束する部分列がとれる: \displaystyle \mathrm{w}-\lim_{l\rightarrow\infty}$\Phi$_{m(l)}^{(n)}=\overline{ $\Phi$}^{(n)} in W^{1,\mathrm{p}}( $\Omega$.) . Rellich‐Kondrachov

の定理より, $\Phi$_{m(l)}^{(n)} は $\Phi$^{(n)} ヘ L^{q}(B_{R}) で強収束する.但し, 1\displaystyle \leq q<\frac{3p(1+n)}{3(1+n)-p} . 特

に,任意の n に対して \displaystyle \mathrm{s}-\lim_{t\rightarrow\infty}$\Phi$_{m(1)}^{(n)}=$\Phi$^{(n)} in L^{2}( $\Omega$) となる. \hat{ $\varphi$} に紫外切断があ

り,(A.3) の(2) の条件から, L^{2}(\mathbb{R}^{3}) で \displaystyle \mathrm{s}-\lim_{l\rightarrow\infty}\tilde{ $\Phi$}_{m(l)}^{(n)}=$\Phi$^{(n)} となることが示せ

る.従って,  $\Phi$=\displaystyle \lim_{l\rightarrow\infty}$\Phi$_{\mathrm{m}'(l)}\neq 0.
よって, \displaystyle \sup_{0<m<m0}($\Phi$_{rn}, N$\Phi$_{m})<\infty と $\Phi$_{m(l)}^{(n)}\in W^{1,p}( $\Omega$) , \{\Vert$\Phi$_{m(l)}^{(n)}\Vert_{W^{1,\mathrm{p}}( $\Omega$)}\}_{l=1}^{\infty}

が有界であることを示せば,定理1.5の証明ができることが分かる.

2 赤外領域における基底状態の評価

\mathscr{H} 上のユニタリー作用素 U=\displaystyle \int_{\mathbb{R}^{3}}^{\oplus}U(x)\mathrm{d}x を U(x)=\exp\{ix\cdot A(0)\} と定義する.

また,bj (k, x)=a_{j}(k)-i\displaystyle \frac{\dot{ $\varphi$}(k)\mathrm{e}^{(j)}(k)\cdot x}{\sqrt{ $\omega$(k)}},

\displaystyle \tilde{\mathrm{H}}_{\mathrm{f},rn}=\int_{\mathrm{R}^{3}}^{\oplus}[\sum_{=1,2}\int_{\mathrm{R}^{3}}$\omega$_{m}(k)b_{j}^{\mathrm{f}}(k, x)b_{j}(k, x)\mathrm{d}k] dx , (2.1)

\displaystyle \overline{\mathrm{H}}_{\mathrm{f},m}=\int_{\mathbb{R}^{3}}^{\oplus}[\mathrm{H}_{\mathrm{f},\mathrm{m}}+ $\Phi$(x)]\mathrm{d}x,
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とする.ie.,

 $\Phi$(x)=\displaystyle \sum_{j=1,2}\{\overline{-i(a_{j}^{ $\dagger$}(\frac{\hat{ $\varphi$}e_{j}\cdot x}{\sqrt{ $\omega$}})+a_{j}(\frac{\hat{ $\varphi$}e_{j}\cdot x}{\sqrt{ $\omega$}}))}+\Vert\sqrt{$\omega$_{rn}}ge_{j}\cdot x\Vert^{2}\}.
このとき, H_{?n} は次のようにユニタリー変換される.

\tilde{H}_{7n}=U^{-1}H_{m}U=\sqrt{(p-A+A(0))^{2}+M^{2}}+\tilde{\mathrm{H}}_{\mathrm{f},m}+V. (2.2)

準相対論的 Paui‐Fierz ハミルトニアンを \tilde{H}_{m} ヘユニタリー変換することにより,赤外

正則条件 \displaystyle \int|\hat{ $\varphi$}(k)|^{2}/ $\omega$(k)^{3}\mathrm{d}k<\infty を仮定しなくても基底状態の存在が証明できる.基

底状態の評価をするために次のPull‐through formula を用いる :

 a_{j}(k)\tilde{ $\Phi$}_{m}=(H_{ $\tau$ n}-E_{rn}+$\omega$_{rn}(k))^{-1}[H_{m}^{-}, a_{j}(k)]\tilde{ $\Phi$}_{rn}, j=1, 2 . (2.3)

B=(p-A+A(0))^{2}+M^{2},

C_{j}(k)=[\sqrt{B}, a_{j}(k)]+$\rho$_{j}(k) ,

$\rho$_{j}(k)=-i$\omega$_{ $\tau$ n}(k)g(k)e^{(j)}(k)\displaystyle \cdot x, g(k)=\frac{\hat{ $\varphi$}(k)}{\sqrt{ $\omega$}(k)}.
と置く.

補題2.1 ほとんど全ての k に対して, \overline{C_{j}(k)(1+|x|^{2})^{-1}} は有界であり,

\Vert\overline{C_{j}(k)(1+|x|^{2})^{-1}}\Vert\leq C(m+|k|+|k|^{2})|g(k)| (2.4)

が成り立つ. C は m, k,  $\Lambda$ に依存しない定数である.

証明の概要

 T_{j}(k)=e^{(j)}(k)\cdot(p-A(x)+A(0)) , (2.5)

I_{j}(k, t)=t^{2}(t^{2}+B)^{-1}T_{j}(k)(e^{-ik\cdot x}-1)(t^{2}+B)^{-1}(1+|x|^{2})^{-1} (2.6)

と置く. k\cdot e^{(j)}(k)=0 より,

e^{ik\cdot x}T_{j}(k)e^{-ik\cdot x}=T_{j}(k) (2.7)

[\sqrt{B}, aj (k)]=\displaystyle \frac{2}{ $\pi$}\int_{0}^{\infty}\mathrm{d}t[B(t^{2}+B)^{-1}, a_{\mathrm{j}}(f)]
=-\displaystyle \frac{2}{ $\pi$}\int_{0}^{\infty}t^{2}(t^{2}+B)^{-1}[a_{j}(k), B](t^{2}+B)^{-\mathrm{i}}\mathrm{d}t . (2.8)

[a_{j}(k), B] は,

[a_{j}(k), B]=2g(k)(e^{-}ik\cdot x-1)e^{(j)}(k)\cdot(p-A(x)+A(0)) (2.9)

と計算できるから, a.e. k\in \mathbb{R}^{3} に対して,

[\displaystyle \sqrt{B}, a_{j}\cdot(k)]=\int_{0}^{\infty}\mathrm{d}t\frac{4}{ $\pi$}I_{j}(k,t)g(k)(1+|x|^{2})=\frac{4}{ $\pi$}I_{j}(k)g(k)(1+|x|^{2}) (2.10)
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となる.ここで, I_{j}(k)=\displaystyle \int_{0}^{\infty}I_{j}(k, l)\mathrm{d}t. I_{j}(k) の積分範囲を [0 , 1 ] と[1, \infty ) に分ける

ことにより,  $\Psi$,  $\Phi$\in \mathscr{H}^{n}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n} に対して,

I_{1,j}(k,  $\Psi$,  $\Phi$)=\displaystyle \int_{0}^{1}|( $\Psi$, I_{j}(k, t) $\Phi$)|\mathrm{d}t, I_{2,j}(k,  $\Psi$,  $\Phi$)=\displaystyle \int_{1}^{\infty}|( $\Psi$, I_{j}(k, t) $\Phi$)|\mathrm{d}t,
(2.11)

を評価すればよい.Schwarzの不等式より,

 I_{1,j}(k,  $\Psi$,  $\Phi$)\displaystyle \leq\int_{0}^{1_{\backslash }}t^{2}\mathrm{d}t\Vert T(k)(t^{2}+B)^{-1} $\Psi$||\Vert(e^{-ik\cdot x}-1)(t^{2}+B)^{-1}(1+|x|^{2})^{-1} $\Phi$\Vert
\displaystyle \leq C|k|\int_{0}^{1}t^{2}\mathrm{d}t\Vert B^{1/2}(t^{2}+B)^{-1} $\Psi$\Vert\Vert|x|(t^{2}+B)^{-1}(1+|x|^{2})^{-1} $\Phi$\Vert^{2}
\displaystyle \leq C|k|(\int_{0}^{1}t^{2}\mathrm{d}t\Vert B^{1/2}(t^{2}+B)^{-1} $\Psi$\Vert^{2})^{1/2}(\int_{0}^{1}t^{3}\mathrm{d}l\Vert|x|(t^{2}+B)^{-1}(1+|x|^{2})^{-1} $\Phi$||^{2})^{1/2}
\displaystyle \leq C|k|\Vert $\Psi$\Vert(\int_{0}^{1}t^{3}\mathrm{d}t\Vert|x|(t^{2}+B)^{-1}(1+|x|^{2})^{-1} $\Phi$\Vert^{2})^{1/2} (2.12)

反磁性不等式より,

\Vert|x|(t^{2}+B)^{-1}(1+|x|^{2})^{-1} $\Phi$\Vert\leq\Vert|x|(t^{2}+|p|^{2})^{-1}(1+|x|^{2})^{-1}| $\Phi$|\Vert . (2.13)

従って,

 I_{1,j}(k,  $\Psi$,  $\Phi$)\leq C|k|\Vert $\Psi$\Vert\sqrt{(| $\Phi$|,Z| $\Phi$|)} , (2.14)

Z=(\displaystyle \mathrm{i}+|x|^{2})^{-1}\int_{0}^{1} dtt3 (t^{2}+. |p|^{2})^{-1}|x|^{2}(t^{2}+|p|^{2})^{-1}(1+|x|^{2})^{-1} (2.15)

ここで,次の補題が成り立っ.

補題2.2 Z は L^{2}(\mathbb{R}^{3}) 上の有界作用素である.

従って,

\Vert I_{1,j}(k,  $\Psi$,  $\Phi$ \leq C|k|\Vert $\Psi$\Vert\Vert $\Phi$\Vert . (2.16)

が得られる.次に  I_{2}(k,  $\Psi$,  $\Phi$) の評価を考える. \tilde{B}=e^{-ik\cdot x}Be^{ik\cdot x} と置く.

(e^{-ik\cdot x}-1)(t^{2}+B)^{-1}=(t^{2}+\tilde{B})^{-1}(e^{-ik\cdot x}-1)+(t^{2}+B)^{-1}(B-\tilde{B})(t^{2}+\tilde{B})^{-1},
(2.17)

B-\tilde{B}=(p-A+A(0))^{2}-(p+k-A-A(0))^{2}=-2Y(k)-|k|^{2} , (2.18)

ここで, Y(k)=k\cdot(^{\backslash }p-A+A(0)) . (2.17) と(2.18) I_{2,j}(k,  $\Psi$,  $\Phi$) は

I_{2,j}(k,  $\Psi$,  $\Phi$)\leq I_{2}^{(1)}(k)+I_{2}^{(2)}(k)+I_{2}^{(3)}(k) , (2.19)
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となる.ここで,

I_{2}^{(1)}(k)=\displaystyle \int_{1}^{\infty}\mathrm{d}tt^{2}|( $\Psi$, (t^{2}+B)^{-1}T(k)(t^{2}+\tilde{B})^{-1}(e^{-ik\cdot x}-1)(1+|x|^{2})^{-1} $\Phi$)|,
(2.20)

I_{2}^{(2)}\displaystyle \{k)=-2\int_{1}^{\infty}dtt^{2}
|( $\Psi$, (t^{2}+B)^{-1}T(k)(t^{2}+B)^{-1}Y(k)(t^{2}+\overline{B})^{-1}(1+|x|^{2})^{-1} $\Phi$)|,

(2.21)

I_{3}^{(3)}(k)=-|k|^{2}\displaystyle \int_{1}^{\infty}dtt^{2}
\mathrm{V}

|( $\Psi$, (t^{2}+B)^{-1}T(k)(t^{2}+B)^{-1}(t^{2}+\tilde{B})^{-1}(1+|x|^{2})^{-1} $\Phi$)|.
(2.22)

この証明の概要では, I_{2}^{(1)}(k) の評価だけを記す.

\Vert|T(k)|^{1/2} $\Psi$\Vert\leq\Vert B^{\frac{1}{4}} $\Psi$\Vert
\leq\Vert|(p+k-A+A(0))^{2}+M^{2}|^{\frac{1}{4}} $\Psi$\Vert+\sqrt{|k|}\Vert $\Psi$\Vert . (2.23)

であることに注意する.Schwarzの不等式より,

 I_{2}^{(1)}(k)\displaystyle \leq(\int_{1}^{\infty} dtt2 \Vert|T(k)|^{\frac{1}{2}}(t^{2}+B)^{-1} $\Psi$\Vert^{2})^{\frac{1}{2}}
\displaystyle \times(\int_{1}^{\infty}\mathrm{d}tt^{2}\Vert|T(k)|^{1/2}(t^{2}+\tilde{B})^{-1}(e^{-ik\cdot x}-1)(1+|x|^{2})^{-1} $\Phi$\Vert^{2})^{\frac{1}{2}}

\displaystyle \leq(\int_{1}^{\infty}\mathrm{d}tt^{2}\cdot\Vert B^{\frac{1}{4}}(t^{2}+B)^{-1} $\Psi$\Vert^{2})^{\frac{1}{2}}
\times\{ (\displaystyle \int_{1}^{\infty}\mathrm{d}tt^{2}\Vert\tilde{B}^{\frac{1}{4}}(t^{2}+\tilde{B})^{-1}(e^{-ik\cdot x}-1)(1+|x|^{2})^{-1} $\Phi$\Vert^{2})^{\frac{1}{2}}

+\displaystyle \sqrt{|k|}(\int_{1}^{\infty}\mathrm{d}tt^{2}\Vert(t^{2}+\tilde{B})^{-1}(e^{-ik\cdot x}-1)(1+|x|^{2})^{-1} $\Phi$\Vert^{2})^{\frac{1}{2}}\}.
(2.24)

a>0 に対して, \displaystyle \int_{0}^{\infty}\frac{\mathrm{t}^{2}}{(\mathrm{t}^{2}+a)^{2}}\mathrm{d}t=\frac{ $\pi$}{4\sqrt{a}} であることとスペクトル分解定理を用いて計算

すると,

 I_{2}^{(1)}(k)\leq C(1+\sqrt{|k|})\Vert $\Psi$\Vert\Vert(e^{-ik\cdot x}-1)(1+|x|^{2})^{-1} $\Phi$\Vert . (2.25)

よって,

 I_{2}^{(1)}(k)\leq C|k|(1+\sqrt{|k|})\Vert $\Psi$\Vert\Vert $\Phi$\Vert . (2.26)

 I_{2}^{(2)}(k) , I_{2}^{(3)}(k) も評価することにより,

 I_{2,j}(k,  $\Psi$,  $\Phi$)\leq C(|k|+|k|^{2})\Vert $\Psi$\Vert\Vert $\Phi$\Vert (2.27)
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が得られる.(2.10), (2.16),(2.27) より,

\Vert I_{j}(k)\Vert\leq C(|k|.+|k|^{2}) , (2.28)

\Vert[\sqrt{B}, a_{j}(k)](1+|x|^{2})^{-1}\Vert\leq C(|k|+|k|^{2})|g(k)| (2.29)

であり,補題2.1が成り立つことが分かる.鴎

Pull‐through formula と補題2.1より,基底状態 \overline{ $\Phi$}_{m} の個数評価が得られる.

定理2.3 ほとんど全ての k に対し,

\Vert a_{j}(k)\tilde{ $\Phi$}_{m}\Vert\leq C(1+|k|)\hat{ $\varphi$}(k)/\sqrt{ $\omega$(k)} . (2.30)

特に,

\displaystyle \sup_{0<m< $\tau$ n0}||N^{1/2}\tilde{ $\Phi$}_{rn}\Vert<\infty . (2.31)

\overline{ $\Phi$}_{m}=\{\tilde{ $\Phi$}_{m}^{(n)}(x, k_{1}, \cdots, k_{n})\}_{n=0}^{\infty}\in \mathscr{H} と書く. \tilde{ $\Phi$}_{ $\tau$ n}^{(n)}(x, k_{1}, k_{n}) は各 x, k_{j}\in \mathbb{R}^{3}
に関して弱微分可能であること,さらに, \tilde{ $\Phi$}_{rn}^{(n)}(x, k_{1}, k_{n}) の弱導関数の L^{\mathrm{p}}( $\Omega$)
(1\leq p<2) ノルムが m\in(0, m_{0}) に関して有界であることを述べる.ここで,

 $\Omega$ は有界領域である.  h と k を 0<2|h_{ $\mu$}|<|k_{ $\mu$}| となるようにとる. R(k)=
(H_{m}-E_{rn}+$\omega$_{m}(k))^{-1} とおく.以下, C は, m,, k, h に依存しない定数とする.

Pull‐through formula よ  $\eta$,

\displaystyle \frac{a_{\mathrm{j}}(k+h)-a_{\mathrm{j}}(k)}{|h|}\tilde{ $\Phi$}_{m}
=R(k+h)\displaystyle \frac{C_{j}(k+h)-C_{j}(k)}{|h|}\tilde{ $\Phi$}_{m}+\frac{R(k+h)-R(k)}{|h|}C_{j}(k)\tilde{ $\Phi$}_{m} . (2.32)

(2.32) の右辺を評価していく.補題2.1の結果を使って計算すると,(2.32) の第二

項の評価が得られる.

補題2.4 j=1 , 2に対し,

\displaystyle \Vert\frac{R(k+h)-R(k)}{|h|}C_{j}(k)\tilde{ $\Phi$}_{m}\Vert. \leq\frac{C|g(k)|}{\sqrt{k_{1}^{2}+k_{2}^{2}}} . (2.33)

(2.32) の第一項の評価は,次のようになる.

補題2.5

\displaystyle \Vert R(k+h)\frac{C_{\dot{}}(k+h)-C_{j}(k)}{|h|}\tilde{ $\Phi$}_{?n}\Vert\leq\frac{C$\chi$_{ $\Lambda$}(k\rangle}{\sqrt{ $\omega$(k)}\sqrt{k_{1}^{2}+k_{2}^{2}}} , (2.34)

ここで, $\chi$_{ $\Lambda$} は \{k\in \mathbb{R}^{3}||k|\leq 2\mathrm{A}\} の定義関数である.

証明の概要

R(た十 h) \displaystyle \frac{C_{j}(k+h)-C_{j}(k)}{|h|}\tilde{ $\Phi$}_{rr $\iota$}
=R(k+h)[\sqrt{B}, \displaystyle \frac{$\sigma$_{j}(k+h)-a_{j}(k)}{|h|}]\tilde{ $\Phi$}_{7n}+R(k+h)\frac{$\rho$_{j}(k+h)-$\rho$_{j}(k)}{|h|}\tilde{ $\Phi$}_{rn}

(2.35)
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と書ける.(2.35) の右辺の第二項は,

\displaystyle \Vert R(k+h)\frac{ $\rho$ j(k+h)-$\rho$_{j}(k)}{h}\tilde{ $\Phi$}_{m}\Vert\leq\frac{C$\chi$_{ $\Lambda$}(k)}{\sqrt{ $\omega$(k)}\sqrt{k_{1}^{2}+k_{2}^{2}}} (2.36)

となる.(2.35) の右辺第一項が次のように評価できることの概略を述べる.

\Vert R(k+h)[\sqrt{B}, \displaystyle \frac{a_{j}(k+h)-a_{j}(k)}{|h|}]\overline{ $\Phi$}_{7n}\Vert\leq C\frac{$\chi$_{ $\Lambda$}(k)}{\sqrt{ $\omega$(k)}\sqrt{k_{1}^{2}+k_{2}^{2}}} . (2.37)

R(k+h)[\displaystyle \sqrt{B}, \frac{a_{j}(k+h)-a_{j}(k)}{|h|}]\tilde{ $\Phi$}_{ $\tau$ n}
=\displaystyle \frac{4}{ $\pi$}R(k+h)\frac{I_{j}(k+h)-I_{j}(k)}{|h|}g(k+h)(1+|x|^{2})\tilde{ $\Phi$}_{7n}

+\displaystyle \frac{4}{ $\pi$}R(k+h)I_{j}(k)\frac{g(k+h)-g(k)}{|h|}(1+|x|^{2})\tilde{ $\Phi$}_{7n} . (2.38)

(2.28) より,(2.38) の右辺第二項は次のように評価できる.

\Vert R(k+h (\displaystyle \frac{4}{ $\pi$}\Vert I_{j}(k)\frac{g(k+h)-g(k)}{|h|}(1+|x|^{2})\tilde{ $\Phi$}_{m}|\#\leq C\frac{$\chi$_{ $\Lambda$}(k)}{\sqrt{ $\omega$(k)}\sqrt{k_{1}^{2}+k_{2}^{2}}}.
(2.39)

(2.38) の右辺第一項を評価するために乃 (k) を次のように分ける.

I_{j}(k)=I_{1,j}(k)+I_{2,j}(k) ,

I_{1,j}(k)=\displaystyle \int_{0}^{1}dtt^{2}(t^{2}+B)^{-1}T_{j}(k)(e^{-ik\cdot x}-1)(t^{2}+B)^{-1}(1+|x|^{2})^{-1},
I_{2,j}(k)=\displaystyle \int_{1}^{\infty}dtt^{2}(t^{2}+B)^{-1}T_{\mathrm{j}}(k)(e^{-ik\cdot x}-1)(t^{2}+B)^{-1}(1+|x|^{2})^{-1}

(2.16) の評価の証明の方法を応用することにより,次の (2.40) が得られ,(2.27) の証

明を応用することにより (2.41) が得られる.

\displaystyle \Vert\frac{I_{1,j}(k+h)-I_{1,j}(k)}{|h|}\Vert\leq\frac{C|k|}{\sqrt{k_{1}^{2}+k_{2}^{2}}} , (2.40)

\displaystyle \Vert\frac{I_{2,j}(k+h)-I_{2,j}(k)}{|h|}\Vert\leq C(1+|k|) , j=1, 2 . (2.41)

(2.40) と(2.41) より,

\displaystyle \Vert\frac{4}{ $\pi$}R(k+h)\frac{I_{j}(k+h)-I_{j}(k)}{|h|}g(k+h)(1+|x|^{2})\tilde{ $\Phi$}_{m}\Vert\leq C\frac{$\chi$_{ $\Lambda$}(k)}{\sqrt{ $\omega$(k)}\sqrt{k_{1}^{2}+k_{2}^{2}}}.
(2.42)

(2.39) と(2.42) から (2.37) が得られる. (2.35)-(2.37) から補題2.5が従う. \blacksquare

(2.32), 補題2.4と2.5から,次の補題を得る.

補題2.6

\displaystyle \Vert\frac{a_{j}(k+h)-a_{j}(k)}{|h|}\tilde{ $\Phi$}_{m}\Vert\leq\frac{C$\chi$_{ $\Lambda$}(k)}{\sqrt{ $\omega$(k)}\sqrt{k_{1}^{2}+k_{2}^{2}}} . (2.43)
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e_{1}=(1,0,0) , e_{2}=(0,1,0) , e_{3}=(0,0,1) とする.補題2.6とBanach‐Alaogl の

定理より, \displaystyle \lim_{l\rightarrow\infty}h_{l}=0, v_{ $\mu$}:=\displaystyle \mathrm{w}-\lim\frac{a(k+|h_{l}|e_{ $\mu$}\rangle-a(k)}{|h_{l}|}\tilde{ $\Phi$}_{m} が存在するような点列 \{h_{l}\}
がとれる.次の定理が成り立つ.証明は省略する.

定理2.7 任意の n\geq 1 に対して, \tilde{ $\Phi$}_{m}^{(n)}=\tilde{ $\Phi$}_{m}^{(n)}(x, k_{1}, \cdots, k_{n})\in L^{2}(\mathbb{R}^{3+3n};\mathbb{C}^{2}) は

弱微分可能であり,

D_{k_{i, $\mu$}}\displaystyle \tilde{ $\Phi$}_{m}^{(n)}=\frac{1}{\sqrt{n}}v_{ $\mu$}^{(n-1)}(k_{i})(x, k_{1}, \cdots,\hat{k_{i}}, \cdots, k_{n}) . (2.44)

ここで, D_{k_{i, $\mu$}} は k_{i, $\mu$}, (i=1, \cdots n,  $\mu$=1,2,3) に関する弱微分を表し, \hat{k_{i}} は k_{i} の除

外を表す.さらに, 1\leq p<2 であり,  $\Omega$\grave{} が \mathbb{R}^{3+3n} の有界領域ならば,

\displaystyle \sup_{0<m< $\tau$ r$\iota$_{0}}\Vert D_{k_{i, $\mu$}}\tilde{ $\Phi$}_{7\hslash}^{(n)}\Vert_{L( $\Omega$)}p<\infty . (2.45)

 x に関する \tilde{ $\Phi$}_{m}^{(n)}(x, k_{1}, k_{n}) の弱微分の評価は次の補題から得られる.

補題2.8 0<m0 とする.このとき, \displaystyle \sup_{0<m<m\mathrm{o}}\Vert|p|\overline{ $\Phi$}_{rn}\Vert<\infty.
定理2.7と補題2.8より,つぎの系を得る.

系2.9 1\leq p<2 とし,  $\Omega$ を有界領域とする.このとき, \tilde{ $\Phi$}_{m}\in W^{1,\mathrm{p}}( $\Omega$) であり,

\displaystyle \sup_{0< $\tau$ n<rn0}\Vert\tilde{ $\Phi$}_{rn}\Vert_{W}^{1,p}( $\Omega$)<\infty.

3 問題

V(x) がクーロンポテンシャル −C/国で M=0 の場合や調和振動子国2の場合の
準相対論的 Pauli‐Fierz 模型の基底状態の存在は,私の知る限り,未だ証明されていな

いと思われる.
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