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概要

本稿では,強擬非拡大写像のもつ基本性質やその特徴付けに関する結果を述べる。

1 はじめに

(X, のを距離空間とする.写像 T:X\rightarrow X がBruck [8] の意味で強擬非拡大であると

は, T の任意の不動点 z と任意の  $\epsilon$>0 に対して,  $\delta$>0 が存在し,

 x\in X, d(z, x)-d(z, Tx)< $\delta$\Rightarrow d(Tx, x)< $\epsilon$

が成り立つときをいう。この強擬非拡大性は,文献 [9] における強非拡大性に類似のもの

である。しかし,Hilbert 空間上の閉凸集合の上への距離射影は,文献 [9] の意味で強非拡

大であるが,Bruck [8] の意味で強擬非拡大にならない (詳しくは,例4.2参照)。
一方,文献 [4−6] において,別の強擬非拡大性をもつ写像が扱われている。  H を実

Hilbert 空間, C を H の空でない部分集合とする。写像 T:C\rightarrow H が文献 [4] の意味で

強擬非拡大であるとは, T が擬非拡大であり, \{x_{n}\} が C の有界点列で,ある T の不動点 p

に対して \Vert x_{n}-p\Vert-\Vert Tx_{n}-p\Vert\rightarrow 0 であるならば, \Vert Tx_{n}-x_{n}\Vert\rightarrow 0 が成り立つときを

いう。ここで, \Vert\cdot\Vert は  H のノルムである。この強擬非拡大性も文献 [9] の強非拡大性に類

似の概念で,Hilbert 空間上の距離射影は,文献 [4] の意味で強擬非拡大である (詳しくは,

例4.1参照)。

本稿では,これらの強擬非拡大写像に関する考察を述べる。特に,距離空間または
Banach 空間において強擬非拡大写像のもつ性質やその特徴付けに関する結果を扱う。

2 準備

以下, X を距離空間, d を X の距離, Y を X の部分集合とし,写像 T:Y\rightarrow X の

不動点 (fixed point) の集合を \mathrm{F}(T) で表す。つまり, \mathrm{F}(T)=\{z\in Y :z=Tz\} であ
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る。写像 T:Y\rightarrow X が擬非拡大 (quasinonexpansive) であるとは, \mathrm{F}(T) が空ではなく,
任意の z\in \mathrm{F}(T) と x\in Y に対して, d(z, Tx)\leq d(z, x) が成り立つときをいう。写像

T:Y\rightarrow X が狭義擬非拡大 (strictly quasinonexpansive) であるとは, \mathrm{F}(T) が空ではな

く,任意の z\in \mathrm{F}(T) と x\in Y\backslash \mathrm{F}(T) に対して, d(z, Tx)<d(z, x) が成り立つときを

いう。

以下, E を実 Banach 空間, \Vert\cdot\Vert を  E のノルム, C を E の部分集合, \mathrm{N} を正の整数の集

合とする。写像 T:C\rightarrow E の不動点の集合を再び \mathrm{F}(T) で表す。写像 T:C\rightarrow E が非拡

大(nonexpansive) であるとは,任意の x, y\in C に対して, \Vert Tx-Ty\Vert\leq\Vert x-y\Vert が成り

立つときをいう。写像  T:C\rightarrow E が堅非拡大 (firmly nonexpansive) であるとは,任意の

x, y\in C と  $\alpha$>0 に対して,

\Vert Tx-Ty\Vert\leq\Vert $\alpha$(x-y)+(1- $\alpha$)(Tx-Ty (2.1)

が成り立つときをいう [7]。写像 T:C\rightarrow E が強非拡大(strongly nonexpansive) である

とは, T が非拡大であり,

{xn}, \{y_{n}\} が C の点列, \{x_{n} —y訂が有界, \Vert x_{n}-y_{n}\Vert-\Vert Tx_{n}-Ty_{n}\Vert\rightarrow 0
ならば \Vert x_{n}-y_{n}-(Tx_{n}-Ty_{n} \rightarrow 0

が成り立つときをいう [9]。定義より,堅非拡大写像は非拡大であることがわかる。ま
た, E が一様凸のとき,堅非拡大写像は強非拡大であることが知られている [9, Proposi‐

tion 2.1]_{0}
以下, H を実 Hilbert 空間, D を H の閉凸部分集合とする。このとき,各 x\in H に

対して, \displaystyle \Vert z-x\Vert=\min\{\Vert y-x\Vert:y\in D\} となる点 z\in D がただ一つ存在することが

知られている。 x にその z を対応させる写像を, H から D の上への距離射影 (metric

projection) という。 T を H から D の上への距離射影とするとき,すべての x\in H と

z\in D=\mathrm{F}(T) に対して,

\Vert Tx-x\Vert^{2}\leq\Vert x-z\Vert^{2}-\Vert Tx-z\Vert^{2} (2.2)

が成り立つことが知られている。このことから,距離射影が擬非拡大であることもわかる。

なお,距離射影は堅非拡大であることも知られている。距離射影について詳しくは,[11]
を参照するとよい。

3 距離空間上の強擬非拡大写像

この節では, X を距離空間, d を X の距離, C を X の空でない部分集合とする。
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[4−6, 8] などの先行研究を参考にして,強擬非拡大写像を次のように定義する。写像
T:C\rightarrow X が強擬非拡大 (strongly quasinonexpansive) であるとは, \mathrm{F}(T) が空ではなく,
任意の z\in \mathrm{F}(T) , M>0 および  $\epsilon$>0 に対して,  $\delta$>0 が存在し,

 x\in C, d(z, x)\leq M, d(z, x)-d(z, Tx)< $\delta$\Rightarrow d(Tx, x)< $\epsilon$ (3.1)

が成り立つときをいう。定義より,1節で述べたBruck [8] の意味で強擬非拡大な写像は,

強擬非拡大である。また,強擬非拡大写像は,狭義擬非拡大であることもすぐにわかる。

強擬非拡大写像の定義を点列で表すことができる。

補助定理3.1 ([1, Lemma 3.3]). 次は同値である。

(1)  T:C\rightarrow X は強擬非拡大である;

(2) T は擬非拡大であり, \{x_{n}\} が C の有界点列で,ある z\in \mathrm{F}(T) に対して d(z, x_{n})-

d(z, Tx_{n})\rightarrow 0 のとき, d(Tx_{n}, x_{n})\rightarrow 0 となる。

文献 [4] では, X がHilbert 空間のとき,上記の (2) を満たす写像を強擬非拡大と呼んで

いる。これと似た写像が,[5, 6] および[2, 10] で議論されている。

強非拡大写像は合成で閉じていることが知られているが [9, Proposition 1.1], 強擬非拡

大写像についても同様な結果が得られる。

定理3.2 ([1, Theorem 3.6]). C と D を空でない X の部分集合, S:C\rightarrow E と T:D\rightarrow E

を強擬非拡大写像とし, T(D)\subset C および \mathrm{F}(S)\cap \mathrm{F}(T)\neq\emptyset を仮定する。このとき,

\mathrm{F}(S)\cap \mathrm{F}(T)=\mathrm{F}(ST) であり, ST は強擬非拡大である。

定理3.2の \mathrm{F}(S)\cap \mathrm{F}(T)=\mathrm{F}(ST) を得るだけならば,「S と T が強擬非拡大である」

という仮定を,「S が狭義擬非拡大かつ T が擬非拡大 (または,その逆)」 に弱められる

[1, Lemma 3.5]_{0}

強擬非拡大性は,非減少関数によっても特徴付けられる。

定理3.3 ([1, Theorem 3.7]). T を C から X への不動点を持つ写像とする。このとき,
以下は同値である。

(1) T は強擬非拡大である;

(2) 任意の z\in \mathrm{F}(T) および M>0 に対して,以下の条件を満たす非減少関数

 $\gamma$:[0, 2M]\rightarrow\cdot[0, M] が存する。

\bullet  t\in(0,2M] のとき,  $\gamma$(t)>0 であり;
\bullet  x\in C, d(z, x)\leq M のとき,  $\gamma$(d(Tx, x))\leq d(z, x)-d (z , Tx) となる。
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なお,Banach 空間上の強非拡大写像についても,上記の (2) と似た特徴付けが行えるこ

とが,文献 [9] で指摘されている。

4 Banach 空間上の強擬非拡大写像

本節では, E をBanach 空間, \Vert\cdot\Vert を  E のノルム, C を E の空でない部分集合, T を C

から E への写像とし, \mathrm{F}(T)\neq\emptyset を仮定する。

まず,前節で定義した強擬非拡大性と文献 [8] のそれとの違いを見るために,定義を再確

認する。写像  T:C\rightarrow E がBruck [8] の意味で強擬非拡大であるとは,任意の z\in \mathrm{F}(T)
と  $\epsilon$>0 に対して,  $\delta$>0 が存在し,

 x\in C, \Vert x-z\Vert-\Vert Tx-z\Vert< $\delta$\Rightarrow\Vert x-Tx\Vert< $\epsilon$

が成り立つときをいう。写像  T:C\rightarrow E が強擬非拡大であるとは,任意の z\in \mathrm{F}(T) ,

M>0 および  $\epsilon$>0 に対して,  $\delta$>0 が存在し,

 x\in C, \Vert x-z\Vert\leq M, \Vert x-z\Vert-\Vert Tx-z\Vert< $\delta$\Rightarrow\Vert x-Tx\Vert< $\epsilon$

が成り立つときをいう。

定義から,Bruck [8] の意味で強擬非拡大ならば強擬非拡大であることがわかる。しか

し,その逆は成り立たない。

例4.1.  E をHilbert 空間, D を E の閉凸部分集合, T を E から D の上への距離射影とす

るとき, T は強擬非拡大である。実際, z\in \mathrm{F}(T) , M>0,  $\epsilon$>0 を所与とし,  $\delta$=$\epsilon$^{2}/(2M)
とおく。このとき, x\in C, \Vert x-z\Vert\leq M, \Vert x-z\Vert-\Vert Tx-z\Vert< $\delta$ ならば,  T が擬非拡大

であることと(2.2) より,

\Vert Tx-x\Vert^{2}\leq(\Vert x-z\Vert+\Vert Tx-z (\Vert x-z\Vert-\Vert Tx-z
\leq 2\Vert x-z\Vert(\Vert x-z\Vert-\Vert Tx-z
<2M $\delta$= $\epsilon$

を得る。したがって,  T は強擬非拡大である * 1。

例4.2 ([1, Example 4.1]). E を2次元ユークリッド空間とし,写像 T:E\rightarrow E を,

(s, t)\in E に対して T(s, t)=(s, 0) で定義する。また, E の点列 \{x訂を, n\in \mathbb{N} に対し

*1(2.2) を満たす写像は,すべて強擬非拡大になる。
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て x_{n}=(n, 1+1/n) で定義する。このとき, n\in \mathrm{N} に対して,

\displaystyle \Vert x_{n}\Vert-\Vert Tx_{n}\Vert=\sqrt{n^{2}+(1+\frac{1}{n})^{2}}-n\leq\frac{2}{n} および \displaystyle \Vert x_{n}-T_{n}\Vert=1+\frac{1}{n}
が成り立つことがわかる。よって, T はBruck[8] の意味で強擬非拡大にならない。しか

し, T は E から \{(s, 0)\in E:s\in \mathbb{R}\} の上への距離射影であるから,例4.1より T は強擬

非拡大である。

次の定理より,強擬非拡大写像と擬非拡大写像の凸結合は,強擬非拡大になることがわ

かる。これと類似の結果として,[6, Theorem 3.7] および[9, Proposition 1.3] がある。

定理4.3 ([1, Theorem 4.3]). E を一様凸な Banach 空間, C を E の空でない部分集合

とし, S:C\rightarrow E を強擬非拡大写像, T:C\rightarrow E を擬非拡大写像とする。写像 U:C\rightarrow E

を, U= $\lambda$ S+(1- $\lambda$)T で定義する。ここで,  $\lambda$\in(0,1) である。さらに, \mathrm{F}(S)\cap \mathrm{F}(T) が

空ではないと仮定する。このとき, \mathrm{F}(U)=\mathrm{F}(S)\cap \mathrm{F}(T) であり, U は強擬非拡大である。

定理4.3の \mathrm{F}(U)=\mathrm{F}(S)\cap \mathrm{F}(T) を得るだけならば,「S が強擬非拡大である」 という

仮定を,「S が狭義擬非拡大である」 に弱められる [1, Lemma 4.2]。

恒等写像は,明らかに強擬非拡大であるから,定理4.3より,次の系が直ちに得られる。

系4.4 ([1, Corollary 4.4]). E, C, T,  $\lambda$ を定理4.3と同じとする。写像  U:C\rightarrow E

を, U= $\lambda$ I+(1- $\lambda$)T で定義する。ここで, I は C 上の恒等写像である。このとき,

\mathrm{F}(U)=\mathrm{F}(T) であり, U は強擬非拡大である。

これより,所与の擬非拡大写像から,不動点集合が一致する強擬非拡大写像を容易に作

り出せることがわかる。
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