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概要

本稿では,[4] において得られた結果について紹介する.1次元のブラウン運動に対

する田中の公式はよく知られており,局所時間や反射壁過程を理解するために役立って
いる.ここでは局所時間に注目し,田中の公式を局所時間のドウーブーメイエー分解と
して考える.指数 1< $\alpha$\cdot<2 の対称な安定過程に対しては Yamada [5] , 局所時間を

もつ対称なレヴイ過程に対してはSalminen‐Yor [2] によって研究されている.本稿で

は,[2] によるポテンシャル論の手法を用いて,非対称な過程を含むレヴイ過程に対し

て田中の公式を構成する.

1 準備

X=(X_{t})_{t\geq 0} を実数値レヴイ過程とする.このとき, X のレヴイ指数は

 $\eta$(u)=\log \mathrm{E}_{0}[e^{iuX_{1}}]
= ibu— \displaystyle \frac{1}{2}au^{2}+\int_{\mathbb{R}\backslash \{0\}} (e^{iuy}-1-iuy1_{|y|\leq 1}) $\nu$(dy)

と表される.ただし, b\in \mathbb{R}, a\geq 0 であり, \mathbb{R}\backslash \{0\} 上のレヴイ測度  $\nu$ は \displaystyle \int_{\mathbb{R}\backslash \{0\}}(|y|^{2}\wedge
 1) $\nu$(dy)<\infty を満たす.

有界可測関数  f に対し, X のレゾルベントを

R_{q}f(x) :=\displaystyle \mathbb{E}_{x}[\int_{0}^{\infty}e^{-qt}f(X_{t})dt], q>0, x\in \mathbb{R}
とする.またレゾルベント密度が存在するとき,

R_{q}f(x)=\displaystyle \int_{\mathbb{R}}f(y)r_{\mathrm{q}}(y-x)dy, q>0, x\in \mathbb{R}
とする. X が初めて原点に到達する時刻を

T_{0}:=\displaystyle \inf\{t>0 :X_{t}=0\}
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とする.

ここで次の条件を導入する :

(A1) X のレヴイ指数  $\eta$(u) が次の条件を満たす :

\displaystyle \int_{\mathbb{R}}\mathfrak{R}(\frac{1}{q- $\eta$(u)})du<\infty, q>0.
(A2) X について 0 は正則である.すなわち, \mathbb{P}_{0}(T_{0}=0)=1 が成り立つ.

条件 (A1) は有界なレゾルベント密度の存在に対する必要十分条件であり,また条件

(A1) の下,条件 (A2) はレゾルベント密度め連続性に対する必要十分条件であることが知

られている.

さらに,条件 (A1), (A2) より強い次の条件を導入する :

(A) X のレヴイ指数  $\eta$(u) が次の条件を満たす :

\displaystyle \int_{\mathbb{R}}|\frac{1}{q- $\eta$(u)}|du<\infty, q>0.
このとき,次のことがいえる.

補題1.1. 条件 (A) の下,連続なレゾルベント密度は

r_{\mathrm{q}}(x)=\displaystyle \frac{1}{ $\pi$}\int_{0}^{\infty}\mathfrak{R}(\frac{e^{-i\mathrm{u}x}}{q- $\eta$(u)})du, q>0, x\in \mathbb{R},
で与えられる.

注意1.2. 条件 (A1), (A2) を満たすが,条件 (A) を満たさないレヴイ過程の例として非

対称なコーシー過程がある.非対称なコーシー過程のレヴイ指数は

 $\eta$(u)=-c|u|(1\cdot+2i $\beta \pi$^{-1}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}\backslash (u)\log|u|)+ib_{0}u

と表される.ただし c>0,  $\beta$\in[-1, 1]\backslash \{0\}, b_{0}\in \mathbb{R} である.このとき,連続なレゾルベン

ト密度は

r_{q}(x)=\displaystyle \frac{1}{ $\pi$}\int_{0}^{\infty}\mathfrak{R}(\frac{\cos(ux)}{q- $\eta$(u)})du+\lim_{N\rightarrow\infty}\frac{1}{ $\pi$}\int_{0}^{N}\Im(\frac{\sin(ux)}{q- $\eta$(u)})du,
で与えられることが知られている(Takada[3]).

2 修正 0 レゾルベント

まず,

h_{q}(x):=r_{q}(0)-r_{q}(-x) , q>0, x\in \mathbb{R}
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と定義する.このとき,任意の q>0 に対し, hq\geq 0 である.もし極限 h:=\displaystyle \lim_{q\downarrow 0}h_{q} が

存在するとき, h を修正 0 レゾルベントと呼ぶ.

対称な場合,条件 (A) の下,修正 0 レゾルベントが存在することが知られている.非対

称な場合は,次の条件 (\mathrm{L}1)-(\mathrm{L}3) の下,修正 0 レゾルベントが存在することが知られてい

る (Yano [6]).

(L1) X のレヴイ指数  $\eta$(u) が次の条件を満たす :

\displaystyle \int_{0}^{\infty}\frac{1}{q-\mathfrak{R} $\eta$(u)}du<\infty, q>0,
(L2) X [は \mathrm{C} 型である.すなわち, a>0 または \displaystyle \int_{|y|\leq 1}|y| $\nu$(dy)=\infty である.

(L3) レヴイ指数  $\eta$(u) の実部 \Re $\eta$(u) と虚部 s^{\infty} $\eta$(u) が (0, \infty) 上に以下を満たすような可測

な導関数をもつ :

\displaystyle \int_{0}^{\infty}(u^{2}\wedge 1)\frac{|\{\mathfrak{R} $\eta$(u)\}'|+|\{\propto s $\eta$(u)\}'|}{\mathfrak{R} $\eta$(u)^{2}+s^{\infty} $\eta$(u)^{2}}du<\infty.
ここで,条件 (\mathrm{L}1)-(\mathrm{L}3) を弱めた条件 (A), (B) を仮定する.

(B) X のレヴイ指数  $\eta$(u) が次の条件を満たす :

\displaystyle \int_{0}^{1}|\Im(\frac{u}{ $\eta$(u)})|du<\infty.
命題2.1. 条件 (Ll)-(L3) が成り立つとき,条件 (A) , (B) が成り立つ.

このとき,修正 0 レゾルベントが存在する.

定理2.2. 条件 (A) , (B) の下,

h(x)=\displaystyle \frac{1}{ $\pi$},\int_{0}^{\infty}\mathfrak{R}(\frac{e^{iux}-1}{ $\eta$(u)})du, x\in \mathbb{R}.
が成り立つ.

証明は次の補題を用いる.

補題2.3. 条件 (A) の下,

\displaystyle \int_{0}^{\infty}\frac{|u|^{2}\wedge^{\backslash }1}{| $\eta$(u)|}du<\infty.
が成り立つ.
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3 田中の公式

条件 (A1), (A2) の下,レゾルベント密度と局所時間との関係が知られている (Bertoin

[1, Lemma V.3]) :

\displaystyle \mathrm{E}_{y}[\int_{0}^{\infty}e^{-\mathrm{q}t}dL_{t}^{x}]=r_{q}(x-y) , q>0, x, y\in \mathbb{R}.
このとき,次のドゥーブーメイエー分解が得られる.

命題3.1. 条件 (Al), (A2) の下,任意の q>0, t\geq 0, x\in \mathbb{R} に対し,

r_{q}(-X_{t}+x)=r_{q}(-X_{0}+x)+M_{t}^{q,x}+q\displaystyle \int_{0}
オ

r_{q}(-X_{s}+x)ds-L_{t}^{x},

が成り立つ.ただし, M_{t}^{q,x} はマルチンゲールである.

上の命題において q\downarrow 0 とすれば,次の補題と修正 0 レゾルベントから田中の公式を構成

できる.

補題3.2. 条件 (A) の下,

\displaystyle \lim_{q\downarrow 0}qr_{q}(0)=0,
が成り立つ.

定理3.3. X が条件 (A) , (B) を満たすとする.このとき,任意の t\geq 0, x\in \mathbb{R} に対し,

h(X_{t}-x)-h(X_{0}-x)=M_{t}^{x}+L_{t}^{x},

が成り立つ.ただし, M_{t}^{x}:=-\displaystyle \lim_{q\downarrow 0}M_{t}^{q,x} はマルチンゲールである.

4例

最後に,条件 (A), (B) を満たすレヴイ過程の例を挙げる.

例4.1. 指数 1< $\alpha$<2 の狭義安定過程の場合,レヴイ測度が

 $\nu$(dy)=c_{+}|y|^{-\dot{ $\alpha$}-1}1_{\{y>0\}}dy+c_{-}|y|^{- $\alpha$-1}1_{\{y<0\}}dy,

で与えられ,レヴイ指数が

 $\eta$(u)=-d|u|^{ $\alpha$}(1-i $\beta$ \displaystyle \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(u)\tan\frac{ $\pi \alpha$}{2}) ,
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と表せる.ここで, c+, c_{-} は c_{+}+c_{-}\neq 0 を満たす非負の定数で, d.>0,  $\beta$\in[-1, 1] は

d=\displaystyle \frac{c_{+}+c_{-}}{2c( $\alpha$)},  $\beta$=\frac{c_{+}-c_{-}}{c_{+}+c_{-}}
で与えられる.ただし,

c( $\alpha$)=\displaystyle \frac{1}{ $\pi$} $\Gamma$( $\alpha$+1)\mathrm{s}\mathrm{m} \frac{ $\pi \alpha$}{2}
である.このとき,条件 (A), (B) を満たす.さらに修正 0 レゾルベントは

h(x)=c(- $\alpha$)\displaystyle \frac{1- $\beta$ \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(x)}{d(1+$\beta$^{2}\tan^{2}( $\pi \alpha$/2))}|x|^{ $\alpha$-1}
で与えられる.

例4.2. 指数 1< $\alpha$<2 の切断安定過程の場合,レヴイ測度が

 $\nu$(dy)=c_{+}|y|^{- $\alpha$-1}1_{\{1>y>0\}}dy+c_{-}|y|^{- $\alpha$-1}1_{\{-1<y<0\}}dy,

で与えられる.ここで, c+, \mathrm{c}_{-} }よ c_{+}+c_{-}\neq 0 を満たす非負の定数である.このとき,条件

(A), (B)を満たす.

例4.3. ドリフトをもつブラウン運動の場合,レヴイ指数が

12
 $\eta$(u)= ibu— \overline{2}^{au}

で与えられる.ここで, a>0, b\neq 0 である.このとき,条件 (A), (B) を満たす.さらに

修正 0 レゾルベントは

h(x)=\displaystyle \frac{1}{|b|}(1-e^{-2|bx|/a})1_{\{bx\geq 0\}}
で与えられる.
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