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静学離散ゲームの推定手法の近年の展開
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Ⅰ 序論

ゲーム理論のモデルに関する統計的手法の研究が，近年の計量経済学において重要である。先駆

的研究である Bjorn and Vuong [1985] が静学ゲームのモデルについて推定法を提案して以降，動

学ゲームやオークションなど，幅広いゲームに対する統計的手法の開発がなされてきた。こうした

分野は，特にこの 10 年ほどで目覚ましい進展を遂げ，今なお文献は増加している。その理由として

挙げられるのは，近年高まる構造推定アプローチ研究の重要性に加え，統計理論や数値計算手法の

発展等である。

ゲームを統計的に分析する際の最も重要な点は，複数均衡の問題，つまりナッシュ均衡が複数存

在してしまう問題である。複数均衡の存在下では，簡単な例を除き，主体間における意思決定の予

測が難しい。こうした主体間におけるゲームの結果の不決定性が，そのモデルを統計的に分析する

上で問題となってくる。結論から述べると，複数均衡問題は離散選択モデルで通常考えられる最尤

推定を困難にする。複数均衡性は，時間的構造や情報的構造といったゲームの構造に関わらず生ず

る問題であるため，多くのゲームの推定手法において重要な問題となろう。複数均衡の問題に対す

る統計学的な取扱いは，それほど容易ではないことが知られている。

本論文はこの複数均衡問題に対する対処法を基準に，静学離散ゲームに焦点を当て，その最新の

推定手法を紹介する。静学離散ゲームは，実証的産業組織論等を始めとした多くの経済分析におい

て重要であり（例えばBresnahan and Reiss [1990]），その推定手法に関するこれまでの研究結果を

まとめておくことは，これからの研究課題を明らかにする上で有用であると思われる。尚，紙幅制

約のため本論文では完備情報ゲームのみを取り扱うが，不完備情報ゲームの推定手法の研究も重要

であり近年盛んに研究されている（例えば，Aradillas-Lopez [2010]）。また，動学離散ゲームの推

定に関しても近年重要視されており，Aguirregabiria and Mira [2010] は動学離散選択モデルの推

定手法に関する優れた概説論文であるので，興味ある読者には参照を薦めたい。

ここで，本論文で基準とする複数均衡問題への三つの対処法を簡単に紹介しておく：⑴一意均衡

モデル制約：モデルの結果を，個別の均衡ではなく参入企業数と解釈し直すことで，複数均衡に属

する均衡を一意的に捉え直す方法。⑵均衡選択メカニズムの特定化：複数均衡の中でどの均衡が実

際に選択されるのか，その均衡選択確率を主としてパラメトリックに定式化する方法。⑶境界アプ

ローチ：均衡選択確率を特定化せず，均衡実現確率の上限と下限を識別したモーメント不等式
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（moment inequality）条件を利用し，主として集合推定法（set estimation）を適用する方法。こう

した複数均衡問題への対処法別に最新の推定手法を分類することは，今後のゲームの推定研究にお

いても有用な視点になると考えられる。Bajari, et al. [2010] は動学ゲームや識別問題を含む包括的

な内容のゲーム推定の概説論文であるが，こうした分類の視点において，本論文と異なる。

本論文の構成は以下の通りである。第Ⅱ節において，静学ゲームから導出されるモデルを記述し，

その問題点を考察する。第Ⅲ節において，複数均衡問題への対処法を基準に，近年提案された推定

手法を概観する。第Ⅳ節で本論文を結論付け，今後の課題を検討する。

Ⅱ ゲーム理論的モデル

この節の目的は，完備情報静学離散ゲームの計量モデルを導出し，推定上の問題点を考察するこ

とである。まず，完備情報静学離散ゲームの一般的表現を与え，またゲーム特有の概念である戦略

や均衡について復習する。本論文で登場するゲームは全てこのクラスのゲームに属するため，一般

的な表現を見ることは有益であろう。数学的表記法は，Mas-Colell, et al. [1995] に従うこととす

る
1)
。

１ 完備情報静学離散ゲーム

完備情報静学離散ゲームとは，プレーヤーの集合，プレーヤーの取りうる行動の離散集合，そし

てプレーヤーの利得関数の三要素から成り立つ。これらを順に，説明していこう。今，プレーヤー

は I?yいるとしよう。プレーヤー i pi/1,…, I �は，行動の離散有限集合 Y i�
dYiから行動 y iを

選択するとする。Y6-
I
i=1Y iとし，y/py1,…, yI ��Yを全てのプレーヤーの行動プロファイルとす

る。この yが，ゲームの結果として実現するわけである。ここで，この行動というのは通常純粋戦

略と呼ばれるが，以下の節では特に断らない限り，行動と純粋戦略は特に区別しないものとしよう。

さて，この行動について，プレーヤーは混合戦略を取る，つまり自身の行動をランダム化すること

を許容しよう。つまり，各 y i�Y iについてそれぞれある確率を付与し，プレーヤーはその確率に従

い，実際の行動を取るという状況を許す。プレーヤー iの混合戦略を p i��0, 1�#Yiと書く。ただし，

6yi�Yip i py i�/1を満たし，p iは Y i上の確率分布である。S iで，Y i上の取りうる混合戦略全体の集

合とし，S6-
I
i=1S iとする。p/pp1,…, pI ��Sで，全てのプレーヤーの混合戦略プロファイルであ

る。尚，混合戦略を許容する際，プレーヤー iの純粋戦略とは，行動 y i�Y iを確率１で取る混合戦

略と言い換えることができる点に注意する。

戦略的状況におけるプレーヤーは，プレーヤー全員の行動の結果 yに応じて利得を受け取る。そ

こで，プレーヤー iの利得関数は u i py, x i, e i, q i�と定義される。ここで，x i�
dxi，e i� で利得に

影響を与える変数である。これらの違いについては，あらためて後述する。q i�a i�
dqiで iの利

得パラメータであり，a iはパラメータ空間である。ここで，プレーヤー間ではこれら x i, e iの実現

値と q iの値は互いに既知であることに注意する。これは，完備情報下ではプレーヤー間において

互いの利得に関し未知の部分が全くない状況が記述されるためである。さて，混合戦略を許容する

場合のプレーヤー iの利得は，確率 pをウェイトにした期待利得として次のように定義される：

u ipp, x i, e i, q i�/6y�Y u i py, x i, e i, q i��_
I
i=1p i py i)}。ただし，_

I
i=1p i py i�は行動プロファイル yが実
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現する確率を表し，各プレーヤーの行動のランダム化はその他のプレーヤーと独立としている。こ

こで，記号簡略化のため以下では y-iでプレーヤー iを除く全てのプレーヤーの行動プロファイル

とし，このとき行動プロファイルは各 iについて y/py i, y-i�と書ける。この表記法は混合戦略につ

いても同様である。

さて，ゲームの結果を予測しプレーヤーの最適行動をモデル化するため，均衡概念としてナッシュ

均衡を考えよう
2)
。ナッシュ均衡を定義する前に，まず最適反応戦略を導入する。プレーヤー iの

混合戦略 p
＊
i が，他のプレーヤーの混合戦略 p-iに対する最適反応であるとは，任意の p i�S iに対

し，

u i pp
＊
i, p-i, x i, e i, q i�Bu i pp i, p-i, x i, e i, q i)

であるときである。つまり最適反応戦略とは，他のプレーヤーの戦略を所与とした際の，プレーヤー

自身の最適行動を表している。この最適反応戦略の概念を用いて，以下のように混合戦略ナッシュ

均衡を定義する。混合戦略プロファイル p
＊
/pp＊1,…, p＊I ��Sがナッシュ均衡であるとは，任意の

i/1,…, Iと任意の p i�S iに対して，

u i pp
＊
i, p

＊
-i, x i, e i, q i�Bu i pp i, p

＊
-i, x i, e i, q i) p1�

が成り立つときである。つまり，ナッシュ均衡は各プレーヤーの戦略がその他のプレーヤーの戦略

に対し最適反応となっており，それが全てのプレーヤーについて言えるような戦略プロファイルで

ある。本論文で考察する完備情報ゲームの下では，プレーヤーらはこのナッシュ均衡に基づく行動

を取るものと想定する。そして，その実現した行動データと想定するモデルを基に，計量経済学者

は統計的分析を試みるわけである。

２ 参入退出ゲームと計量モデル：Bresnahan and Reiss [1991]

さて，利得関数の一般的な特定化の下では，プレーヤーらの最適反応関数は少々複雑になる。そ

のため以下では単純な例を用いて，ナッシュ均衡条件 p1�からどのように計量モデルが導出される

かを見てみたい。

ここで，Bresnahan and Reiss [ 1991 ] による I/2，Y1/Y2/�0, 1�のケース，つまり Y/

�p0, 0�, p0, 1�, p1, 0�, p1, 1��であるような，プレーヤーは２人で行動は二つのみという完備情報ゲーム

を考えよう。例えば，y i/1で参入を，y i/0で参入しない（あるいは退出）行動を表すと見なされ

るときには，このゲームは参入退出ゲームと呼ばれ，多くの実証例を持つ
3)
。単純化のため，この節

では純粋戦略のみを考える。

プレーヤー i pi/1, 2�の利得関数は，以下のような線形利得を考える：

u i py, x i, e i, q i�/	
x'ib i+�-iy-i+e i if y i/1

0 if y i/0
p2�

ここで，x/px1, x2��
dx1+dx2，e/pe1, e2��

2で利得に影響を与える変数とし，完備情報下ではこ

れら変数は両プレーヤーにとって観測可能とする。ただしここで注意すべきこととして，計量経済

学者にとっては xは観測可能であるが，eは観測不可能である点である。つまり xは外生変数（共

変数）で，eは誤差項に対応する項であることに注意する。パラメータ�-i� で，相手プレーヤー

,iの行動に依存したプレーヤー iの利得の変化分を表す
4)
。つまり，線形利得の特定化の下では，

非ゼロの�1, �2の存在が，プレーヤー間における戦略的状況を記述している。q/ pq1, q2�/
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pb1, �2, b2, �1��a�
dx1+dx2+2を利得パラメータベクトルとし，これが計量経済学者にとって興

味あるパラメータである。注意すべきこととして，完備情報下においては，この利得パラメータ q

もプレーヤー双方にとって既知である。また，参入しない場合の利得は他のプレーヤーの行動によ

らず全て 0 と基準化していることに注意する。こうした Bresnahan and Reiss [1991] の２プレー

ヤー参入退出ゲームは，構造が単純で明快なため，本論文では BRモデルと呼び基本モデルとして

考えよう。

BR モデルは，表１のような利得行列表現ができる。表は，例えば py1, y2�/p1, 0�というプレー

ヤーの行動の結果の組に対して，プレーヤー１が利得 x'1b1+e1を，プレーヤー２が利得 0を得るこ

とを表し，完備情報静学ゲームの構造を簡潔に表現している。

さて，ナッシュ均衡条件から実際に計量モデルを明示的に導こう。純粋戦略プロファイル

py＊1 , y＊2 �がナッシュ均衡であるとは，y＊1 が y＊2 に対する最適反応戦略で，かつ y＊2 が y＊1 に対する最

適反応戦略であるときであった。つまり p1�は，今，任意の y1�Y1と y2�Y2に対して：

u1 py
＊
1 , y＊2 ; x1, e1, q1�Bu1 py1, y

＊
2 ; x1, e1, q1�

u2 py
＊
1 , y＊2 ; x2, e2, q2�Bu2 py

＊
1 , y2; x2, e2, q2�

である。つまり参入退出ゲームでは，相手の行動に対し，自身が参入する利得が参入しない利得を

上回るなら参入し，そうでないなら参入しない，という具合に行動が決定されるわけである。この

ナッシュ均衡条件から，例えば，y＊/p1, 0�がナッシュ均衡であることは，x'1b1+e1B

0, x'2b2+�1+e2?0と同値であることが分かる。全てのナッシュ均衡行動について同様に考える

ことで，プレーヤーの最適行動を記述するモデルは以下のように帰着される：

y1/1�x'1b1+�2y2+e1B0�
p3�

y2/1�x'2b2+�1y1+e2B0�

ただし，1�}�は定義関数であり，明瞭化のため上付きの＊は省いた。完備情報参入退出ゲームから

得られた上記モデルは，同時二項選択モデルであることが分かる。というのも，p3�第１式において，

y1が y2に依存して決定されるのと同時に，その y2自体も第２式において y1に依存して決定され

るためである。こうした同時性を持つ離散選択モデルについては，これまで Heckman [1978]，

Maddala [1983] や Lewbel [2007] において研究されてきた。しかし特に近年，同時離散選択モデ

ルはゲームから得られるモデルとして重要視されていることから，特にゲーム理論的モデル（game-

theoretic model, Aradillas-Lopez [2010]）と呼ばれることがあり，ゲームに焦点を当てる本論文も，

それに従おう。

さて，以上ではゲームから同時性を持つような計量モデルが導出されるのを見てきた。次項にお

いては，こうしたモデルの推定における問題点について考察する。
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表１ BRモデルの利得行列表現

y2/0 y2/1

y1/0 0
 0 0
 x'2b2+e2

y1/1 x'1b1+e1
 0 x'1b1+�2+e1
 x'2b2+�1+e2



３ 複数均衡の問題

ゲーム理論的モデルに対する推定上の主要な問題点は，通常の離散選択モデルで考えられる最尤

法が適用できない点である。この最大の理由となるのが，ナッシュ均衡が複数存在しうる点であ

る
5)
。この問題を見るために，�1, �2?0ケースのBRモデルについて見てみよう。

図１は，誤差項 eの実現値に応じた，モデル p3�から導出されるナッシュ均衡の実現パターンを

表している。注意すべきこととして，�1, �2?0の場合，xと eの取りうる任意の値に対して，純

粋戦略ナッシュ均衡は必ず存在する。しかしながら，図 1から分かるように，誤差項がある特定の

領域の値を取る場合，複数均衡 �p0, 1�, p1, 0��が起こりうる。このとき，構造方程式体系 p3�から導

出される誘導形 y px, e�は，xや eに関する実数値関数ではなく，集合値関数，つまり対応になって

しまう。言い換えると，仮に xと eの分布と qの値を与えたとしても，yの分布が一意に決定しな

い。このような計量モデルは，不完備モデル（incomplete model）と呼ばれる
6)
。

こうした問題は，�1, �2が他の符号を取る場合にも起こり，それが図２である。図２⒜は

�1, �2>0のケースであり，誤差項のサポート上の中心付近において複数均衡 �p0, 0�, p1, 1��が見ら

れる。これは，コーディネーションゲームの複数均衡としても知られたものである。一方で，図２

⒝の�1?0, �2>0のケースにおいては，図の中心付近ではナッシュ均衡が存在しない。これは

�1>0, �2?0のケースでも同様である。均衡の非存在性は，均衡の複数性と同様に重大な問題で

あるが，推定上の問題を考察する上では，均衡の非存在は複数性と本質的に同じ問題と言える。本

論文では，以後複数均衡の問題を主要な問題点として取り上げよう。ただし重要なこととして，実

現するナッシュ均衡のパターンは，�1, �2の符号で異なる点には注意したい。

複数均衡の存在によるモデルの不完備性は，推定を困難にする。これは，離散選択モデルにおい

て通常考えられるプロビット法，ロジット法といった最尤法を自然に適用することができないため

である。この問題を更に詳しく見るために，ここで再び�1, �2?0のケースに戻り，尤度関数を考

えよう。モデル p3�を同時二項選択モデルと見ることで，均衡（結果）の実現確率は以下のように得

られると考えるかもしれない。
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図１ 誤差項のサポート上で見た場合の純粋戦略

ナッシュ均衡のパターン



P p0, 0 
x, q�/P pe1?,x'1b1, e2?,x'2b2 
x, q�,

p4�
P p1, 1 
x, q�/P pe1B,x'1b1,�2, e2B,x'2b2,�1 
x, q�,

P p1, 0 
x, q�/P pe1B,x'1b1, e2?,x'2b2,�1 
x, q�,

P p0, 1 
x, q�/P pe1?,x'1b1,�2, e2B,x'2b2 
x, q�.

ただし，記号簡略化のため P p0, 0 
x, q�6P py/p0, 0� 
x, q�である。しかしながら，この確率は実は

正しくない。というのは，第３式と第４式では実は厳密な意味での等号が成り立たず，適切な意味

での確率にはならないからである。これは図１を見れば明らかであり，複数均衡の存在の下では，

全ての均衡の実現確率の和が 1を超えてしまい，よって上記の実現確率からはモデル p3�の尤度関

数を適切に定義できないのである。

ゲーム理論的モデルの不完備性問題に対しては，およそ 1980 年代頃まで，モデルを完備にするた

めの整合条件（coherency condition）が議論されてきた
7)
。例えば，BRモデルにおいては�1�2/0

が整合条件として知られており，モデル p3�が意味する全ての均衡が一意となるための必要十分条

件である（Heckman[1978]）。こうした整合条件は，そもそも均衡の尤度を考える以前の，p3�をあ

くまで経済モデルとして見た場合の，均衡（あるいは経済主体による最適化問題の解）の存在と一

意性を保証する，ある種の経済学的な制約とも言えよう。しかしながら整合条件は，p3�を計量モデ

ルとして見た場合の被説明変数の一意性，すなわち計量モデルの完備性（適切な尤度関数が定義可

能）を保証するには十分であるが，それは幾らか強すぎる要請とも考えられる。というのも，例え

ば�1�2/0という条件は，少なくとも片方のプレーヤーの利得が他のプレーヤーの行動に直接依

存しないことを意味する。つまりこうした状況は，少なくとも片方のプレーヤーの相互依存性が失

われたものであり，広範な戦略的状況を記述するゲーム理論的モデルを取り扱いたい立場としては，

通常我々はこれほど強い仮定は要求したくないだろう。

こうした背景の下，最近の研究においては，一意均衡を保証する整合条件を課すことなく，つま

りあくまでも経済モデルが意味する複数均衡の存在（あるいは結果の不決定性）は許容しながらも，

そのモデルの計量分析は可能であることが指摘されてきた（Tamer [2003]）
8)
。第Ⅲ節で見ていく
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ように，例えば，ある相応の条件下では計量モデルは完備となりうるし，また不完備モデルのまま

でさえも，モデルのパラメータは識別・推定が可能なわけである。それらアプローチについてを，

次項で簡単に説明しよう。

４ 複数均衡問題に対する対処法

複数均衡の存在を許容したまま，モデルの不完備性問題に対処し計量分析を可能にする方法が，

近年盛んに提案されてきた。この節では BRモデルに基づき，それらを三つのアプローチに分けて

簡単に紹介する。簡単化のため，この節でも�1, �2?0のケースのみを考えるが，その他のケース

も同様である。

一つめのアプローチは，応用上の動機に即した形でモデルの結果が一意になるようモデルを制約

する，あるいはモデルを捉え直す方法である。例えば，複数均衡 �p1, 0�, p0, 1��に含まれる二つの均

衡では，どちらにおいても参入プレーヤー数という観点で見れば１として一意に決まっている。つ

まり，参入プレーヤー数という結果に焦点を当てれば，複数均衡における均衡を区別する必要はな

く，これらをまとめて一つの事象と見なせるわけである。このとき，三つの結果の確率

P p0, 0�, P p1, 1�そして P p�p1, 0����p0, 1���のみを考えればよいため，複数均衡においてどちらの均

衡が選択されているかは問題にはならず，モデルは完備である。注意すべき点としては，ゲーム理

論的モデル自体に何らかの数学的変換を加えているわけではなく，被説明変数の見方を捉え直して

いるだけの点である。このアプローチが適用可能なゲームは幾らか限定されるものの，複数均衡に

よるモデルの不完備性問題は巧みに回避できていると言えよう。このアプローチに基づく推定方法

は，第Ⅲ節１項で詳しく見ることにする。

二つめのアプローチは，均衡選択メカニズムの特定化である。均衡選択メカニズムとは，何かし

らの説得的な理由に基づき，複数ある均衡の中から一つの均衡が選択されるような仕組みである。

このようなメカニズムは応用に強く依存し，例えばプレーヤー間において明示的，あるいは暗黙的

に決められたルールのようなものかもしれないし，プレーヤーとは独立的なある種の機構によって

決められるものかもしれない。このアプローチは，そうした均衡選択メカニズム（確率）を，明示

的に特定化（あるいはパラメタライズ）する方法である。

例えば複数均衡 �p1, 0�, p0, 1��が存在する状況で，ある均衡選択確率によって二つの均衡のいずれ

か一つが選択されると考えよう。このとき，以下の実現確率を得る：

P p0, 0 
x, q�/P pe1?,x'1b1, e2?,x'2b2 
x, q�,

p5�

P p1, 1 
x, q�/P pe1B,x'1b1,�2, e2B,x'2b2,�1 
x, q�,

P p1, 0 
x, q�/P pe�R1 px, q��+@P p1, 0 
e, x�1�e�R2 px, q��dFe,

P p0, 1 
x, q�/P pe�R3 px, q��+@P p0, 1 
e, x�1�e�R2 px, q��dFe.

ただし，Feは eの分布関数である。ここで，R1は p1, 0�が一意均衡として実現するような誤差項の

サポートの領域を表し，図１の右下 L字型の領域である。R3は p0, 1�に対する同様のものである。

R2は，複数均衡 �p1, 0�, p0, 1��を引き起こすような誤差項の取りうる領域であり，図１中心部の長方

形の領域である。第３式と第４式の積分の中の条件付き確率 P p1, 0 
e, x�，P p0, 1 
e, x�が，均衡選

択確率である。この選択確率の導入により，均衡 p1, 0�か p0, 1�のいずれかがそれぞれ確率
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P p1, 0 
e, x�，P p0, 1 
e, x�で選択されることで，実現確率が適切になり最尤法が適用可能となる。こ

れまでの応用分析では，このアプローチが最もよく考えられており，主流とも言えるアプローチで

あろう。このアプローチに基づく推定手法は，第Ⅲ節２項で説明される。

最後のアプローチが，境界アプローチである。これは，均衡選択確率を何ら特定化することなく，

複数均衡となる均衡に対する実現確率の上限と下限を識別する方法である。均衡選択確率が �0, 1�

の値を取る事実から，p5�より，以下のような実現確率の不等式を得る：

P p0, 0 
x�/P pe1?,x'1b1, e2?,x'2b2 
x, q�,

p6�
P p1, 1 
x�/P pe1B,x'1b1,�2, e2B,x'2b2,�1 
x, q�,

P pe�R1px, q��CP p1, 0 
x�CP pe�R1px, q��+P pe�R2px, q��,

P pe�R3px, q��CP p0, 1 
x�CP pe�R3px, q��+P pe�R2px, q��.

ただし，R1，R2そして R3は前のアプローチと同様の領域である。第３式，第４式の不等号は，等

号に比べて要請が弱いため，その分推定で使用できる情報は少なくなるが，最新の統計的手法を用

いることでパラメータの推定が可能となる。例えば，p6�をモーメント不等式と見なすことで，集合

推定法に帰着させる方法が近年よく提案されている。この現代的なアプローチに基づく推定法は，

第Ⅲ節３項において見ていくことにする。

Ⅲ ゲーム理論的モデルの推定手法

前節で見たように，複数均衡の存在により尤度関数が適切に定義できない不完備性問題があった。

この問題を回避するための方法は，三つのアプローチに分けられる：一意均衡モデル制約，均衡選

択メカニズムの特定化，そして境界アプローチである。この節では，これまで提案された推定手法

を，これら三つのカテゴリーに分類しながら概観することにする。

１ 一意均衡モデル制約：Bresnahan and Reiss [1990, 1991]

Bresnahan and Reiss [1990, 1991] のアプローチは，モデルの結果（あるいは均衡）が一意になる

よう，モデルの結果を制約する，あるいは捉え直すことで完備モデルを構築する方法である。具体

的には，各プレーヤーの戦略（行動プロファイル）を説明するゲーム理論的モデルから，均衡にお

ける参入プレーヤーの“数”を説明するモデルに変換する方法である。複数均衡の存在を排除でき

ないモデルを，結果の見方を変えることで，一意の結果が実現するものと見るわけである。

Bresnahan and Reiss[1990, 1991] は BR モデルにおいて�1, �2?0ケースに焦点を当てた。一

意均衡である p0, 0�，p1, 1�では均衡参入プレーヤー数はそれぞれ 0, 2として，そして一意均衡とな

る p1, 0�，p0, 1�および複数均衡 �p1, 0�, p0, 1��では，均衡参入プレーヤー数は１と，全て一意的に決

まることに注目する。つまり複数均衡になりうる均衡 p1, 0�と p0, 1�においては，どちらの均衡が

実現していてもそれらを区別しないわけである。複数均衡になる均衡全てを一つの事象として扱う

ことで，結合した結果を予測するモデルに変換する。参入プレーヤー数という結果自体も，産業組

織論においては極めて自然なものであるため，結果の解釈上も説得的なアプローチと言える。

こうしてプレーヤーらの行動プロファイルを参入プレーヤー数にモデル制約した際の実現確率

は，P p参入プレーヤー数/0 
x, q�/P p0, 0 
x, q�，P p参入プレーヤー数/2 
x, q�/P p1, 1 
x, q�，そし
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て P p参入プレーヤー数/1 
x, q�/P p�p1, 0����p0, 1�� 
x, q�/1,P p0, 0 
x, q�,P p1, 1 
x, q�となる。

ただし，P p0, 0 
x, q�と P p1, 1 
x, q�は，p4�と同様である。従って，尤度関数は以下のように定義す

る：

L pq�/6
N

n=1
�y1ny2n logP p1, 1 
xn, q�+p1,y1n�p1,y2n� logP p0, 0 
xn, q�

+�p1,y1n�y2n+y1np1,y2n�� log p1,P p0, 0 
xn, q�,P p1, 1 
xn, q���.

このアプローチに従えば，複数均衡の存在を許容しながらモデルを完備にできるため，標準的な最

尤法が適用可能となる。

このアプローチのポイントは，ナッシュ均衡概念や複数均衡の存在を許容しながらも，均衡選択

メカニズムを特定化することなく巧みにモデルを完備化している点である。また，重要な点として，

モデルの結果を変換していると言えども，興味あるパラメータをリパラメタライズする等，モデル

に対して何らかの数学的変換を加えているわけではない点である。モデルが意味する結果の解釈を

変えているだけで，構造パラメータを識別して推定することに変わりはない点に注意が必要である。

この方法の問題点として挙げられるのは，まず，モデルの結果を制約することにより標本の持つ

情報を明らかに損失している点である。これは，p1, 0�，p0, 1�という均衡の違いを情報として考慮

に入れられていないためである。実際，後の第３項で説明するTamer [2003] では，このアプロー

チを効率性の意味で改善する方法を提案している。また，尤度関数の定義のために先験的に

�1, �2の符号条件を仮定する必要がある点も制約的であろう。これは，�1, �2の符号次第で均衡

の実現パターンが変化するためである。さらに，他の問題点としては応用例が極めて限定される点

である。例えば�1, �2?0ケースでは，複数均衡 p1, 0�と p0, 1�を参入企業数が１になるとして結

果を捉え直すことができたが，�1, �2>0ケースでは，複数均衡 p0, 0�と p1, 1�について結果をど

う解釈するかが問題となる。より一般的なゲームでは，複数均衡のパターンも複雑になるため，汎

用性の高いアプローチとは言いにくいかもしれない。

一意均衡へのモデル制約に相当するその他の研究を紹介しよう。Berry [1992] は Iプレーヤー

による航空産業の参入退出ゲームを考えた。Berry はプレーヤーらの参入企業数という結果に焦点

を当てることで，モデルを完備化し最尤法を用いて推定した。これには，プレーヤーが３以上存在

する場合においても，結果を参入企業数と見れば，いかなる複数均衡が起ころうともモデルは完備

になるという事実を利用している。

２ 均衡選択メカニズムの特定化：Bajari, et al. [2010]

本項では，Bajari, et al. [2010]（以後，BHR）による均衡選択メカニズムの関数形を明示的にパラ

メトリックに特定化して推定する方法を説明する。彼らの手法は Iプレーヤー，有限行動，混合戦

略の状況を許容しており，極めて広範なゲームに適用可能である点は重要であろう。

考えるモデルは，基本的に第Ⅱ節１項のモデルである。 pu�で，ある特定の利得値 u� Iを所与

とした場合における混合戦略ナッシュ均衡の集合とする。混合戦略を許容するためナッシュ均衡の

存在は保証されるが，複数均衡が存在しうることに注意しよう。ここで，均衡の集合 pu�が uに依

存するのは，プレーヤーらは x，q，eの実現値に対し全てのプレーヤーの利得 uを観測することで，

ナッシュ均衡を予測し戦略をプレーするためである。

BHR は，均衡選択確率の関数形を明示的に特定化した。Pl pp; pu�, l�で均衡 p� pu�が選択さ
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れる均衡選択確率関数とする。ここで，均衡選択確率 Plを正しく定義された分布とするため，

6p� pu�Pl pp; pu�, l�/1とする。彼らは，この確率を均衡の種類や性質から決定されると仮定した。

具体的には，以下のように三つのダミー変数を定義する：d1pp, u�で pが純粋戦略均衡であるかど

うか，d2pp, u�で pが他の均衡をパレート支配する均衡であるかどうか，そして d3pp, u�で pがプ

レーヤーらの利得の和を最大にする均衡かどうかである。彼らはこのダミー変数ベクトル

d/pd1, d2, d3�'のパラメトリック関数として，以下のように均衡選択確率を考えた：

Pl pp; pu�, l�/
exp pd pp, u�'l�

6p'� pu�exp pd pp', u�'l�
. p7�

ただし，l/pl1, l2, l3�'�
3で選択パラメータベクトルとする。この均衡選択メカニズム Plによっ

て， pu�の中から p7�の確率で特定の均衡 pが選択されるわけである。パラメタライズすることで，

l自体も推定が可能であることに注意する。均衡選択確率の特定化により，均衡 yが起こる実現確

率は以下のように得られる：

P py 
x, q, l�/@� 6
p� pu px,q,e��

Plpp; pu px, q, e��, l�r_
I

i=1
p ipy i���g pe�de. p8�

ただし，_
I
i=1p ipy i�は混合戦略 pの下で yが観測される確率を表す。もし p� pu px, q, e��が一意均

衡であれば，yの実現確率は _
I
i=1p i py i�に帰着される。

さて，均衡選択メカニズムの導入により我々は完備なモデルを得ることができた。自然な考え方

ではこのまま最尤推定の適用が考えられるが，一つ問題がある。それは，ここで仮に eの分布を正

規分布等に仮定したとしても，この実現確率は密度関数に関する eの次元数だけの多重積分となる

点である。この多重積分は，プレーヤーの数が 3，4程度ならば数値積分によって求められるが，そ

れ以上ともなると“次元の呪い”のため計算時間が膨大となり，応用上は現実的ではない。そこで，

この実現確率の計算には，多項選択モデルでも広く使用されてきた，シミュレーテッド最尤法

（method of simulated likelihood, MSL）の適用が考えられる。これは，実現確率をシミュレーショ

ンで計算した推定量で置き換えた最尤法である。しかしながら，MSL は効率性等の観点から理論

的性質こそ優れているものの，有限回のシミュレーション回数では漸近バイアスが消えないことが

知られている。一般的なゲーム理論的モデルに対する推定法を提案したい場合，数値計算上の負担

等を考えれば，現実的にはシミュレーション回数を大きくは取りにくい側面がある。そこで，BHR

は有限回のシミュレーション回数でも不偏でかつ一致性を持つ，シミュレーテッドモーメント法

（method of simulated moments, MSM）推定量を用いた。

ここで，MSMの説明の前に，実現確率のシミュレーション方法について補足したい。実は，数値

計算の負担の観点からは，このシミュレーション方法自体にも工夫が必要となる。というのは，実

現確率 p8�をシミュレーション推定する際，単に eを生成して，その eで評価した p8�式中括弧につ

いて平均を取るといった通常の方法では，均衡集合 pu px, q, e��を qを変えるごとに計算する必要

があり，計算時間が膨大となるからである。そこで，BHRはAckerberg [2009] 等の手法に従い，

（x, qを固定した下で）積分変数を eから利得 uへと変数変換し，uをシミュレートする方法を採

用した。この方法により， pu�は qに依存しなくなり，つまり pu�を qごとに計算する必要がな

くなるため，計算時間を大幅に削減できる。さらに，BHRはこれに加えAckerberg [2009] の重要

性サンプリング（importance sampling）を併用することで，数値計算の負担を軽減させている
9)
。

さて，ここでMSM推定について説明しよう。まず ykで，（番号付けし並べ替えた）行動プロファ
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イルの集合 Y/�y1,…, y#Y�の k番目の要素を表す（ただし，k/1,…, 2I）。今，均衡 ykの実現確率

は，定義関数 1�y/yk�についての xの条件付き期待値と解釈できるため，真値 q0，l0の下で

E�1�y/yk�,P py/yk 
x, q0, l0� 
x�/0が成り立つ。従って繰り返し期待値の法則から，xに関する

任意のベクトル値ウェイト関数 wkpx�を伴いながら，以下のようなモーメント条件が得られる：

E ��1�y/yk�,P py/yk 
x, q0, l0��wk px��/0.

ただし，wk px�は K-1ベクトルとし，このウェイト関数は均衡 ykごとに異なってもよいが，簡単

化のため次元 Kは各 ykに共通としよう。この wk px�は，モーメント法あるいはより一般的な

GMMにおける操作変数ベクトルに対応している。操作変数の例としては，例えばこのモーメント

条件を多項選択モデルの最尤推定の一階条件と見なせば，wk px�/� logP py/yk 
x, q, l�+� pq, l�と

取ることが考えられよう
10)
。

MSM推定量を定義するため，モーメント条件のサンプル対応を取り，実現確率 Pをシミュレー

ション推定量 P�で置き換える：

m� N,kpq, l�/
1

N
6
N

n=1
�1�yn/yk�,P� pyn/yk 
xn, q, l��wkpxn�.

全 て の#Y,1本 の モ ー メ ン ト 条 件 を 積 み 重 ね た K p#Y,1�-1ベ ク ト ル を m� Npq, l�/

pm� N,1pq, l�',…, m� N,#Y-1pq, l�'�'とする。標準的な GMM の議論と同様に，モーメント条件の数

K p#Y,1�がパラメータの次元と等しいか大きいと仮定することで，以下のようにしてMSM推定

量が得られる：

pq�, l��/argmin
pq,l�

m� N pq, l�'m� N pq, l�.

ここで，推定量を二次形式の目的関数を最小にするものとするのは，GMMと全く同様の理由によ

る。つまり，いわゆる過剰識別の場合，全てのモーメント条件をゼロとするパラメータを選ぶこと

ができないため，ゼロにできるだけ近いパラメータでもって推定量とするわけである
11)
。MSM推

定量の漸近的性質は，例えばMcFadden [1989] や Hajivassiliou and Ruud [1994] が詳しい。

BHRの利点をまとめよう。まず，均衡選択確率をパラメタライズすることで，そのパラメータ自

体も利得パラメータと同時に推定できる点が挙げられる。また，最新のシミュレーション手法を駆

使することで，数値計算の負担を極力減らしながら，極めて一般的なゲーム理論的モデルに応用可

能な点である。実際，彼らの方法は第Ⅱ節１項で見たモデルにおける Iプレーヤー，有限行動集合，

混合戦略，そして（既知の）非線形利得を許容する手法である。

一方，BHRの問題点としては，均衡選択確率のパラメトリックな特定化の正当化の難しさである。

一般に，計量経済学者はプレーヤー間の均衡選択メカニズムに関する情報を多くは持たず，特定化

の正当化は応用例に強く依存する。また，シミュレーション推定のためには分布の仮定も要求され

る。こうした問題点さえうまく克服できるならば，BHR は極めて広いクラスのゲーム理論的モデ

ルを取り扱うことができ有用な方法であると言える。

均衡選択メカニズムの特定化に相当するその他の研究を紹介する。Bjorn and Vuong [1985] は，

ゲーム理論的モデルの推定問題を最初に考えた論文である。彼らは全ての複数均衡（非存在の場合

を含めて）に対して等確率を与えるような，単純な均衡選択メカニズムを導入しながら，プロビッ

ト法により推定した。Jia [2008] は，アメリカにおける大型小売店の参入退出ゲームを考えた。彼

女は，明示的な均衡選択メカニズムは導入しなかったものの，市場におけるもっともらしい均衡が
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一意的に実現すると先験的に仮定した。これは，暗に特定の均衡が必ず実現するという選択メカニ

ズムを導入することに対応している。彼女は，MSLの適用の困難性のため，MSMを適用して推定

した。Sugawara and Omori [2012] は BRモデルを考え，均衡選択メカニズムを特定化し，日本の

航空産業の参入退出ゲームを考えた。彼らは，利得パラメータのみならず，均衡選択確率パラメー

タも含めてマルコフ連鎖モンテカルロ法（Markov Chain Monte Carlo, MCMC）により推定した。

重要な点は，彼らの方法がベイズ法に基づく推定法という点である。彼らは，MCMC法に基づく

モデル選択法を用いて，競争的効果�1, �2の符号を選択して推定した。

３ 境界アプローチ

本項では，複数均衡問題に対する境界アプローチに基づいた主要な推定手法として，Tamer

[2003] と Ciliberto and Tamer [2009] を概説する。特に，Ciliberto and Tamer [2009] は集合推定

法に帰着する手法として重要であり，これまで境界アプローチとして提案された多くの推定手法が

この考え方に基づいている
12)
。

3.1 Tamer [2003]

Tamer [2003] は BRモデルの�1, �2?0ケースを考え，均衡実現確率に関する不等式を見出す

ことから，Bresnahan and Reiss [1991] らによるモデル制約アプローチを修正する推定法を提案し

た。Tamer の方法は，モデルの結果を捉え直してモデルを変換したり，均衡選択メカニズムを特定

化することなく，不等式の境界が含むパラメータの情報を利用することで，複数均衡に含まれる均

衡を明確に区別しながら，尤度を構築しようというアイデアである。

まず，複数均衡に属する均衡を区別するため，その一つである p0, 1�の確率 P p0, 1 
x, q�を，その

推定量 P� p0, 1 
x, q�によって置き換えることを考える。ここで，p6�で見た実現確率に関する全ての

境界は，誤差項の分布を仮定することで，パラメータに関して既知な関数となることに注意する。

一方，P p0, 1 
x�は複数均衡の存在により，また均衡選択メカニズムをパラメタライズすらしていな

いため，パラメータの関数（すなわち尤度）としては未知である。そこで，P p0, 1 
x�をまずノンパ

ラメトリックカーネル推定量 P~ p0, 1 
x�で置き換えてやり，そしてそれがパラメータの情報を持つ

上限と下限の間を取るように制約する。すなわち，

P pe�R3px, q��CP~ p0, 1 
x�CP pe�R3px, q��+P pe�R2px, q��

となるような P~ p0, 1 
x�でもって，パラメータの情報を持つ p0, 1�の尤度の推定量である

P� p0, 1 
x, q�を構築するわけである
13)
。ここでは P� p0, 1 
x, q�がパラメータの関数となることが重要

である。残る均衡 p1, 0�の実現確率は P p1, 0 
x, q�/1,P p0, 0 
x, q�,P p1, 1 
x, q�,P� p0, 1 
x, q�と

して計算する。このようにして，Tamer の尤度関数は以下のようになる：

L pq�/6
N

n=1
�y1ny2n logP p1, 1 
xn, q�+p1,y1n�p1,y2n� logP p0, 0 
xn, q�

+p1,y1n�y2n logP� p0, 1 
xn, q�+y1n p1,y2n� log �1,P p0, 0 
xn, q�,P p1, 1 
xn, q�,P� p0, 1 
xn, q���.

この方法に従えば，モデル制約や均衡選択メカニズムの特定化等をすることなく完備モデルが得ら

れ，最尤推定が可能となる。尤度関数がノンパラメトリック推定量を含むという意味で，この推定

量はセミパラメトリック最尤推定量と言える。

Tamer の方法の重要なポイントは，実現確率に関する不等式を明示的に利用して尤度関数を構
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築し，更に効率性を改善している点である。特に，モデル制約アプローチと比較した際の効率性改

善の理由は，p0, 1�実現確率の境界 P3 px, q�CP p0, 1 
x�CP4 px, q�が，モデル制約アプローチで考え

られた自明の境界 0CP p0, 1 
x�C1,P p0, 0 
x, q�,P p1, 1 
x, q�より厳密に狭い区間として識別され

るためである。つまり，パラメータに関する情報をより多く持つような狭い境界を利用することで，

複数均衡に属する均衡を区別しない場合に比べ効率性を改善しているわけである。実際に，Tamer

[2003] はこのセミパラメトリック最尤推定量が � N 一致性を持ち，モデル制約した Bresnahan

and Reiss [1991] の最尤推定量に比べ効率的であることを示した。実現確率に関する境界を識別す

るアプローチでなければ，Tamer の方法はうまく機能しないことに注意したい。

Tamer の問題点としては，モデル制約アプローチと同様に尤度ベースの手法であるため，尤度関

数の定義のため先験的に�1, �2の符号条件を仮定する必要がある点で，これはやはり制約的であ

ろう。

3.2 Ciliberto and Tamer [2009]

境界アプローチに基づくCiliberto and Tamer [2009]（以後，CT）の推定手法を説明しよう。不

完備モデルに対処するため，彼らは均衡実現確率の上限と下限を見出し，モーメント不等式を立て

ることでChernozhukov, et al. [2007]（以後，CHT）の集合推定量を適用した。

CTは Iプレーヤーによるアメリカ航空産業の参入退出ゲームを考えた。つまり，このゲームは

第Ⅱ節１項で考えたゲームにおいて，全てのプレーヤーに対し Y i/�0, 1�で純粋戦略均衡のみを考

え，そして線形利得関数を仮定したケースである。

CTのアイデアは，モデル制約や均衡選択メカニズムの特定化などをすることなく，またTamer

[2003] のように完備モデルにすることもなく，各均衡の実現確率についてのモーメント不等式を

立て，それを直接応用することである。基本的には，第Ⅱ節４項で説明した境界アプローチのよう

に，実現確率の上限と下限を見出す。例えば I/2で�1, �2?0のBRモデルでは，p6�の第３式，

第４式のように均衡実現確率の境界を見つけた。第１式，第２式において等号で成り立つ確率も，

それぞれ同様の境界として見なされる。ここで重要な点としては，p6�式で識別される境界は，固定

した各 xと�1, �2を含む各 qごとに見つかるという点である。つまり，モーメント不等式を利用

するCTの方法では，�1, �2に関する符号条件を先験的に仮定する必要がない。�1, �2を含む各

パラメータごとに，境界が識別されれば十分なわけである
14)
。

さて，こうした均衡実現確率に関する不等式は，Iプレーヤーのケースにおいても見つけること

ができる。全ての取りうる均衡 yk
�Y pk/1,…, 2I �に対して，以下のような条件付きモーメント不

等式モデルが得られる：

H1pq, x�6�
H1

1pq, x�

�

H2I

1 pq, x� �C �
P py1 
x�

�

P py2I


x� �C �
H1

2pq, x�

�

H2I

2 pq, x� �6H2pq, x�. p9�

ただし，Hk
1pq, x�で qと xを固定した下での，特定の ykの実現確率の下限を表し，一意均衡として

ykの実現する確率を表している。また，Hk
2pq, x�は qと xを固定した下での，ykが複数均衡の一つ

になりうる全ての事象に対する確率であり，ykの実現確率の上限である。ここで，P py 
x�で 2I次

元の均衡実現確率ベクトルとし，不等式 p9�の中心に位置する列ベクトルとしよう。
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モーメント不等式モデルの下では，これら不等式を満たすようなパラメータの集合として，識別

集合（identified set）a idが識別される：

a id/�q�a；殆ど至る所の xに対して p9�が満たされるような q�.

この識別集合は，一般には一点集合とは限らず，またこの集合を特徴づけることも一般には難しい。

しかしながら，相応の仮定次第では一点集合として点識別される点は重要であろう（Tamer

[2003]）。

CHTの推定アイデアは，モーメント不等式に基づくある種の損失関数を定義し，その関数のサン

プル対応を最小化するようにして集合推定量を構築する。以下の目的関数を定義しよう：

Q pq�/@�� pP py 
x�,H1pq, x��- �+ � pP py 
x�,H2pq, x��+ ��dFx.

ただし，p �-/�a11pa1C0�,…, a2I1pa2IC0��であり，これは各要素に対して非正のときにのみその値

を取り，それ以外のときは 0とする操作である。p}�+についても同様であり，�} �はユークリッド

ノルムである。この目的関数は，ある特定のパラメータ値 qを所与とした下での実現確率と境界と

の距離を測るため，一種の損失関数を表現していると言えよう。つまり，もしあるパラメータ q~が

モーメント不等式 p9�を満たしているなら，関数 Q pq~�の値はゼロとなり，そうでないなら Q pq~�は

正となる。そうした一種の距離を外生変数 xについて積分してやることで，目的関数はパラメータ

qのみに依存し，損失関数と見なすことができるわけである。実際，簡単に分かるように Q pq~�/0

と q~�a idは同値である。従ってこの関数のサンプル対応をできるだけ 0に近づけるような qは，

a idに含まれることが期待できよう。さて，Q pq�のサンプル対応

QN pq�/
1

N
6
N

n=1
�� pP� py 
xn�,H� 1pq, xn��- �+ � pP� py 
xn�−H� 2 pq, xn��＋ ��.

を取ることで，ある列 nNを伴いながら，以下のように集合推定量 a� idを得る：

a� id/�q�a：NQN pq�CnN� as nN �y,
nN

N
� 0.

ここで，P� py 
x�は P py 
x�のノンパラメトリック頻度推定量（frequency estimator）であり，

H� 1 pq, x�と H� 2 pq, x�は，それぞれ境界ベクトル H1 pq, x�，H2 pq, x�に対するシミュレーション推定

量である。境界 H jにシミュレーション推定量を用いる理由は，これらを明示的に導出できないこ

とによる。また，nNは QN pq�をできるだけ 0に近づけるような qを見つけて集合推定量を得るた

めに導入する局外パラメータである。CHT はこの集合推定量のハウスドルフ一致性（Hausdorff

consistency）を証明した
15)
。

さて，以下では少しテクニカルになるが，CHTの推測法について簡単に説明しよう。この集合推

定量は，識別集合の（保守的な意味での）信頼領域としての性質を持つことが知られている。まず，

QNpq�のある閾値 cに関する下位集合として，aNpc�6�q�a：NQNpq�Cc�を定義しよう。そして，

集合推定量を a� id6aNpc�としてやる。すると，この集合推定量 a� idが a idを覆う確率を，以下のよ

うに書けることが簡単に示せる：

P pa id�a� id�/P psup
q�aid

NQN pq�Cc�.

従って，cを統計量 supq�aid NQNpq�の a分位点と等しくなるように選ぶことができれば，a� idは

a idに対する信頼係数 a p0?a?1�の信頼領域の性質を持つことが期待できよう。具体的な cの選

び方として，CHTは supq�aid NQNpq�の分布をサブサンプリング法（subsampling）で計算し，その
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近似分布の a分位点を cとして使用した。

境界アプローチに基づく CTの方法は，他のアプローチに比べ二つの利点を持つ。まず，均衡選

択メカニズムを明示的に特定化する必要がない点である。そして二つめに，モデル制約アプローチ

のようにパラメータの符号条件等を先験的に仮定する必要がない点である。これら利点は，モーメ

ント不等式 p9�を立てる上でそれらを要請する必要が全くないことから得られるものと言えよう。

一方，問題点として挙げられるのは，これが極めてコンピュータ・インテンシブな手法であり数値

計算の負担が重い点である。また，上記でモデルが要求する想定が緩いことを利点としたが，計算

過程ではシミュレーション推定量を用いる必要があり，分布に関する想定を余儀なくされる点はや

はり幾らか制約的である。

境界アプローチのその他の研究を紹介しよう。Andrews, et al. [2004] は，ナッシュ均衡に対す

る必要条件のみから均衡実現確率の境界を構築した。彼らは，CHTと似た方法で，モーメント不等

式から集合推定量を提案した。彼らの方法は，ブートストラップ法を用いることで，CHTよりも信

頼領域の計算を簡単にできる点において重要である。Pakes, et al. [2006] は，モーメント不等式モ

デルに対する一般的な取扱いを検討した。彼らは，プレーヤーのナッシュ均衡行動からモーメント

不等式を立て，Ciliberto and Tamer [2009] や Andrews, et al. [2004] と同様に，識別集合を考えた。

彼らは識別集合の集合推定量を提案せず，識別集合の境界点の点推定量を提案した。彼らは，この

境界点推定量が一致性と漸近正規性を持つことを示し，いくつかシミュレーションを含むステップ

を通じ，この推定量から信頼領域を構築した。

Ⅳ 結論

本論文は静学離散ゲームの推定手法に関する最新の研究を概観した。ゲーム理論はその極めて高

い汎用性から，経済学だけでなく工学，生物学等といった幅広い分野で応用されている。ゲームに

関する統計的手法の開発は，今後も様々な分野の実証分析のため期待されており，重要と言える。

今後の課題としては，推定手法だけでなく特定化検定法やモデル選択法の開発の重要性が挙げら

れる。ある特定の戦略的状況をゲームとして定式化する際，我々はモデルに対して，極めて多くの

ある意味で特殊な想定を要請する。例えば，情報構造の完備性，利得構造の関数形，あるいはプレー

ヤーの行動に関する時間的想定に関して等である。こうしたモデルの特定化に関する検定法の開発

は重要である。また，あるゲームに対して多数のモデル候補が存在する場合には，その中から最も

適当な，あるいは相対的に“良い”モデルを選択する必要があるが，そうしたモデル選択手法はそ

れほど明らかではない。これらの問題が，今後検討されるべき重要な課題となるだろう。
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注

１）期待利得，最適反応，ナッシュ均衡の定義も同様にMas-Colell, et al. [1995] に従う。

２）他の戦略概念，均衡概念も同様に考えることができる。例えばAradillas-Lopez and Tamer [2008]。

３）Bresnahan and Reiss [1991] は参入退出ゲームの推定問題について良い導入的解説を与えている。

４）ここで，他のプレーヤーの行動による自身の利得の影響は，一般的には y-iの関数として� py-i�のように書け

るが，ここでは未知パラメータ�-iと行動 y-iの積に分解されるケースを考えている。

５）Tamer �2003�は複数均衡問題に対する良い導入を与えており，本節における解説はそれに従う。

６）モデルの不完備性は，例えば線形同時方程式体系においては内生変数の係数行列の特異性に対応する。

７）例えばMaddala [1983] Chapter 5 がまとまっているので参照されたい。

８）Tamer [2003] は，整合条件を課さずとも，不完備モデルのパラメータは相応の仮定の下で点識別可能であり，

かつ一致推定が可能であることを示した。つまり，モデルが不完備であったとしても，例えば均衡実現確率に関

する不等式条件を見出すことが可能であるならば，その不等式条件はパラメータの情報を持つため統計的推測は

可能であり，整合条件は必要ないというわけである。

９）重要性サンプリングは，端的に説明すると，シミュレーションで uの値を分布から生成する際，これを本来の u

の分布からではなく，より偏った分布から uを生成することで，“当たり”を良くし，推定量の計算をより効率的

に行う手法である。詳しくはAckerberg [2009]。

10）この操作変数の場合，wk px�は pq, l�にも依存することに注意が必要である。詳しい操作変数の選択法について

は，McFadden [1989] で議論されているので参照されたい。

11）モーメント条件の数がパラメータの次元と等しいなら，m� N pq�, l��/0を満たす q�, l�がMSM推定量となる。ま

た BHRでは，より一般の正値定符号な GMMウェイト行列をかませた二次形式を最小にするようなMSM推定

量を提案している。

12）集合推定法は集合識別法（set identification）と合わせて考えられる点に注意したい。近年においては，集合推

定法の研究の進展に応じてゲームの推定研究が進む可能性を持ち，現代的アプローチとして注目されていると言

えよう。

13）ここで，p0, 1�の均衡実現確率をカーネル推定量（経験確率）でただ置き換えるだけでは，それがパラメータの

情報を持つとは言えないため効率性改善は望めない点に注意する。あくまでパラメータに関する情報を持つ上限

と下限を利用することで，P� p0, 1 
x, q�が尤度として機能し，モデル制約アプローチに比べ効率性改善が望めるわ

けである。

14）これに対して，モデル制約やTamer [2003] のような尤度ベースの方法では，そもそも尤度関数を定義する際

に均衡の実現パターンが全て決まる必要があった。つまり qの一部である�1, �2の符号だけは先験的に決めて

やる必要があり，この違いは重要である。

15）ハウスドルフ一致性は，集合に関する確率収束概念である。詳しくはChernozhukov, et al. [2007]。
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