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1- はじめに
現代の工学における数理モデルは数値計算の立場か
ら困難といえる要素を含むことが多い。そのような難
点は非線形拘束条件と特異性、そして自由境界など多
分にある。本稿ではこのような特異性を持つ発展方程
式によって記述される問題に対する近似解法を紹介す
る。とりわけ界面運動のシミュレーションに着目し、
従来の手法を数値計算に応用できない場合でも、ここ
で紹介する枠組みに基づいた数学的な考察をスキーム
開発に活かすことが有益であることを示したい。
放物型偏微分方程式に対する有力な解法の一つとし
て、後退オイラー法に相当するRotheの方法がある。熱
方程式の場合、この方法は初期条件u0から出発し、離
散化した時間ステップh > 0に対する近似解unを次の方
程式から求める：

 （1）

ここでは、Ωは偏微分方程式を考える領域であり、境
界条件が与えられているとしている。
その一方、K. Rektorysによって開発された「Minimizing 

Movements（以下MM）」法がある。日本では「離散勾配
流法」あるいは「discrete Morse flow」で知られ、De 
Giorgi[3]およびN. Kikuchi[11]やA. Tachikawa[19]他の更な
る研究により深められた近似法である。この手法は変
分構造を持つモデル方程式を時間方向に離散化し、楕
円型最小化問題として書き換える。熱方程式の場合は
次を満たす関数列により構成される：

 （2）

古典的な問題に対してはRotheの方法とMM法から
得られる近似解が一致することがわかる。しかし、以
下で述べるようにMM法は動く界面をはじめとする数
理モデルのシミュレーションで見られる問題点におい
て強力な助けとなる。
熱方程式のような問題の数値解法について言えば、
数値解法に関する知識が豊富にあり、差分法やスペク
トル法のような既に確立された標準的なテクニックが
多く存在する以上、MM法を使用する習慣が定着しな
かったのも不思議ではない。しかしながら、MM法の
数理構造を利用すれば、古典的な問題にない上記のよ
うな挑戦的な課題を含む偏微分方程式を解くことが可
能になる。この類の手法が効果的である理由は、考え
る問題をエネルギーのレベルのみで取り扱うことによ
り、対応する偏微分方程式に現れる強い特異性に直面
せずに済むところにある。
本稿ではMM法とその数値解法を解説すると共に、
特異性を持つ界面運動への応用に迫っていきたい。

2- Minimizing-movements
まずは、与えられた境界条件とラグランジアンLに
対して、エネルギー汎関数

 （3）

の勾配流について考える。
MM法は時間ステップh > 0に対し汎関数

 （4）

を適切な関数空間において反復的に最小化することに
より、（3）の勾配流を関数列 で近似する手法であ
る。各汎関数 のEuler-Lagrange方程式は以下のよう
にエネルギー汎関数の最急降下の近似を表す：

 （5）

ここで、 は（3）の汎関数微分である。例えば、ラグ
ランジアンを とすると、（4）に対応する汎関
数として（2）が得られ、Euler-Lagrange方程式は時間が
離散化された熱方程式（1）となる。
また、同様なアプローチを用いて、
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 （6）

という形をとる汎関数を適切な と に対して最
小化することにより、作用積分

の停留点の近似を構成できる。これにより双曲型偏微分
方程式を含む「運動方程式」問題の近似も可能になる。
例を挙げると、 とした場合、波動方程式

の近似が導かれる。なお、放物型と双曲型の
MM法の詳細な数学解析が [1, 19]などで行われている。

3- 界面運動へのMinimizing-Movementの適用
結晶成長、多層流、液滴や泡の運動、フォームなど
で重要な応用をもつ界面運動の解析にMM法によるア
プローチが有利であることを示す研究結果を紹介す
る。以下で示す内容は一般次元で成り立つが、説明を
明快にするために、ここでは平面内の閉曲線の運動と
いう2次元の場合に限定する。
界面運動のモデルとして工学の応用で頻用されるの
は平均曲率流である。この幾何学的運動では、界面の
各点はその点での平均曲率 に比例する法線速度vで動
く：

ここで、 は表面張力という物理的な意味をもつこと
が多い。
平均曲率流のモデルは変分構造を備えている。すな
わち、滑らかな閉曲線 に対し、表面エネ
ルギー

のL2-勾配流に対応する。
平均曲率流を計算する数値解法は数多く開発されて
いる。これらの方法は、界面を近似する点の集まりの
動きをそのまま求める界面追跡手法と、界面をレベル
セット関数の等高面として表し陰的に扱う界面捕獲手
法に分類される。界面追跡手法は界面捕獲手法より素
直でシンプルな方法ではあるが、位相変化などの特異
性に一般的には対処できない。一方で、特異性のよう
な数学的な難点が研究対象となっている現象の重要な
側面を表していることが多いため、我々はBMOアルゴ
リズム [12]と呼ばれるレベルセット法に基づいたスキー
ムに着目した。
時刻 tにおいて曲線 に囲まれた相領域をP1(t)、外側
の相領域をP2(t)とすると、BMOアルゴリズムは次の2
つのステップを繰り返す近似法である：

1.   拡散させるステップ：次の方程式の解u(t, x)を求
める

　

　ここで、 は集合Pの特性関数である。
2.   レベルセットをとるステップ：時間 後の曲線の
平均曲率流による変形の近似は

　

　で与えられる。

実際の数値計算では有界領域にノイマン境界条件を適
用することが多い。
時間ステップ を細かくすれば、BMOアルゴリズム

で得られる曲線の族が平均曲率流に収束することは証
明されている [2, 5, 10]。
ここで、数値スキームの設計において難題をつきつ
ける界面運動の三つの例、つまり非局所的な拘束条件
つきの運動、接合点の運動そして振動を伴う運動、を
取り上げる。それぞれのケースについて順番に述べる。

体積を保存する運動
体積を一定に保つ物体の運動は数理モデリングにおい
て頻繁に現れる設定である。平均曲率流の場合、相領
域P1の体積に対する制約

のもとでの表面エネルギーの勾配流を実現することが
課題である。上記の条件が追加されることにより、曲
率の界面上の平均に依存する非局所的な項が法線速度
の式に加わり、数値計算の実行が複雑になる。この問
題は [16]で扱われ、レベルセットをとるときのレベル
セットの高さを調節することにより体積の条件を近似
できることを提案している。しかし、この事実の証明
が知られておらず、多相の問題に拡張できないという
欠点がある。
この問題を解決するために、BMOアルゴリズムの拡
散ステップにおける熱方程式をMM法で解き、上の拘
束条件を最小化の制約として組み込む。この制約がペ
ナルティーを通して実現でき、BMOアルゴリズムのす
べての拡散ステップで次の問題を繰り返し解くことに
なる：

 

 （7）

ただし、 は初期値で、BMOの時
間ステップ幅 を長さhのN個の部分区間に分割し、
上の最小化問題を に対して順に解いてい
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く。また、 は大きい値として選択されるペナル
ティーパラメータで、 は が正になるような点
xの集合である。なお、ペナルティーの形は他のもの
も使うことができる。
上に挙げたBMOスキームが正しい体積保存平均曲率
流を与えることを [18, 14]で形式的に証明した。さら
に、ペナルティー法による近似の妥当性について [15]
で調べ、固定したh > 0に対してペナルティーパラメー
タに対する閾値が存在し、この閾値より強いペナル
ティーパラメータを使用した最小化問題の解が完全に
正確な体積をもつことを示した。
このスキームは実装においてより高度な準備が必要
で近似法として一般的に利用されないことが多いが、
それを利用することによって体積保存などの非局所的
な拘束条件を自然に組み込むことに成功した。これら
のスキームはしっかりした数学的な土台があり、数値
計算において満足できる結果を示している。図1は（7）
のような汎関数を用いて計算された体積保存平均曲率
流による発展の例である。

Tim
e

図1　体積保存平均曲率流

界面ネットワークの運動
三つ以上の相 に対する表面エネル

ギーの勾配流を考えたとき、強い特異性を意味する接
合点を含む界面のネットワークの運動が得られる。こ
のような特異性は偏微分方程式の枠組みで扱うことが
非常に困難で、位相変化を伴うような運動の場合に難
しさが特に顕著になる。
この問題に対処する数学的なアイデアとして、BMO
アルゴリズムをベクトル値に一般化することを提案し
た。すなわち、 -次元の正単体の中心と頂点を結
ぶ 個の -次元の参照ベクトル を導
入し、BMOアルゴリズムの拡散ステップにおける初期
条件を

 （8）

のように設定し、ベクトル値の熱方程式を解く。レベ
ルセットを抽出するステップでは、次の式に従って新
しい相領域を決定する：

上のベクトル値スキームの解析を [18]で行い、[17]
では一般の表面張力（つまり、非対称な接合点）の場合
に拡張した。ベクトル値スキームのポイントは、拡散
ステップを前節の通り最小化問題として書けて、それ
ぞれの相に対するペナルティーを通して最小化に制約
をかけることによりそれぞれの相の体積を保存する運
動が実現できるところにある。さらに、このアプロー
チに強固な数学的な基盤があることから、相に別々の
スカラー値レベルセット関数を設けるという先行研究
でよく採用される方法によって生じる真空領域や重複
領域の出現または接合点近傍での界面の不自然な変形
といったトラブルを回避できた。
ベクトル値のMM法の適用を例示するために、

Vapor-Liquid-Solid（VLS）シミュレーションへの応用を
紹介する。VLS運動はナノワイヤーの成長のモデリン
グでよく使われる。液体相の発展は周囲の蒸気を吸収
する液滴の運動に対応し、液体と固体の界面で起こる
化学的反応により成長が促進される。液滴の運動は体
積保存型の平均曲率流でモデル化され、成長のメカニ
ズムは確率過程で表現される。なお、固体の体積は時
間に依存するペナルティーにより制御される。図2はシ
ミュレーションで使用された3相に対する2次元の正単
体と上記の手法で得られた成長の過程を示す。

Vapor

Liquid

Solid

-図2　（左）2次元の正単体　　--（右）VLSシミュレーション

双曲型の運動
近年では、界面運動の振動を考慮したモデルが導入
され注目を浴びている。特に、界面の法線加速度が曲
率に比例することで定義される双曲型平均曲率流 [6]が
研究の主眼となっている。[8、 9]では位相変化、接合点
の存在と非局所的な拘束条件に自然に対応できるBMO 
アルゴリズムに似た数値解法を開発した。このような
運動に対し双曲型の設定は数学的に非常に挑戦的な研
究テーマとされ、その性質をより深く理解することに
おいて我々の提案した近似法が考察の出発点として役
に立てることを期待している。双曲型のBMO近似では
波動方程式の解のレベルセットを抽出するが、（6）のよ
うな双曲型MM法を用いて波動方程式を最小化問題に
帰着している。計算結果の一例を図3に示した。

なお、我々のレベルセット法に基づいたスキームは非
等方的エネルギーやバルクエネルギーなどの界面運動の
側面にも対応できる。詳しくは [13]を参照されたい。
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図3　多相の体積保存双曲型平均曲率流

4- 数値実装について
上で紹介したスキームを実際に数値計算する際、領
域を分割して汎関数の値を有限要素法を用いて近似し
計算する（詳細は [8]とそこで挙げている参考文献を参
照）。このように得られる有限次元の最小化問題を解く
方法は複数知られている。例えば、非線形共役勾配法
または最急降下法が利用できる。本稿で紹介した計算
例では、 要素を使用しているため、要素内の界面の
位置を求めることが比較的に簡単である。従って、体
積保存を伴う運動の場合にペナルティー項の計算に必
要な相領域の体積を算出できる。このような数値解法
の収束性について [18]で調べている。
なお、界面の位置を記録するに当たって、（8）のよう
に特性関数を用いるのではなく、符号付距離関数を運
用する。これにより、時間の差分幅を小さくとった場
合にも界面が格子上に引っかかり停滞してしまうとい
う問題を防ぐことができた（[4]も参照）。さらに、多相
の体積保存問題の近似を可能にするために、符号付距
離関数のベクトル値バージョンを開発した [7, 14]。

5- おわりに
界面運動の近似を変分的アプローチの観点から考
え、複雑な問題のシミュレーションにおいて数学的な
概念が大いに役立てることを例証した。具体的には、
MM法では変分構造を利用して、ラグランジュ未定乗
数を直接計算することなく非線形な制約条件を満たし
ながら、接合点を含む界面の形状の発展を計算した。
また、現在、挑戦的な問題とされる振動型界面運動の
計算に利用できる解法への拡張も紹介した。
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