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概 要

宇 宙 プ ラ ズ マ 研 究 で は 、 電 磁 場 の 中 で 荷 電 粒 子 の 運 動 を解 き 進 め る プ ラ ズ マ 粒 子 シ ミ ュ レー シ ョ

ン(Particle-in-cell;PICシ ミュ レー シ ョ ン)が 広 く活 用 され て い る。 本 稿 で は 、 相 対 論 的 な 粒 子 運 動

お よ び 全 体 運 動 を伴 う相 対 論 的 プ ラ ズ マ 系 をPICシ ミ ュ レー シ ョ ン で 扱 うた め の 数 値 解 法 を 、 大 き

く2つ の カ テ ゴ リに 分 け て 解 説 す る 。 前 半 は 、Sobol法 な どの 粒 子 分 布 を 静 止 系 で 初 期 化 す る 数 値 解

法 を 紹 介 す る 。 そ し て 、 こ の よ う な粒 子 分 布 に ロ ー レ ン ツ 変 換 を 施 す 方 法 を解 説 す る 。 後 半 は 、 粒 子

運 動 の 時 間 積 分 法 と し てBoris法 とvay法 を紹 介 し 、 相 対 論 的 プ ラ ズ マ 流 に 特 有 の 数 値 問 題 を 議 論 す

る。

This tutorial article describes numerical methods to deal with a relativistic plasma in particle-in-cell (PIC)

simulation. We first overview numerical methods to in itialize particles that follow relativistic velocity distribution

functions. Then we describe how to Lorentz-boost the plasma distribution. Next, we introduce two particle

integrators, the Boris method and the Vay method. We further present a numerical problem in a magnetized plasma

ow at a relativistic speed. It is found that the Boris solver leads to a numerical boost in the momentum space,

which depends on the square of the time step.

1.は じめ に

宇 宙 プ ラ ズ マ の 研 究 で は 、 電 磁 場 の 時 間 発 展 と 、 計 算 空 間 内 に 大 量 に 配 置 した 仮 想 荷 電 粒 子 の 運 動 を

並 行 し て 解 き 進 め る プ ラ ズ マ 粒 子 シ ミ ュ レ ー シ ョ ン(Particle-in-cell;PICシ ミ ュ レー シ ョ ン)が 広 く活

用 され て い る 。PICシ ミ ュ レ ー シ ョ ン の 原 理 や 関 連 す る 数 値 解 法 は 、1970～80年 代 に 整 備 が 進 み 、 そ

の 成 果 はBirdsall&Langdoml,Hockney&Eastwood6と い っ た 教 科 書 に ま と め られ て い る 。 一 方 、 レ ー

ザ ー 物 理 や 高 エ ネ ル ギ ー 天 体 物 理 の 文 脈 で は 、 個 々 の 粒 子 運 動 と粒 子 系 全 体 の 運 動 に 相 対 論 効 果 が 働

く相 対 論 的 プ ラ ズ マ 系 を 議 論 す る こ と が 多 い 。当 然 な が ら、相 対 論 的 プ ラ ズ マ 現 象 を扱 うPICシ ミ ュ

レ ー シ ョ ン 研 究 も活 発 に 進 め られ て い る。 しか し、PICシ ミ ュ レー シ ョ ン で 相 対 論 的 プ ラ ズ マ を扱 う

た め の 数 値 解 法 は 、あ ま り知 られ て い な い の が 現 状 で あ る 。本 稿 で は 、著 者 の 最 近 の 仕 事(Zenitanil4)
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をベースに、相対論的プラズマPICシ ミュレーションに特有の数値解法を紹介する。

多 くの場合、PICシ ミュレーシ ョンは、

1.(初 期化)粒 子群 を初期化する。

2.(計 算ループ)粒 子運動を解 く。

3.(計 算ループ)そ の結果を受けて電荷 と電流を配分す る。

4.(計 算ループ)電 磁場の時間発展を解 く。

のサイクルで計算を進めてゆ く。3.に ついては、これ までの研究でよく議論 されてお り、相対論PICに 特

有の問題ではないため、本稿では議論 しない。4.に 関連 して、相対論的プラズマ中では、光速に近い速度

で運動する荷電粒子が、数値解法の都合で遅 くなった電磁波成分に追いついて非物理的に共鳴する数値チェ

レンコフ不安定が問題 になる。数値チェレンコフ問題は、4.の 電磁波の解法を工夫す ることで、ある程度

対処できることが知 られてお り、現在も活発に研究が行われている。

また、相対論的 プラズマ現象では、シ ミュレーションを実行することに加えて、 シミュレーション結果

を解析す ること自体 も困難である。例えば、粒子データを集計 して流体量 を議論するために必要な相対論

流体力学の基礎概念 と解析手法は、PICシ ミュレーシ ョン研究者の間ではあまり知 られていない。 この話

題 については、著者の最近の仕事(Zenitani15)が 参考になるだろうが、また機会を改めて解説 ・紹介でき

ればと思 う。

本稿では、上記の1.2.の 粒子計算部分に関連 して、相対論的プラズマを扱 うためのPICア ルゴリズム

のポイントを解説する。具体的には、1.粒 子分布の初期化方法、および、2.粒 子の時間積分方法、を扱い、

前者に関連 して、分布関数のローレンツ変換、後者に関連 して、相対論的プラズマ流特有の数値 ドリフ ト問

題 を議論す る。

2.準 備

本稿では、粒子の3次 元速度をv、 ロー レンツ因子を7=[1-@/c)2]-1/2=[1+(u/c)2]1/2、 そ して両

者を掛 け合わせた拡張速度をu=ッ"と 表記する。そ して、粒子の運動量がmu=m・yvで あることか ら、

uを 運動量、あるいはモーメントと呼ぶことにする。荷電粒子の相対論的運動は、運動方程式

du
mdt-q(E+uxB)(・)

に従 うも の とす る。 記 号 は、 特 に 指 定 しな い 限 り、 そ れ ぞ れ の標 準 的 な 意 味 を持 つ。 本 稿 で は、 以 下 の 関 係

を多 用 す る。

〆γ2=1十(u/c)2 .(2)

3.静 止 系 に お け る分 布 関 数

PICシ ミ ュ レ ー シ ョン で は、 同一 セ ル 内 に 大 量 の 粒 子 を配 置 して 、 そ れ ぞ れ に 適 切 な 運 動 量 を割 り振 る。

速 度 の 初 期 分 布 と して は、Maxwell-Boltzmann分 布(正 規 分 布)を 用 い る こ と が 多 い。

ニ 　
!(v)d3v-N(2告)2exp(-my2T)d3v,(3)

こ こ でTは 温 度(ボ ル ツ マ ン定 数 を含 む)で あ る。(3)を 積 分 す る と数 密 度N≡ff(u)d3uを 得 る。

Maxwell-Boltzmann分 布 を生 成 す る方 法 と して は 、Box-Muller法3が よ く知 られ て い る。 区 間(0,1]の

2つ の 一 様 乱 数X1,X2を 使 っ て 、 以 下 の 手1頂 を 踏 む と、 正 規 分 布 に 従 う2つ の 乱 数rl,γ2を 生 成 す る こ
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図1:MAXWELL-JUTTNER分 布(RELATIvIsTIc)とMAXWELL-BOLTZMANN分 布(GAussIAN)。 形 状

を比 較 す る た め 、 係 数 を 変 え て 縦 軸 方 向 の位 置 を 調 整 して い る。

と が で き る。

r1=-210gXIsin(27rX2),(4)

r2=-210gXIcos(27rX2)ラ(5)

実 際 に は、 一 様 乱 数 は 区 間[0,1)の 値 を と る こ とが 多 い 。PICシ ミ ュ レ ー シ ョ ンで 多 くの 粒 子 を扱 う場 合 、

logOを 計 算 す る こ と を避 け る た め 、

r1=-2109(1-X1)sin(2πX2)ラ(6)

γ2=-2109(1-X1)cos(27rX2),(7)

と して も よい 。 正 規 分 布 を 生 成 す る サ ブ ル ー チ ン を 数 値 計 算 ライ ブ ラ リが 提 供 す る こ と も あ る。

次 に、Maxwell-Boltzmann分 布 の 相 対 論 的 延 長 で あ るMaxwell-Juttner分 布(Juttner-Synge分 布 と呼

ぶ こ と も あ る)7,12を 紹 介 す る 。 そ の 関 数 形 は

!(u)d3u-4
π漉 丁鵡(mc2/T)exp(-7婆)d3u,(8)

と表 さ れ る。 κη@)は 第2種 修 正Bessel関 数 で あ る。 これ 以 降 、 特 に 意 図 が な い 限 りm=1、c=1と 簡

略 化 して 議 論 す る。 図1の 赤 線 は、 温 度T=mc2=1のMaxwell-Jiittner分 布 で あ る。 参 考 の た め 、 非

相 対 論 の 正 規 分 布 を 黒 線 で 示 した 。 正 規 分 布 の 裾 野 部 分 は 、 ○(exp[一(v/vtn)2]で あ る た め 、vの2次 で 急

激 に減 少 す る。 こ れ に 対 して 、Maxwell-Juttner分 布 の 裾 野 は ○(exp(-u/T)で 、uの1次 で 減 少 す る こ と

が 特 徴 で あ る。

次 に、PICシ ミ ュ レー シ ョ ンでMaxwell-Juttner分 布 の 粒 子 分 布 を生 成 す る こ と を 考 え る。Maxwell-

Jiittner分 布 は 関 数 形 が 複 雑 で あ る た め 、Box-Muller法 の よ う な 決 定 版 と も い え る 解 法 は、 今 の と こ ろ 見

つ か っ て い な い 。Maxwell-Jiittner分 布 が、 全 方 向 に一 様(等 方)で あ る こ とを 利 用 して 、(8)式 のuを 極

座 標(u,8,ψ)で 書 き直 す と

!(u)du-NTK
2(1/T)exp(一 　1+u2T)u2du.(9)
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となる。そこで、(9)式 に従 うuを 数値的 に生成 したのち、以下のようにしてuの 各成分に展開す ると、

(8)式 に従 う粒子分布を得ることがで きる。

{
ux=u(2×3-1)

uy=2uX3(1-X3)cos(27rX4)(10)

uz=2uX3(1-X3)sin(2πX4)

X3,X4は 、 区 間[0,1]の 一 様 乱 数 で あ る。(9)式 のuの 分 布 を生 成 す る計 算 方 法 に つ い て は 、 逆 変 換 法 、

Sobol法 、 そ し て 、Schnittman法 の3つ の 方 法 を 紹 介 す る。

A.逆 変 換 法

逆 関 数 法 は、 累 積 分 布 関 数F(u)に 基 づ い て 、uの 値 を逆 引 きす る方 法 で あ る。 累 積 分 布 関 数 は

F(の ≡(ズ!(u)du)(∠ °°f(u)du)一 ㌧(ズ!(u)du)(/'umax

O(u)du)-1・(・ ・)

の よ う に近 似 す る こ とが で き る 。 こ こで 、um。xは 実 用 上 の 上 限 速 度 で あ る 。 非 相 対 論 的 温 度T《1の 正

規 分 布 で は 、 高 エ ネ ル ギ ー成 分 が 急 激 に 減 る こ と か ら、 熱 速 度 をwith=V痂 と して 、um。x=5vth程 度 の

値 を採 用 す れ ば よ い 。 一 方 、 先 ほ ど触 れ た よ う に、 相 対 論 的 高 温T>1のMaxwell-Jiittner分 布 で は 、 高

エ ネ ル ギ ー 成 分 が 緩 や か に 減 衰 す る た め 、 余 裕 を と っ て 、umax=20Tと した 方 が 良 い 。 そ して 、2000グ

リッ ド程 度 のF(u)の 数 値 テ ー ブ ル を用 意 し、 一 様 乱 数x5を 用 い て

u=F-1(X5)(12)

と してuを 算 出 す る 。

B.Sobollo法

ロ シ ア の 数 学 者Sobolが1976年 に 公 表 した 数 値 解 法 で あ る。Sobolは 、(9)式 が3次 の ガ ンマ 分布(Erlang

分 布):

P(u;3,T)一(12T、)・xp(-uT)u2.(13)

に似 て い る こ と に 注 目 して 、 以 下 の よ う な ア ル ゴ リズ ム を考 案 した。 導 出 は、 ロ シ ア 語 の 原 論 文10あ る い

はZenitani14論 文 に 譲 る こ と に して 、 本 稿 で は 具 体 的 手 順 の み を紹 介 す る。X6…X8の3つ の 一 様 乱 数

を用 い て

u-‐TInX6×7×8(14)

を生 成 す る と、(13)式 の ガ ンマ 分 布 に従 うuを 得 る こ と が で き る 。 さ ら に、 追 加 の 乱 数Xgを 用 い て

η≡-TlnX6×7XgX9(15)

η2-u2>1,(16)

を満 た す 時 のuを 採 用 す れ ば 、(9)式 に 従 うuの 分 布 を得 る こ とが で き る 。(14),(15)で 用 い る 一 様 乱 数

で も、Box-Muller法 の 議 論 と 同 様 、logOを 避 け る工 夫 を す べ き で あ ろ う。(16)式 の 採 択 率 は、 温 度Tの
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関数で

1

2T2K2(1/T).(17)

と な る 。8,14

C.Schnittman法

Schnittman&Krolik9のAppendixで 議 論 され て い る 方 法 で 、 フ ラ ンス の研 究 グ ル ー プ が 開 発 し て い る

SMILEIコ ー ド4で 利 用 され て い る。

(9)式 にu=ッ β を代 入 して

!(7)伽 ・xp(一'yT)価 ≡f2(ツ)吻(・8)

とする。簡単のため、規格化定数を取った分布関数 を!2(の とした。次 に、以下の関数形の ・γの分布を考

える。

9(の 一 ・xp(-T)72・(・9)

(19)式 の累積分布関数は次のようになる。

G(の 一(ズ 姻(∠ °°9(ッ)吻)-1-・-2T2+2-yT+-y2exp2T2
+2T+1(一 ∵)(2・)

そ して 、 一 様 乱 数Xloを 用 い て 、 逆 関 数 か ら ・γ の 分 布 を 得 る こ とが で き る。 逆 関 数 は数 値 テ ー ブル を 参 照

す る。

'Y=G‐i(Xio)(21)

これ と は別 に、(20)式 の 右 辺 を

H(∬)≡(x2一 ト2ω 一{-2)e-x(22)

関 数 を 導 入 して 書 き換 え る と

G(の 一・一鵠(23)

となり、最終的に

ツーTH-1((1-X・ ・)H(・/T))(24)

を得 る 。(21)あ る い は(24)で 得 た ッ は 、(19)式 の 分 布 に 従 う。 そ こで 、 乱 数X11が

X11<鶉 一β一 ÷1(25)

の条件 を満たす場合の ッ を採用す ると(棄 却法)、!2(の に従 う7の 分布 を得 ることができる。最後 に
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表1:ア ルゴリズムまとめ.

Box-Muller法 逆変換法Sobol法Schnittman法

実装の容易 さ ◎ ◎ ◎ △

非相対論的温度(T<0.1)で の効率 ◎ ◎ 一 一

準相対論的温度(T<mc2)で の効率 一 ◎ △ ○

相対論的温度(T>mc2)で の効率 一 ◎ ◎ ◎

数値テーブルを利用NOYESNOYES

u=V7:1に 直して、(10)か らuの3成 分を得る。(25)式 の採択率 は

〈β〉≡(1!(u)蹟)(1!(u)d3u)-1(26)

で あ り、Maxwell-Juttner分 布 の 温 度Tに 依 存 す る。

D.議 論

こ こ で 、 本 稿 で 紹 介 した 手 法 の 特 徴 を ま とめ て お く。Box-Muller法 、 逆 変 換 法 、Sobol法 は ロ ジ ック が

簡 素 で あ る た め 、 実 装 が 容 易 で あ る 。 しか し、Box-Muller法 は 原 理 的 に相 対 論 に 対 応 し て い な い 。

Sobol法 とSchnittman法 は 、内 部 で棄 却 法 を 利 用 して い る。 そ の 際 の 粒 子 の 利 用 効 率((17),(26)式)を

図2に 示 す 。(26)式 の 各 点 の 値 は、数 値 的 に求 め た も の で あ る。T>mc2の 相 対 論 的温 度 で は両 者 とも 良 い

性 能 を示 して い る。T<mc2の 準 相 対 論 的温 度 で は、Sobol法 の効 率 が 下 が って い る の に対 し、Schnittman

法 は適 度 な 効 率 を 保 っ て い る 。 そ して 、T《mc2の 非 相 対 論 的 極 限 で は、 両 者 と も効 率 が 下 が って ゆ く。

逆 変 換 法 お よ びSchnittman法 は 、 累 積 分 布 関 数 の 逆 関 数F-1@),G-1@),H-1@)を 数 値 テ ー ブ ル を

参 照 して 求 め て い る 。 数 値 テ ー ブ ル を 利 用 す る場 合 の 計 算 精 度 は 、 テ ー ブ ル の 解 像 度 と補 間 方 法 に 大 き く

依 存 す る 。 また 、 テ ー ブ ル を参 照 す る な ら、複 雑 な処 理 を避 けて 、 最 初 か ら逆 関数 法 を採 用 す る と い う考 え

も あ る だ ろ う。 また 、F(x)・G(x)は 相 対 論 的 温 度Tに 依 存 す る 関 数 で あ るた め 、 パ ラ メ ー タ ー 毎 に数 値

テ ー ブ ル を 生 成 す る 必 要 が あ る 。 こ れ に対 し て 、H(x)関 数 はTに 依 存 しな い た め 、 予 め 固 定 テ ー ブ ル を

作 っ て お く こ とが で き る。SMILEIコ ー ド4で は、 丑1@)≡ln@2/2+∬+1)一 ∬ とい う関 数 形 を使 っ て 固

定 の逆 関 数 テ ー ブ ルHi1(x)を 参 照 す る よ う に した う え で 、 テ ー ブル の 参 照 方 法 を 工 夫 して い る。5

これ らの 手 法 の 特 徴 を表1に ま とめ た 。 実 用 上 は 、 プ ラ ズ マ 温 度Tに 応 じて 、 そ れ ぞ れ 適 した ア ル ゴ リ

ズ ム を 使 い 分 け れ ば 良 い だ ろ う。

4.分 布 関 数 の ロ ー レ ン ツ ・ブー ス ト

次 に 、 粒 子 分 布 全 体 が 一 定 速 度 で 動 い て い る 場 合 を 考 え る 。 例 え ば 、+x方 向 に 速 度Voで 移 動 す る 、

ShiftedMaxwell-Boltzmann分 布

!(v)d3v-N(2告)32exp(-m([vx_Tl°]22T+v2y+v2z))d3v,(27)

を考 え る。 この 分 布 を 得 る た め に は 、Maxwell-Boltzmann分 布 を初 期 化 した 後 、vx←vx+Voと 置 きか え

て ガ リ レ イ変 換 を行 え ば良 い 。 しか し、 バ ル ク速 度Voが 相 対 論 的 に な る 場 合 に は、 さ らな る工 夫 が 必 要 に

な る。

相 対 論 的 速 度 で+x方 向 に 動 くMaxwell-Juttner分 布(ShiftedMaxwell-Juttner分 布)は 、 観 測 者 系
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図2:棄 却法の採択効率。

では

プ(u')d3u'-4π 漉 丁躍(mc2/T)exp(一 一「°(♂≠ °mcu'x))d3u'(28)

と表 す こ とが で き る。 こ こでroお よ び β0=Vo/Cは 、 バ ル クの ロ ー レ ン ツ 因 子 とバ ル ク速 度 で あ る。 ま

た 、 εノ=・γノmc2は 粒 子 の エ ネ ル ギ ー で あ る。 後 の 議 論 と整 合 性 を持 た せ る た め 、 観 測 者 系 で の 物 理 量 に ノ

を追 加 した 。ShiftedMaxwell-Jiittner分 布 は、expの 引 数 中 の 関 数 形 が 異 な る た め 、Sobol法 な ど を 適 用

す る の は難 し い。

図3に 、 バ ル ク の ロー レ ン ツ 因 子ro=10で+x方 向 に 流 れ て い る 相 対 論 的 高 温T=mc2の 粒 子 分 布

((28)式)を 赤 線 で示 し た。 参 考 まで に 、T=mc2の 静 止 系 のMaxwell-Juttner分 布((8)式)を 赤 の 点 線

で 示 す。 静 止 系 で は 分 布 が 等 方 で あ る か ら、ux=0を 軸 に して 左 右 対 称 で あ る。 しか し、(28)式 の 分 布 は 、

左 右 対 称 性 が 崩 れ て 、 大 き く右 に 延 び て い る こ とが わ か る。

この よ うな 非 対 称 性 は 、 分 布 関 数 の+x方 向 へ の ロ ー レ ン ツ変 換 と対 応 して い る。 ロ ー レ ン ツ変 換 に は 、

エ ネ ル ギ ー ・運 動 量 の ロ ー レ ン ツ変 換 と、 時 間 ・空 間 の ロ ー レ ン ツ 変 換 の2種 類 が あ る。 前 者 は 、粒 子(質

1

°.1............r1

。°.°°1.00011＼PIC・im・1・ ・i・・

。.00。。1with・ ・…1・m…ansf・ ・m/

10.6
050100150200250300

UX

図3:相 対論的高温分布関数のバル ク ・ローレンツ因子roに 対する依存性。3次 元の速度分布 関数 を、バ

ルク流方向成分 鴛x=(ッ の、Cに対 して投影 した。
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噛鑑
図4:空 間要素d3xの ローレンツ収縮

点)の エネルギー ・運動量を変換するもので、今回の場合は

{ゲ ーro('Y+roux)u'x=「・(婦 β・の(29uy=uyノuz=uz)

となる。 プラズマ分布関数を扱 う場合は、 これに加えて、時間 ・空間のロー レンツ変換 を考慮す る必要が

ある。図4で イメージするように、同じ空間ボックス内のプラズマ分布をロー レンツ変換する場合でも、

対応する空間要素のローレンツ収縮 の仕方は一定でない。観測者にとっては、注 目している分布関数要素

(d3u)の 運動の仕方(エ ネルギー ・運動量)に 応 じて、空間要素(d㌦)の ロー レンツ収縮の仕方が変わる

ため、結果的にプラズマの密度が違って見えることになる。 この効果は

ツ43∬⇒'4㌦'.(30)

あるいは

d3ud3u'
一 パ(31)

'Yツ

と表 される。静止系(S系)と 観測者系(S'系)と の間で分布関数を変換する際は

ノ
畑43ガ ー!(鴫)d3u.(32)

と な っ て 、 以 下 の 補 正 項(空 間 要 素 補 正 フ ァ ク タ ー;volumetransformfactor)が 必 要 に な る 。

r

ツ

実用上、規格化定数roは 粒子数 を割 り振 る時点で調整することが可能である。一方、(33)に は静止系分

布関数のブース ト方向の速度成分vxに 依存する項が入っている。ブース ト方向の分布関数要素 は強い収縮

を受 けて密度が上が り、遠ざかる方向の分布関数要素 は逆に密度 が下がって見 えるわけである。 この補正

の影響は、バルク速度Uoと 静止系での粒子の熱速度の両方が相対論的である場合に顕著である。例えば

図3で は、静止系のMaxwell-Jiittner分 布(赤 の点線)をShiftedMaxwell-Juttner分 布(赤 の実線)に

ローレンツ変換する際に密度補正 を無視すると、図の左の黒の点線のようにな り、エネルギー流などに最

大25%の 誤差 をもたらす。14

PICシ ミュレーシ ョンでこの密度補正効果を取 り入れるためには、4つ の方法がある。1つ めの方法は、

ロー レンツ変換後の表式(例 えば(28)式)を 使 って、粒子を初期化することである。 ローレンツ変換((29))

および密度補正((31),(33))を 使 えぼ、任意の分布関数の観測者系での表式 を得 ることができる。特 に、

(28)式 の粒子分布 を生成する方法については、Swisdak11が 性能の良い手法を提案 している。 しか し、ア

ルゴリズムが少し複雑であることや、exp形 の分布関数に特化しているため、本稿では議論 しないことにす
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る。2つ めの方法は、ローレンツ変換の際に粒子の 「重み」を調整することである。 しか し、重みの違 う粒

子を混在 させることは、計算精度や解析の手間を考えると望 ましいことではない。そ して、バルク流および

粒子の熱速度のローレンツ因子ro,ッ が大きい場合 には、期待 される重みの比 も大きくなって、悩みも大

きくなる。3つ めの方法は、ローレンツ変換の際に棄却法で粒子数を調整することである。一定数の粒子を

捨てるため、粒子を追加する処理が必要になるが、この方法を使 うのは、シ ミュレーションの初期化の際で

あるか ら大きな問題 にならないはずである。4つ めの方法は、補正項が影響 しないパラメーター を注意深

く選び、何 も対処 しないことである。

最後に、3つ めの密度調整処理 を効率化する 「符号反転法14」 を紹介する。密度補正ファクター((33)

式)を 定数倍すると、

告(ゲ▽)一(1+β 祠 ・(34)

と な る 。 これ に 従 っ て 棄 却 法 を検 討 す る。 βou、,<0の 時 、 係 数 は0<(1-1βo妬1)≦1と な る た め 、 粒 子

を1βou欝1の 確 率 で 棄 却 して 良 い。 一 方 、Govx>0の 時 、 係 数 は1≦(1+βo隔)<2の 値 を と る。 棄 却 法 の

観 点 か らは 、 全 て の 粒 子 を採 用 した うえ で 、1βo妬1の 確 率 で 別 の 粒 子 を追 加 して 良 い こ と に な る。 分 布 関

数 が ロ ー レ ン ツ 変 換 の 方 向 に対 称 で あ る 場 合 、 具 体 的 に は!(一 砺)=八 煽)の 場 合 、 棄 却 す る粒 子 数 と追

加 す べ き粒 子 数 は 一 致 す る 。 そ こで 、 棄 却 粒 子 のux成 分 の符 号 を 反 転 させ て 、 βo妬>0側 に追 加 して や

れ ぼ 、 粒 子 を棄 て る必 要 が な くな る。 一 様 乱 数Xgを 用 い て

一βo隔>Xg
,(35)

の と き、u磁 →-u磁 の よ う に符 号 を 反 転 した 後 で 、 エ ネ ル ギ ー ・運 動 量 の 変 換 則((29)式)に 従 っ てu→uノ

を変 換 す れ ぼ良 い 。 この 手 順 を図5に 示 した 。 また 、Sobol法 を 用 い て 生 成 し、符 号 反 転 法 で ロー レ ンツ 変

換 したPIC粒 子 の 分 布 を 図3の 黒 線 で 示 した。 こ の 分布 は、粒 子 数 が 少 な い 右 方 の 低 密 度 領 域(ux>200)

も含 め て 、 解 析 解(赤 線)と よ く一 致 して い る こ とが わ か る。

流 体 静 止系(S)観 測者 系(S')

logflogf'

o

ux-一 一 一 一ト ー 一一 一 一 一 一 一 一 一 一 レUω

採 択 率(2)エ ネ ル ギー.勘 量 の 。一 レン ツ変 換

Recycle・ ゾ ←ro(ツ+βo鰯)

、1砺1命Il砺1垢 ←roux+伽)

1(1倥 間 ・日寺間の・一 レンツ変換
゜ux

O

図5:相 対論的高温プラズマ分布のローレンツ変換手順。14下 図は、密度を補正する(34)の 手法 を図解 し

たもの。
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5.粒 子計算 アル ゴリズム

次 に、PICシ ミュレーシ ョンにおける粒子運動の計算方法を考 える。多 くの場合、以下のように位置と

速度を離散化 して、leap-frog方 式で粒子運動を解 き進めてゆく。

9じ÷ 」弓L♂ 帥(36)

ut
m-+2°f_ut-2°fO

t-q(Et+vt×Bt/(37)

こ こ で 、上 付 き添 字(t,t+△t,_)は 時 間 ス テ ッ プ を意 味 して い る。 電 磁 場 は、粒 子 の位 置06古 に基 づ い て 、

グ リ ッ ド上 の 値 か ら補 完 す る 。

この うち 、 粒 子 の 加 速 に関 わ る(37)式 を解 くた め に さ ま ざ まな 解 法 が 提 案 され て い る 。 本 項 で は 、代 表

的 な例 と して 、Boris2法 とVay13法 を 解 説 す る。

A.Boris法

Boris法 は、PICシ ミ ュ レー シ ョン研 究 の 草 創 期 に 開発 され た 手 法 で あ る。 粒 子 運 動 を適 度 な 精 度 で 解 く

こ と が で き、 ロ ジ ッ ク が 簡 素 で 、安 定 して い る な どの 利 点 が あ る。 そ して 、Birdsall&Langdon1,Hockney

&Eastwood6な どの 教 科 書 で も丁 寧 に解 説 され て い る こ と も あ っ て 、広 く使 わ れ て い る。 本 項 執 筆 時 点 で

は、PICシ ミ ュ レー シ ョ ンの 事 実 上 の 業 界 標 準 解 法 だ と言 え る。Boris法 で は 、運 動 方 程 式 を(1)電 場 に

よ る加 速1/2ス テ ッ プ 、(2)磁 場 に よ る ジ ャ イ ロ 回 転1ス テ ッ プ、(3)電 場 加 速 の 残 り1/2ス テ ッ プの

1頂に 分 割 して 解 い て い る。 この 手 順 は、 そ れ ぞ れ(38)一(40)式 の よ う に な る。

m2

u+

Otum¥vtxBt)(39)

ut+20f=u++qEt°t(40)
m2

u一 とu+は2つ の 中 間 状 態 で あ る。Boris法 の(2)ス テ ッ プ め で は 、 ジ ャ イ ロ 回転 が エ ネ ル ギ ー を 保 存

す る こ と を考 慮 して 、vt=12(u++u-)/ヅ=12(u++u-)/7+と す る 。 そ して 、 ジ ャ イ ロ 回転 を以 下 の 手

1頂で 近 似 す る。

t≡
2祭B(4・)ノ

u=u-十u-xt(42)

u+=u-+
1+t2uxt.(43)

こ の ア ル ゴ リズ ム の概 要 を 図6に 示 す 。 詳 細 はBoris2の 原 論 文 やBirdsall&Langdon1,Hockney&

Eastwood6を 参 照 して い た だ きた い が 、 元 の状 態u一 か らの 差 分u-×t(緑)を 計 算 して 中 間状 態uノ を

求 め た う え で 、uノ に 直 交 す る方 向 にu-→u+の 差 分(ピ ン ク)を 計 算 す る とい う も の で あ る 。

図6か ら も伺 い 知 る こ とが で き る が 、 ジ ャ イ ロ 回 転 の 本 来 の 回転 角 を θ と、 こ のBoris法 の近 似 回転 角

θ'の 問 に は

θ 斜 θノ=2tan-1(1オ1)(44)

の 関 係 が 成 立 す る 。 ω。△t<0.35の と き、 θ と θ'の 差 は1%未 満 に な る。1
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図6:BORIs法 およびVAY法 の原理。

B.Vay法

Vay13法 は2008年 に発表 された解法で、 レーザープラズマや磁化プラズマ中の相対論衝撃波の研究で

用い られている。計算手順は次の2段 階に分けられる。1段 階めは電場 による加速 と、ジャイロ回転の前半

部分である。

u'-uゆ+q°t
m(Et+2△t×Bり(45)

この後、ジャイロ回転の残り半分を解く。

ut+20f-u'+q°t
m(vt+22△t×Bt)(46)

こ の(46)式 は 、ut+2△tに つ い て の 陰 解 法 の 式 で あ り、 以 下 の 手 順 で 解 く こ と が で き る 。

ツ・+12△t一 σ+σ2+4(T22+(u'°T)2/c2)(47)

T-q°tBt
2m,σ 一1+(u'/・)・-T・,t-T/,yt+20t(48)

ut+Z°t=1十
t2(u'+(u'・t)t+u'xt)(49)

導出方法はVay13論 文のAppendixA.を 参照 されたい。

電場がない場合(E=0)、Vay法 はBoris法 と一致する。両者 とも、定義に従って次のステップの状態

を計算すると、

ut+2°f-11
+t、((・ 一 細 一12△t+2(ut-2°f×t)+2(ut-2°f・t)t)(5・)

と表 す こ と が で き る。Vay法 の1段 目((45)式)はBoris法 の 回 転 部1ス テ ッ プ 目((42)式)と 同 様 、 図6
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の緑線部に相当する。Vay法 の2段 目((46)式)の 陰解法で次ステ ップのu+を 求める操作は、図6の 青

線部に相当する。(46)式 か らは、次ステップu+と 青線部が直交することが読み取れて、図6の 解釈 と一

致する。

有限の電場がある場合(E≠0)、(45)式 を

u"-ut-20f+q°t
m(2×Bt)(51)

u・-u〃+q△tEt(52)
m

と分 割 して 、(46)式 と合 わ せ て 考 え る と、Vay法 は(1)磁 場12△tス テ ッ プ 、(2)電 場 △t、(3)磁 場

の 残 り12△t、 とい う1頂の 計 算 法 で あ る こ と が わ か る。Boris法 と比 べ て 、電 場 と磁 場 の 計 算 順 序(演 算 子 の

分 割 順)を 入 れ 替 えて い るわ け で あ る 。 図6で は、Vay法 は 緑 線 と青 線 の 間 で 電 場 に よ る加 速 を考 慮 す る 、

と考 え れ ば 良 い。(1)が 陽 解 法 、(2)が 時 間 対 称 、(3)が 陰 解 法 で あ る か ら、(1～3)全 体 の 手1頂は 時

間 反 転 可 能 で あ る 。

Boris(△ 亡=π16)

Boris(△ 亡=π120)

Boris(Ot=n/60)

0.OlVay(△ 亡=π/6)1
・・・・・…Reference

ざ0.00去

‐o
.ol

-0 .02

2.8252.8502.8752.9002.9252.9502.975

UX

図7:モ ー メ ン ト空 間 に お け る テ ス ト粒 子 の 軌 跡 。 × が フ ロ ー 速 度 で 、 ● が 数 値 計 算 の起 点 。BORIs法

(△t=π/6)の 軌 道 の 旋 回 中心 を+で 、 数 値 的 な 静 止 点 を ▲ で 示 す 。

C.相 対 論 的 プ ラ ズ マ 流 に お け る数 値 誤 差 問 題

Boris法 お よ びVay法 の 特 徴 を理 解 す る た め 、磁 化 され た相 対 論 的 プ ラ ズ マ 流 を想 定 し て、 テ ス ト計 算 を

行 っ た 。 磁 場B=(0,0,1),電 場E=(0,▽6/c,0)の 固 定 電 磁 場 の 中 で は 、 荷 電 粒 子 群 は 、+x方 向 に バ ル

ク速 度Voで ド リフ トす る こ とが 期 待 さ れ る。 特 に、 ド リ フ ト系 で 静 止 して い る 粒 子 は 、観 測 系 で も 一 定 速

度u=(Uo,0,0)で 動 く こ と が 期 待 され る 。 こ こでUo=roVo、ro=[1-(Vo/c)2]-1/2で あ る。 こ の 電 磁

場 の 中 で 、m=1,c=1,q=1、 バ ル ク ロー レ ン ツ 因 子ro=3、 初 速 度ut_o=(Vo・ 了,0,0)と して 、Boris
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法 とVay法 を用 い て テ ス ト粒 子 シ ミ ュ レー シ ョ ン を 行 っ た 。 時 間 ス テ ッ プ は △t=7r/6で あ る。Boris法

で は △t=π/6,7r/20,7「/60の3ケ ー ス を 計 算 した 。

粒 子 の モ ー メ ン ト空 間 で の 軌 跡 を 図7に 示 す 。 初 速 度 の位 置 は ● で 、 粒 子 は ×で 示 す フ ロ ー 速 度(Uo=

(v唇,0,0))の 周 りを 時 計 回 りに 運 動 す る こ とが 期 待 さ れ る。 解 析 解(黒 ・点 線)は 、Vay法 の 結 果(赤 線)

と よ く一 致 して い る。 一 方 、Boris法 で は、 特 に △tが 大 きな 場 合 に、 回 転 中 心 が+Ux方 向 に ス ラ イ ド し

て い る 。 我 々 は 、 こ の 現 象 がBoris型 解 法 に 特 有 の 数 値 的 問 題 で あ る と考 え て い る 。

本 稿 で は、 こ の数 値 ド リフ ト問 題 を 理 解 す る た め の 糸 口 と して 、 モ ー メ ン ト空 間 内 で粒 子 が ジ ャ イ ロ 回

転 せ ず 、数 値 的 に 静 止 す る点 の 位 置 を 、Boris法 の 計 算 手 順 に 立 ち 戻 って 評 価 して み る。 言 う まで も な い こ

とで あ る が 、 物 理 的 な 静 止 点 の 位 置 は、 フ ロ ー 速 度Uoと 一 致 す る は ず で あ る。

モ ー メ ン ト空 間 で

ut-12△t-(ひx,0,0)(53)

の テ ス ト粒 子 の運 動 を 考 え る 。 こ の と き、Su=σx-Uoは 小 さい も の とす る。 こ の粒 子 は 、(38)一(40)の

各 ス テ ッ プ で 以 下 の よ う に 進 む 。

1
u-一(σx,

2U・ θ・,0)(54)

u+一(σx…e+2U°8・sin8',一 σx・inB'+2U°e・c・ ・e・)(55)

ut+12△t-(σx…e'+2Uoe・sinB',一 σx・inB'+
2U°B・(・+… の,・)(56)

こ こ で θo=qB
ml'.。△t、 θ'は 前 々 節 で 議 論 したBoris法 の 近 似 回 転 角 で あ る。 粒 子 の モ ー メ ン トが(数 値 的

な)静 止 点 に位 置 して い る場 合 、(53)と(56)は 一 致 す る は ず で あ る。 こ の と きuy成 分 に注 目 す る と

σx・inび 争 θ・(・+… の(57)

が成立する。 これを三角関数の公式を使 って整理すると、以下の関係 を得 る。

σxt・÷ 袴(58)

前 々節 の(44)で 触 れ た よ うに 、Boris法 の 近 似 角 θ'は 以 下 の 関 係 を 満 た して い る。

θノ
tan2=t(59)

こ こ で 、tは(41)の 定 義 を 借 りた も の で

2t=qBOt(60)
m'γ

であ り、ヅ は(54)か ら直ちに求 まる。

(ヅ)2一 畷+擁(61)

(59)～(61)を 用 い て(58)を 整 理 す る と

1
σx一 σ・1+4U29200(62)
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を得 る 。 さ ら に 、bu=σx-Uoが 小 さ い 場 合 は、 以 下 の 関 係 を得 る こ とが で き る。

226
ti1U282 -1V2/qB¥Ot2×63)

従 っ て 、Boris法 で は 、 モ ー メ ン ト空 間 で の 静 止 点 の位 置 が、 時 間 ス テ ッ プ の2乗 に 比 例 して 数 値 的 に ず れ

る こ とが わ か る 。 非 相 対 論 の場 合 は 、 ロ ー レ ン ツ 因 子 ッー=ro=1を 考 慮 して(58)式 以 降 を展 開 す る と

UX=Uoが 求 ま る か ら、 静 止 点 の ず れ は相 対 論 的 運 動 に特 有 の 数 値 効 果 だ と言 え る。

テ ス ト粒 子 シ ミ ュ レー シ ョ ン に よ る 静 止 点 の ず れSuの 推 定 値 と、 △tと の 関 係 を 図8に 示 す 。 こ こ で 議

論 して い る 静 止 点 の 位 置 は 、 図7の 回 転 中 心 とは 厳 密 に は 一 致 しな い。Boris法(△t=π/6)の 軌 道 の 場

合 、 回転 中 心(×)と 静 止 点(▲)の 位 置 は10-3程 度 ず れ て い る。 そ こ で 、 テ ス ト粒 子 シ ミュ レー シ ョン

で 求 め た軌 跡 中 心 を 起 点 に、 何 度 も 繰 り返 しテ ス ト粒 子 シ ミ ュ レ ー シ ョ ン を実 行 す る こ と で 、 十 分 な精 度

でSuを 推 測 した 。 結 果 は 、(63)の 見 積 りと よ く一 致 して い る。

-1
10

-● 一 「oニ2/!

一●一 「oニ3

ros
つ

lo■ ●一 「o=7

。 一一一一一 告(qem)2△ 亡2

ミ
1◎10-3

-4!
10!

-2 _-i_olOlOlO

△ 亡

図8:BORIs法 の 静 止 点 の ず れSuと △tと の 関 係 。

最 後 に 、Vay法 に 対 して 同 様 の 検 討 を 行 う。 数 値 的 な 静 止 点 に 位 置 す る テ ス ト粒 子 の 時 間 発 展 を(45),

(46)に 従 っ て 展 開 す る と、

ut-12△t-(σx,0,0)(64)

uノ=(σx,-UXt十 研〕θo,0)(65)

ut+12△t-(σx,0,0)(66)

と な る 。tの 定 義 は(41)の 通 りで あ る が 、 ロ ー レ ンツ 因 子 ッー は σxに 対 応 す る も の を 利 用 す る。(46)式

を考 慮 して 、(66)か らu'を 逆 算 す る と

uノ=(σx,十UXち0)(67)
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と な る 。(65)と(67)が 一 致 す る条 件 は

UXU°X68)
=Vo,

'Y‐ro

で あ り、 これ を 満 た す σxはUX=Uoに 限 られ る。 従 っ て 、Vay法 は 静 止 点 の位 置 を 厳 密 に 解 く こ とが

わ か る 。

Vay13論 文 で は 、 こ の 性 質 を次 の よ う に説 明 して い る。 計 算 手 順((45),(46))を

ut+20f-ut一 麺 一q°t2
m(Et+vt一 圭出 ×Bt)+q°t2m(Et+vt+20f×Bt)(69)

と置 き換えると、物理的な静止点にいる粒子 にとっては、そもそも右辺の第1項 はゼロであった。そして、

右辺第2項 もゼロになる場合に、粒子のモーメン トは静止点か ら変化 しない。Vay法 は、これ らの条件 を

満たすut+2△t=ut-12△tを うまく選んでいるのである。

6.ま とめ

本稿では、プラズマ粒子(PIC)シ ミュレーションにおいて、相対論的速度で運動する粒子を扱 うために

必要な数値解法を大 きく2つ に分 けて解説 した。

前半では、粒子の相対論的な初期分布関数 を生成する方法 として、Sobol法 などの手法を解説 して、それ

らの性質 ・得失 を議論 した。次に、静止系の分布関数 を相対論的shifted分 布 にローレンツ変換する数値解

法を紹介 した。 このとき、エネルギー ・運動量のロー レンツ変換に加えて、時間 ・空間のロー レンツ変換を

考慮 した密度補正を行 う必要があ り、その解決策 として符号反転法を紹介 した。プラズマの密度補正問題

は、粒子群のエネルギー ・運動量のみな らず、電荷密度 ・電流密度を通 じて、電磁場にも影響を及ぼすた

め、適切に対策を行 うことが必須である。

後半では、個 々の粒子運動を解 く手段 として、Boris法 とVay法 の2つ の数値解法を紹介 した。そして、

相対論的 ドリフ ト運動のテス ト粒子 シミュレーションで、Boris法 では、時間ステップの2乗(△t2)に 比

例 して、静止点が数値的にずれることを明らかにした。 このずれは、予期せぬジャイロ回転 と、その周期平

均の結果 として、数値的な ドリフ ト運動を引き起こすことが予想される。 また、プラズマ系全体 として見た

場合に、予期せぬバルク加速 ・プラズマ熱化を引 き起 こす可能性がある。Vay法 はこの数値問題 を起 こさ

ないため、少なくとも静止点付近ではBoris法 より高精度である。 しか し、著者 らの経験では、Vay法 よ

りもBoris法 の方が精度が高いパ ラメーター領域もあ り、一概にVay法 が良いとは言い切れない。両数値

解法の性質 は、今後の研究でさらに明 らかになってゆくであろう。

本稿が相対論的PICシ ミュレーションの基礎知識 を得るきっかけとな り、多 くの研究者の方々がパラ

メーター ・文脈に応 じた適切な数値解法を選択 して、よ り良いシミュレーション研究を進めて くだされば幸

いである。
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