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概 要

エントロピーは物理学においてマクロとミクロの物理をつなぐ特別な役割を担っている。しか
しその理解は平衡状態に限られており、系が時開発展する場合に対しては未だに明らかではない。
だが、「断熱準静的操作の下でエントロピーは保存する」という過程は、断熱定理によってミクロ
な力学から理解されている。保存則と来たら、ネーターの定理により、対称性を考えたくなる。興
味深いことに、ブラックホールのエントロピーはホライズン上の時間の対称性に対するネーター
チャージとして定式化することができる。となると、エントロピーの断熱不変性に対応する対称
性は一体何だろうか？本講義では、学部で学ぶ解析力学と古典統計力学の知識を使って、この問い
に答える。そして、そこから導かれる新しい方向性を議論する。本講義はあまり多くの新しい内
容を含まないが、その代わり、基礎的な内容をきちんと説明する。それらの組み合わせで、新しい
基礎概念がどのように現れてくるのかを楽しんでもらいたい。講義は板書形式で行う。

1 はじめに：エントロピー保存則と対称性

断熱壁に囲まれたピストンの中にN 個の粒子が閉じ込められているとしよう（図 1の左下）。熱力
学では、マクロな量である、エネルギー Eと体積 V を定めれば、この系の平衡状態は完全に指定で
きる。実際、熱力学関数としてのエントロピー S(E, V )が温度などの熱力学量を決定する。この意味
で、対 (E, V )が熱力学的状態空間を構成する（図 1の左上）。

図 1: 左下：断熱ピストン。左上：熱力学的状態空間の準静過程。右：相空間上の熱力学的整合軌道。
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このピストンを引っ張ってみよう。すると、体積が時間と共に大きくなり、系は外部に正の仕事を
し、エネルギーは減少する。では、特別な場合として、時々刻々と変化する体積に対し、常にそのと
きの平衡状態になるほどにゆっくりとピストンを動かすとしよう（準静的操作）。この過程は熱力学
的状態空間の曲線 (V (t), E(t))として表される（図 1の左）。このとき、時間の関数としてのエントロ
ピー S(t) = S(E(t), V (t))は一定になる。これが熱力学におけるエントロピーの断熱不変性である。
ところで、ネーターの定理は系の連続的な対称性と保存則を結びつける。ここで、対称性は運動方

程式の性質ではなく、系を特徴づける作用の性質であることに注意する。よって、対称性を調べるた
めには、運動方程式を使わずに、軌道の汎関数である作用の変分を計算しなければならならない。
本講義では、論文 [1]に沿って、このエントロピー保存則に対応する対称性を探し出す。重要な点
は、上で見たように、準静断熱過程でのみエントロピーは保存するため、一般的な軌道に対しては、作
用はそのような対称性を持たないことである。そこで、熱力学準静過程と整合的な相空間の軌道「熱
力学的整合軌道」を導入する（図 1の右）。作用の定義域をそのクラスに限定すると、その対称性が
出現する。本講義は、断熱定理、ネーターの定理、そして、対称性の導出という流れで行う1。

2 Boltzmannエントロピー

2.1 系の設定

N 個の粒子が体積 V (t)の断熱ピストン内に閉じ込められている。それらは短距離相互作用をし、
マクロに見れば熱力学的な振る舞いをする。その作用は

I[q̂; V̂ ] =

∫ tf

ti

dtL(q(t), q̇(t);V (t)) (1)

と表せる。ここで、q(t)と q̇(t)は時刻 tにおけるN 個の粒子の位置と速度をまとめて表し、軌道 q̂は
(q, t)空間上のグラフである。V (t)は指定されたピストンの動かし方に対応した時間の与えられた関
数である。つまり、V (t)は力学変数ではなく、粒子の存在できる空間領域を指定する背景場である。
実際の運動は、運動方程式の解軌道 q̂∗で与えられ、それは作用 Iの極値をとる：δI∗ = 0。ここで、

添え字 ∗は解軌道 q̂∗で評価されていることを表す。
エネルギーは

E(q, q̇, V ) ≡ q̇
∂L

∂q̇
− L (2)

と定義する。系が時々刻々変化しているので、エネルギーは保存しない：dE
dt |∗ = − ∂L

∂V V̇。もし V̇ = 0

の場合には、エネルギーE以外の保存量は存在しないとする。

2.2 エントロピーの定義と基本恒等式

正準形式に移行しよう。運動量 p ≡ ∂L
∂q̇ を定義すると、系のミクロな状態は相空間の点 Γ = (q, p)

で表される。ダイナミクスはハミルトニアンH(Γ;V ) ≡ E(q, q̇(q, p, V ), V )が決める。このとき、エ
ントロピーを次で定義する：

S(E, V ) ≡ log
Ω(E, V )

N !
. (3)

1いくつかの簡単な導出・式変形を“宿題”として、脚注に書いておきました。ぜひチャレンジしてみてください！

《講義ノート》 物性研究・電子版　Vol. 7, No. 2, 072218 （2018年11月号）



ここで、Ω(E, V ) ≡
∫
dΓθ(E −H(Γ, V )) (ステップ関数 θ(x) = 1 for x ≥ 0, θ(x) = 0 for x < 0) は、

与えられた V の下での、エネルギーEで囲まれる相空間領域の体積である2。つまり、エントロピー
は熱力学量 (E, V )を実現しうるミクロな力学的状態の総数である。
これは次の恒等関係式を満たす3：

dS = βdE − β

⟨
∂H

∂V

⟩mc

E,V

dV. (4)

ここで、逆温度 β ≡ Σ(E,V )
Ω(E,V )、規格化因子Σ(E, V ) ≡

∫
dΓδ(E −H(Γ, V )) であり、物理量A(Γ, V )の

ミクロカノニカル平均 ⟨A⟩mc
E,V ≡ 1

Σ(E,V )

∫
dΓδ(E −H(Γ, V ))A(Γ, V ) である。ところで、−∂H

∂V は力
学的圧力であるので、そのミクロカノニカル平均は熱力学的圧力 pである。従って、(4)は熱力学関
数としてのエントロピーの関係式 dS = 1

T dE + p
T dV であり、定義 (3)は平衡熱力学と整合的である。

3 断熱定理

先ほどのエントロピーの断熱不変性を (3)のミクロな視点からもう一度見てみよう。ピストンを引っ
張ると、粒子が壁に衝突し外部に正の仕事を行うため、粒子の運動エネルギーが減り、運動量空間体
積は小さくなる（図 1左下の各粒子の矢印は短くなる）。同時に、体積が大きくなり、粒子が存在で
きる空間領域が大きくなり、そして実空間体積は増大する。もし準静的にピストンを動かすと、これ
ら２つの効果がちょうど打ち消し合い、エントロピーは一定に保たれる。これを数学的に示している
のが断熱定理である。それは、Liouvilleの定理に準静的条件を加えたものである。

3.1 Liouvilleの定理

正準変数 Γ = (q, p)についての運動方程式を導く正準形式の作用 I(can)[Γ̂]は、(1)と (2)より、

I(can)[Γ̂] =

∫ tf

ti

dt
(
Θµ(Γ)Γ̇

µ −H(Γ)
)

(5)

である4。ここで、H(Γ)はハミルトニアン、Γµ = (q1, q2, · · · ; p1, p2, · · · )、Θµ = (p1, p2, · · · ; 0, 0, · · · )
であり、また「添え字 µが二回現れたら和を取る」としている5。Γµについて変分をとると、

δI(can) =

∫ tf

ti

dt

(
d

dt
(ΘµδΓ

µ) + (ΩµνΓ̇
ν − ∂µH)δΓµ

)
(6)

となる6。ここで Ωµν ≡ ∂µΘν − ∂νΘµ はシンプレクティック形式である7。よって、最小作用の原理
（δq|ti,tf = 0と δI(can) = 0）から、正準方程式を得る8：

Γ̇µ = Ωµν∂νH with Ωµν ≡ (Ω−1)µν . (7)

2kB = 1に取っている。また、量子論からの極限では、Ω(E,V )
N !

を (2πℏ)3N で割った表式が導かれる [2]が、以下の議論
では効かないので、書かないことにする。

3宿題１：定義 (3)から E と V について変分して (4)を求めよ。
4この小節の参考書は、例えば、[3]を見よ。
5実は、Γµ を相空間の一般座標（任意の正準変数）として、時間座標 tを進める母関数をハミルトニアン H(Γ)、作用

(1)から運動方程式を導くときに現れる境界項を Θµ(Γ)δΓ
µ と定義すれば、(5)が一般に得られる。

6宿題２：(6)を導け。
7宿題３：座標系 Γµ = (q1, q2, · · · ; p1, p2, · · · )において Ωµν =

(
0 −1
1 0

)
となることを確認せよ。

8宿題４：座標系 Γµ = (q1, q2, · · · ; p1, p2, · · · )では、(7)が q̇ = ∂pH, ṗ = −∂qH になることを確認せよ。
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さて、相空間の有限領域Dtを考える。その中の各点 Γµから出発し、正準方程式 (7)に従って微小
時間∆tだけ“流れた”点 Γ′µ = Γµ + vµ∆tは新しい有限領域Dt+∆tを成す。ここで、vµ = Γ̇µ|∗は
出発点での“初速度”である。このとき、相空間体積 V [Dt] =

∫
Dt
dΓの時間変化率は

d

dt
V [Dt] = lim

∆t→0

V [Dt+∆t]− V [Dt]

∆t
=

∫
Dt

dΓ∂µv
µ (8)

で与えられる9。いま、解軌道に沿った変化なので、∂µvµに正準方程式 (7)を適用すると、

∂µv
µ = ∂µΓ̇

µ = ∂µ(Ω
µν∂νH) = (∂µΩ

µν)∂νH +Ωµν(∂µ∂νH) = 0 (9)

を得る。ここで、Ωµν が定数行列であることと10、反対称性 Ωµν = −Ωνµを利用している。
これが Liouvilleの定理「正準方程式に従う限り、任意の相空間体積は保存する」である11。これは

状態数が保存することを意味しており、それは量子論のユニタリティに対応する。注目すべきは、(9)

は Ωµν の性質によって保証されており、ハミルトニアンの構造に全く依存しない点である。よって、
時間に依存するハミルトニアンであっても常に成立する。

3.2 準静的条件

「ピストンをゆっくり動かす」という準静的操作を数学的に定式化しよう。いま、ピストンの操作
に対応する時間の関数 V (t)を V (t) = V̄ (ϵt) with d

dτ V̄ (τ) = O(1) という、ϵに依らない関数形のも
のに取ろう。ここで、ϵ≪ 1は“ゆっくりさ”を表すパラメータであり、τ ≡ ϵtは体積の有意な変化を
表す“実質的な時間”である。実際に、tの微分は V̇ = ϵO(1) ≪ 1となる。このとき、準静的極限を

このような V (t)に対し、τi = ϵtiと τf = ϵtf を固定させながら、ϵ→ 0をとる (10)

と定義する12。これは「非常に長い実時間 tに渡ってゆっくりとピストンを動かしながら、その変化
は有意にマクロなものになっている」を意味している。
準静的極限 (10)の下で、物理的な解軌道 Γ̂∗が満たすべき条件は次である：∫ tf

ti

dt
dV

dt

∂H

∂V

∣∣∣∣
∗
=

∫ tf

ti

dt
dV

dt

⟨
∂H

∂V

⟩mc

E∗(t),V (t)

, (11)

E∗(t) = Ē(ϵt) with
dĒ(τ)

dτ
= O(1) (12)

ここで、E(t)は与えられた軌道 Γ̂をハミルトニアンに代入して得られる時間の関数E(t) ≡ H(Γ(t), V (t))

であり、Ē(ϵt)は ϵに依らない関数形である。
これらの物理的意味はとてもシンプルである。まず、(4)の下の議論を思い出すと、(11)は「（力学
的仕事）＝（熱力学的仕事）」を意味している。つまり、一つの解軌道 Γ̂∗に沿った時間発展でなされ
る一回の仕事が統計平均を取ったものに一致する。その結果、エネルギー保存則から、(12)は「エネ
ルギーは体積の変化と同じくらいゆっくりと変化する」を意味している。従って、これらを満たす解

9宿題５：V [Dt+∆t] =
∫
Dt+∆t

dΓ′ =
∫
Dt

∣∣∣ ∂Γ′µ

∂Γν

∣∣∣ dΓ に注目して、(8)を示せ。

10Darbouxの定理「局所的に Ωµν =

(
0 −1
1 0

)
となる座標が選べる」により、常にこれは可能である [3]。

11別の等価な表現としては「相空間の分布関数 ρ(Γ, V )が運動方程式の下で、 dρ
dt
|∗ = 0」がある [2]。

12このとき、どれ位 ϵを小さくとるかは系の緩和時間に依存する。以下を見よ。
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軌道 Γ̂∗は、図 1の熱力学的状態空間の断熱準静過程の曲線を実現する、一つのミクロな力学系の時
間発展を表していると言える。次に、これらがどのように成立するのかを見てみよう。
・条件 (11)の成立について　まず、一般の軌道 Γ̂に沿ったエネルギーの時間変化は

dE(t)

dt
= ∂µHΓ̇µ +

∂H

∂V
V̇ (13)

である。さて、時間 [ti, tf ]を時間間隔∆に分けてみよう：tk = k∆+ti (k = 0, 1, · · · ,K : tf ≡ K∆+ti).

ある１ステップでのエネルギーの変化は、(13)に正準方程式 (7)を使うと、次になる：

Ek+1∗ − Ek∗ =

∫ tk+1

tk

dt
dE

dt

∣∣∣∣
∗
=

∫ tk+1

tk

dt
∂H

∂V

∣∣∣∣
∗
V̇ = O(ϵ∆). (14)

ここで Ek∗ ≡ H(Γ∗(tk), V (tk))と書き、V̇ = O(ϵ)を利用した。また、
∫ tk+1

tk
dt∂H∂V |∗ = O(∆)を仮定

した（後で確認する）。(14)は、誤差O(ϵ∆)を除き、軌道は同じエネルギー面上にあることを表す。
いま、Γ∗(tk)が次の意味で熱力学的に典型的な点であったとする：

∂H

∂V
(Γ∗(tk), V (tk)) =

⟨
∂H

∂V

⟩mc

H(Γ∗(tk),V (tk)),V (tk)

. (15)

つまり、時刻 tkでの力学的圧力がそのときのエネルギーEk∗のミクロカノニカル平均と一致する。そ
こからピストンを動かすと、軌道はエネルギーEk+1∗面上に移動する。このとき、Ek+1∗面上の典型
的でない点になるかもしれない。だが、今の系はマクロには熱力学的に振舞う系を想定しているので、
緩和時間 tRが経過すれば、再び、Ek+1∗面上の典型的な点に緩和するはずである。従って、∆ ≫ tR

にとれば、時間 [tk, tk+1]のほとんどを典型的な点で過ごす。従って、(14)の誤差O(ϵ∆)を考慮して

1

∆

∫ tk+1

tk

dt
∂H

∂V
(Γk∗, Vk) =

⟨
∂H

∂V

⟩mc

H(Γk∗,Vk),Vk

+O(ϵ∆) (16)

が成立する。これが、時間依存した外部パラメータがある場合の、物理的なエルゴード性である13。
そして、(16)の両辺に V̇∆をかけて、和

∑K
k=0を取ると、次を得る：

K∑
k=0

∫ tk+1

tk

dtV̇
∂H

∂V
(Γk∗, Vk) = ∆

K∑
k=0

V̇

⟨
∂H

∂V

⟩mc

H(Γk∗,Vk),Vk

+O(ϵK∆)O(ϵ∆). (17)

準静的極限 (10)に従って、ϵK∆ = τf − τiを固定しながら、ϵ∆ → 0にとれば、(11)が成立する。つ
まり、系の詳細で決まる tRに対し、tR ≪ ∆ ≪ ϵ−1となるように ϵを選べばよい。
・条件 (12)の成立について　∆(≫ tR)に対して、(14)は、(16)より、

Ek+1∗ − Ek∗ =

∫ tk+1

tk

dtV̇
∂H

∂V

∣∣∣∣
∗
= V̇∆

⟨
∂H

∂V

⟩mc

H(Γk∗,Vk),Vk

+O(ϵ2∆2) = O(ϵ∆)O(1) (18)

となる。これは
∫ tk+1

tk
dt∂H∂V |∗ = O(∆)であることを意味し、そして、∆(≫ tR)の解像度での時間の関

数E∗(t)は (12)を満たすことを表している14。

13いわゆるエルゴード定理はここでは考えていない。むしろ、「∆ ≫ tR ならば、緩和が生じ、時間平均量は統計平均量
で評価できる」という、大自由度系おける物理的経験則に動機づけられている [2]。

14もしこれよりも細かい解像度で見た場合には、(12)の関数形にはならない。より一般的には、振動数 ω ≫ 1/tR で振
動する有界関数 g(t)を含む、E(t) = Ē(ϵt) + ϵg(t)の形をしていると考えられる。そして、∆t≫ tR で見れば、その振動

部分は平均として消える。ゆっくり変化するばね定数の調和振動子 H = p2

2
+ 1

2
k̄(ϵt)q2 でこの形を具体的に確認できる。
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3.3 断熱定理

断熱定理の直観的説明から始めよう。そのために、定義 (3)におけるΩ(E, V )はエネルギーEの超
曲面で囲まれた相空間体積であることを思い出す。次に、Liouvilleの定理 (9)はどのような時間発展
であっても、初期の相空間体積は保存することを意味していた。そして、準静条件 (11)(12)から次が
言える：相空間内のエネルギーE∗(0)の超曲面上の様々な点から出発した様々な解軌道は各時刻 t（解
像度∆ ≫ tRで考えて）においてみな共通のエネルギーE∗(t)の超曲面上にある（図 1右の軌道たち
はこれを表している）15。従って、Ω(E∗(t), V (t))は保存する。
次に、これを数式で表そう。そのためには、準静的極限 (10)において、時間の関数としてのエント
ロピー S(t) ≡ S(H(Γ(t), V (t)), V (t)) の時間変化を解軌道 Γ̂∗に沿って考えればよい：

S∗(tf )− S∗(ti) =

∫ tf

ti

dt
dS∗
dt

=

∫ tf

ti

dt

(
β∗
dE∗
dt

− β∗

⟨
∂H

∂V

⟩mc

E∗(t),V (t)

dV

dt

)

=

∫ tf

ti

dtβ∗(∂µHΓ̇µ)∗ +

∫ τf

τi

dτβ∗(τ)

(
∂H

∂V

∣∣∣∣
∗
−
⟨
∂H

∂V

⟩mc

Ē∗(τ),V̄ (τ)

)
dV̄

dτ

=

∫ tf

ti

dtβ∗(∂µHΓ̇µ)∗

= 0. (19)

ここで、全体で準静条件 (12)を使い、β(τ) ≡ β(Ē(τ), V̄ (τ))である。また、２行目で恒等式 (4)を、
３行目でエネルギー保存則 (13)を、４行目で準静条件 (11)を16、最後に正準方程式 (7)を使った17。

4 熱力学的整合軌道

前節では、解軌道に限定し、(11)と (12)を議論したが、実は、解でなくでもこれらの条件は成立し
うる。その重要な例は等温準静過程に対応する軌道である。いま、断熱ピストン系の壁を、熱を透過
する壁に置き換え、それをより大きな熱浴に入れた合成系を考えよう。その状態は全体の相空間の点
Γtot = (Γ,ΓB)で表され、ハミルトニアンはHtot(Γtot, V ) = H(Γ, V )+HB(ΓB)+Hint(Γ,ΓB)で与え
られる。系全体の時間発展は Γ̇µ

tot = Ωµν
tot∂νHtotで決まる。このとき、ピストンをゆっくり動かすと、

物理的な解軌道 Γ̂tot∗は (11)(12)を満たす。そして、Γ̂tot∗をピストン系の部分相空間へ射影した成分
Γµは、もちろん、ピストン系だけの運動方程式 (7)を満たさない。しかし、アンサンブルの等価性18

のおかげで、その Γµは (11)(12)と同じ形の式を満たす。

15もう少し説明しよう。いま、エネルギー E の超曲面上の２点 ΓA と ΓB それぞれを初期値とする解軌道 Γ̂∗A と Γ̂∗B を
考える。普通のエネルギー変化は（(14)のように）∂H

∂V
(Γ(t), V (t))のせいで Γ̂∗A と Γ̂∗B で異なる値をとる。しかし、もし

条件 (11)が満たされていれば、初期エネルギーが同じ (E = H(ΓA, V (0)) = H(ΓB , V (0)))なので、(18)に従って、同じ
エネルギーだけ変化する。よって、Γ̂∗A と Γ̂∗B は、解像度が∆ ≫ tR である限り、各時刻で共通のエネルギー面上にある。

16ここでは、β∗(τ) はゆっくり変化する熱力学量の関数であることより、
∫ τf
τi
dτβ∗(τ)

(
∂H∗
∂V

−
⟨
∂H
∂V

⟩mc

Ē∗(τ),V̄ (τ)

)
dV̄
dτ

=∑K
k=1 β∗(τk)

∫ τk+1

τk
dτ

(
∂H∗
∂V

−
⟨
∂H
∂V

⟩mc

Ē∗(τ),V̄ (τ)

)
dV̄
dτ
と分解し、(11)を使った。

17一般に、∂µHΓ̇µ = 0が断熱条件と見なせる。(13)を熱力学第一法則 δE = δQ− pδV と比較すれば、 d′Q
dt

= ∂µHΓ̇µ

と見なすのは自然であろう。さらに「熱＝ミクロな構成粒子同士の直接の相互作用によるエネルギーのやり取り」を思い出
す。外部のミクロな自由度 Γ′ との相互作用Hint(Γ,Γ

′)がある場合、系の自由度 Γの運動方程式は Γ̇µ = Ωµν∂ν(H +Hint)
のようになり、∂µHΓ̇µ|∗ ̸= 0となる。従って、理想的な（または近似的な）断熱系の場合に、∂µHΓ̇µ = 0となる。

18熱力学的圧力がカノニカル平均とミクロカノニカル平均で一致すること。[1]の Supplemental Materialを見よ。
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従って、条件 (11)と (12)は、断熱準静過程に限らず、任意の熱力学的準静過程19と整合的なミク
ロな力学系の軌道 Γ̂が満たす条件だと考えられる。そこで、熱力学的整合軌道 (Thermodynamically

Consistent Trajectory)を、準静極限 (10)の下で次を満たす軌道 Γ̂として定義しよう：∫ tf

ti

dt
dV

dt

∂H

∂V
=

∫ tf

ti

dt
dV

dt

⟨
∂H

∂V

⟩mc

E(t),V (t)

, E(t) = Ē(ϵt) with
dĒ(τ)

dτ
= O(1). (20)

熱力学的整合軌道は、必ずしも、与えられた準静操作 V̄ (ϵt)に応じた実際の時間発展（つまり図 1左
上の準静過程の曲線）を表す相空間軌道ではないことに注意する。というのも、この定義は運動方程
式の解かどうかに依存しないからだ20。与えられた V̄ (ϵt)の下で、選んだ軌道 Γ̂に沿ったエネルギー
E(t)と仕事

∫
dt∂H∂V V̇ が、熱力学的準静過程の条件 (11)(12)と同じ形の方程式 (20) を満たすかどう

かである。このような意味で熱力学の振る舞いと整合的な軌道たちに作用の定義域を限定したとき、
どのような構造が作用に創発されるのかを６節で問題にしていく。

5 ネーターの定理

ネーターの定理は連続的対称性と保存則を結びつける。いま、一般の作用 I[q̂]が与えられたとする。
ある変換則Gに従って軌道を無限小変換 q̂ → q̂ + δGq̂させたとき、もし作用の変分 δGI が全微分型
になるならば21、その系は変換Gに関し対称性があると言う。つまり、次を満たす関数 ψ(q, q̇, t)の存
在が変換Gが対称性であるための条件である22：

δGI = η

∫ tf

ti

dt
dψ(q(t), q̇(t), t)

dt
. (21)

ηは無限小パラメータである (δG = O(η))。一方で、保存則は、ある物理量OG(t)が解軌道 q̂∗に沿って
変化しないことである： d

dtOG(t)
∣∣
∗ = 0。ネーターの定理はこの保存則と (21)の等価性を与える [3, 4]。

5.1 具体例：t → t+ ηξ(q, q̇, t)

次節の準備として、時間の一般座標変換 t→ t′ = t+ ηξ(q, q̇, t) を考えよう。ここで ξはある与えら
れた任意関数である。この講義では変換則を受動的にとらえることにする。すると、これはただの時
間座標の取り換えなので、粒子の位置は変化しない:q′(t′) = q(t)。一方で、ピストンの動かし方（V (t)

の関数形）は固定してあるので、V ′(t′) = V (t′)となる。よって、変換Gは次である：

G : t→ t′ = t+ ηξ(q, q̇, t), q(t) → q′(t′) = q(t), V (t) → V ′(t′) = V (t′). (22)

この変換Gに対する変分 δGI を求めよう。そのために、任意の関数 f(t)に対する変換則が

δGf ≡ f ′(t′)− f(t)

= f ′(t)− f(t) + ηξ
df

dt
(t) +O(η2)

≡
(
δ̄G + ηξ

d

dt

)
f +O(η2) (23)

19任意の熱力学的準静過程は断熱準静過程と等温準静過程の組み合わせで構成できることに注意せよ。
20もちろん、実際の時間発展は解軌道が与える。それは熱力学的整合軌道（図 1の相空間の軌道の一つ）であり、熱力学

的状態空間の断熱曲線を表す。ちなみに、解でない熱力学的整合軌道が一般にどれだけたくさん存在するのかは不明である。
21この変分の計算をするとき、運動方程式を使ってはいけない。
22なぜこれが対称性の条件なのか？実は、この条件が満たされているとき、解 q̂∗ を変換した q̂∗ + (δGq̂)∗ も解になって

いる。この意味で dynamical symmetry と呼ばれる [4]。具定例 (22)の場合には、これを簡単にみることができる [1]。
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で与えられることを利用する。ここで δ̄Gは関数形自体の変化を表している。これを使うと次を得る23：

δ̄Gq = −ηξq̇, δ̄Gq̇ = −η d
dt
(ξq̇), δ̄GV = 0. (24)

さらに、これを使えば次が示せる24：

δGI ≡
∫ t′f

t′i

dt′L(q′(t′), q̇′(t′), V ′(t′))−
∫ tf

ti

dtL(q(t), q̇(t), V (t))

= η

∫ tf

ti

dt

(
−ξq̇E − d

dt
(ξE)

)
+O(η2). (25)

ここで、E ≡ ∂L
∂q − d

dt
∂L
∂q̇ であり、Eはエネルギー (2)である。これは任意の関数 ξに対して成立する。

いま、ある特別な ξが対称性だとすると、(21)が成立する。それと (25)を等号で結べば、

−
∫ tf

ti

dtξq̇E = (ψ + ξE)|tfti (26)

を得る。従って、これを満たす ψが存在することが、変換 (22)が対称性であるための条件である。こ
のとき、ネーターの定理がすぐにわかる。解軌道 q̂∗は E∗ = 0を満たし、(26)の右辺がゼロになる。
よって、その軌道上のどの２つの時刻でも量 ψ + ξEが同じである。つまり、ψ + ξEが保存する25。

6 対称性の導出

では、これまでの準備に基づいて、エントロピー保存則 (19)に対応する対称性を導出しよう。その
ために、時間の一般座標変換 (22)の特別な場合として、

t→ t′ = t+ ηΞ(E(q, q̇, V (t)), V (t)) (27)

というものを考える。つまり、エネルギー E(q, q̇, V (t))と体積 V (t)というマクロな量によって生じ
る時間の一般座標変換である。これが対称性であるための条件は、(26)を満たす ψが存在することで
ある。それはΨ(E(q, q̇, V (t)), V (t))という形をしていると期待できる。従って、もし∫ tf

ti

dtΞ

(
dE

dt
− ∂H

∂V
V̇

)
=

∫ tf

ti

dt
d

dt
(Ψ + ΞE) (28)

を満たすΨが存在すれば、(27)は対称性である。ここで、恒等式 dE
dt = −q̇E + ∂H

∂V V̇ を使った
26。と

ころで、エントロピーは断熱準静過程でのみ保存したことを思い出すと、この対称性条件 (28)は一般
的には満たされないと考えられる。そこで、準静極限操作 (10)をとり、作用 (1)の定義域を熱力学的
整合軌道 (20)に限定しよう。まず、(20)の下で (28)を等価変形すると、対称性条件を満たす変換が
確かに存在することがわかる (Step1)。次に、熱力学的性質を利用し (Step2)、さらに次元解析をする
ことにより (Step3)、その変換の候補が一つに絞られる。それがエントロピーを導く対称性である。

23宿題６：(24)を確認せよ。ヒント：q̇′(t′) ≡ dq′(t′)
dt′ = (1− ηξ̇)q̇(t) を示し、定義 δGq̇ ≡ q̇′(t′)− q̇(t)を利用せよ。

24宿題７：(25) を示せ。ヒント：まず、ヤコビアンに注意して t 座標で書き直し、(23) を適用して、δGI =∫ tf
ti
dt

(
δ̄GL+ η d

dt
(ξL)

)
+O(η2)を示す。そして、δ̄GLに (24)を適用する。

25特別な例：もし V が一定ならば、時間の一様並進対称性 (ξ = 1)が存在して、エネルギー E が保存する (ψ = 0)。実
際に、(28)で V̇ = 0, ξ = 1と置けば、保存量 ψ + ξE = E がすぐにわかる。

26宿題８：エネルギーの定義式 (2)を全微分して、これを示せ。
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Step1　準静極限 (10)をとり、熱力学的整合軌道の定義 (20)を利用すると、(28)は次になる：∫ τf

τi

dτΞ

(
dĒ

dτ
−
⟨
∂H

∂V

⟩mc

Ē(τ),V̄ (τ)

dV̄

dτ

)
=

∫ τf

τi

dτ
d

dτ
(Ψ + ΞĒ). (29)

ここで Ξ(Ē, V̄ ),Ψ(Ē, V̄ )であるので、この式の力学変数は Ē(τ)だけである。つまり、熱力学的整合
軌道に限定することにより、相空間のミクロなダイナミクス Γ(t)が熱力学的状態空間のマクロなダイ
ナミクス Ē(τ)に簡約された。以下では、Ē, V̄ をただE, V と書く。
準静極限 (10)下では (29)は任意の τf に対し成立するべきなので、被積分関数で等号が成立する：

Ξ

(
dE −

⟨
∂H

∂V

⟩mc

E,V

dV

)
= d(Ψ + ΞE). (30)

これを眺めると、右辺が２変数 E, V の全微分になっていることに気づく。従って、この条件が満た
されるためには、左辺も全微分でなければならない。つまり、対称性条件 (29)は全微分条件(

∂Ξ

∂V

)
E

=

(
∂

∂E

(
−Ξ

⟨
∂H

∂V

⟩mc

E,V

))
V

(31)

に書き換えられる。これを右辺にまとめ、そして次のように変形することができる：

0 =
∂

∂V

(
Ξβ−1 ∂S

∂E

)
− ∂

∂E

(
Ξβ−1 ∂S

∂V

)
=

∂

∂V
(Ξβ−1)

∂S

∂E
− ∂

∂E
(Ξβ−1)

∂S

∂V

≡
∣∣∣∣∂(Ξβ−1, S)

∂(V,E)

∣∣∣∣ . (32)

ここで、一行目は恒等式 (4)を利用し、二行目は互いにキャンセルする項があることに注意し、そし
て、三行目は関数行列式である。これの解は

Ξβ−1 = F(S) (33)

である27。ここでF(S)はエントロピー Sの任意関数であり、特にそれは V に陽に依らない。こうし
て、熱力学的整合軌道に対して、Ξ = βF(S)という対称性が出現することが示された28。そのネー
ター保存量は、(26)の結果を利用すれば、

Ψ+ ΞE =

∫ S

dS′F(S′) (34)

であることがわかる29。つまり、エントロピーの任意関数が保存する。
Step2　熱力学的性質を要請し、F(S)の関数形を絞り込もう。いま、ネーター保存量 (34)が示量的

だとする。示量的な量Aとは、系のサイズを（その材質は同じままで）スケール倍 (V,N) → (λN, λV )

27宿題９：u1 = f1(x1, x2), u2 = f2(x1, x2)に対し、∂u1
∂x1

̸= 0かつ
∣∣∣ ∂(u1,u2)
∂(x1,x2)

∣∣∣ = 0 であるとする。このとき、u1 と u2 が

関数関係 u2 = g(u1)にあることを示せ。ヒント：x1 = x1(u1, x2)と解きなおし、(u1, x2)を独立変数と見なし、そして、
u1 = f1, u2 = f2 をそれぞれ x2 で微分してみよ。すると、 ∂u2

∂x2
= 0がわかる。

28等温系の熱力学的整合軌道に対しては、熱浴との相互作用のせいで、この対称性は存在しない。
29宿題１０：(34)を示せ。ヒント：(33)を (30)の左辺に代入し、(4)を使えばよい。
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したとき、同じくA→ λAとなる量のことである。エネルギーはその例である。すると、Ψ+ΞE →
λ(Ψ+ΞE)となる。よって、Ψは示量的であり、Ξは示強的である。また、温度 βも示強的であるの
で、(33)より、F(S)は示強的である。ところで、F(S)は陽には V に依存しない。従って、そのよ
うな示強的な関数は１粒子当たりエントロピー s ≡ S

N の関数である：F(S) = F̄(s;M)。ここで sの
関数形が材質M にどのように依存するかを陽に表した。
熱力学的な系の大切な性質の一つは相加性である30。いま、材質MAとMBからなる部分系A,Bが
互いに熱的に接触し、一つの合成系を成し、作用 (1)で表されているとする。このとき、全体で時間
は一様なので、変換 (27)の Ξはどこでも同じである：ΞA = ΞB。また、平衡では温度 β−1は互いに
等しい：βA = βB。従って、(33)より、次が成立する：

F̄(sA;MA) = F̄(sB;MB). (35)

もしMA =MB =M ならば、(35)は F̄(sA;M) = F̄(sB;M)となる。これは任意の sA, sB に対し
て成立するので31、F̄ は sに依らないことがわかる：F̄(s;M) = c(M)。今度は、もしMA ̸= MB な
らば、(35)は、c(MA) = c(MB)がどんなMA,MB にも成り立つことを意味する。従って、F̄ はM

にも依らない普遍的な定数であることがわかる：F̄ = c0。
Step3　上記のように、F は系の状態にも詳細にも全く依存しない不変定数 c0であることがわかっ

た。ここで、(33)に対して次元解析を適用すると、c0は作用の次元をもつことがわかる。そのような
普遍的な定数は Planck定数 ℏしかありえない：c0 = aℏ（a：比例定数）。
結果　以上より、(27)と (33)と F = ℏ（a = 1として）より、作用 (1)の定義域を熱力学的整合軌

道 (20)に限定すると
t→ t+ ηℏβ(E(t), V (t)) (36)

という対称性が出現することがわかった32。そのネーター保存量 (34)はエントロピーそのものである：

Ψ+ ΞE = ℏS. (37)

こうして、熱力学エントロピーはこの対称性 (36)のネーター保存量として一意的に特徴づけられる33。

7 未来へ

この対称性 (36)は一体何を意味しているのだろうか？それを理解するには、「対称性によってエン
トロピーを特徴づける」という考え方を様々な方向から推し進め、そこから得られる知見を集めてい
く必要がある。ここでは二つの発展を紹介する。

7.1 熱力学的状態空間上の経路積分とエントロピー保存則

「対称性によってエントロピーを特徴づける」という見方は量子論でも成立するだろうか？また、
この対称性があるときエントロピーが保存するが、この対称性が破れているときエントロピーは増大
するだろうか？

30２つの（異なる材質でもよい）系を合わせて１つの系と見なすとする。その合成系の平衡状態を、元の２つの系の平衡
状態を特徴づける量の和によって特徴づけることができる量を相加的な量という。例：エネルギー、エントロピー。

31各体積 VA, VB を変えることにより、sA, sB の値を自由に変えることができる。
32これは、エネルギー保存則に対応する t→ t+ η と大きく異なり、時間についての非一様な並進であることに注意しよ

う。しかも、β(H(Γ(t), V (t)), V (t))のように、系の状態 Γに依存する対称性である。
33導出手順から一意性が言える。もし V を固定すると、系は時間並進対称性をもち、エネルギーの任意関数が保存する。

詳しくは [1]の Supplemental Materialをみよ。
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いま、時間依存した外場 h(t)中における熱的に孤立した量子多体系（例：磁場中のスピン系）を
考え、ハミルトニアンを Ĥ(h(t))とする。熱力学では、この系の平衡状態は熱力学的状態空間上の点
(E, h)で表される。一方、量子力学では、系の波動関数 |Ψ(t)⟩の時間発展はミクロな力学変数 qの経
路積分で表せる。我々は熱力学的状態空間上の経路積分として波動関数を表した [5]（図 2）。

図 2: 熱力学的状態空間上の経路積分表示としての波動関数

まず、通常の経路積分表示を作るとき、各時刻における完全系 1 =
∫
dq|q; t⟩⟨q; t| を構成し、プロパ

ゲーター ⟨q′; t′|q; t⟩を評価し、そして、連続極限をとることを思い出す。そこで、熱力学的変数 (E, h)

でラベルされる完全系を構成し、相当するプロパゲーターをN ≫ 1の性質を利用して評価し、最後
に補助的な力学変数 θ(t)を導入する。すると、次を得る34：

|Ψ(t)⟩ =
∫

DSDθe
i
ℏ Ieff [Ŝ,θ̂]|Sf , hf ⟩. (38)

Ieff [Ŝ, θ̂]が熱力学的状態量を力学変数としたときの有効作用である。
特に、外場 h(t)がゆっくり変化するとき、有効作用は

Ieff [Ŝ, θ̂] =

∫
dt

[
−E(S(t), h(t))− ℏθ(t)

dS(t)

dt
+ o(N)

]
(39)

の形をしている。これは組 (S, ℏθ)が正準共役であることを示している。この運動方程式は dS
dt = 0, dθ

dt =
1
ℏβ である。つまり、エントロピーは保存し、時間 tと変数 θの間には dt = ℏβdθ の関係がある。実
は、この準静的操作の下では、有効作用 (39)だけでなく、波動関数 (38)のレベルで、

θ → θ + η (40)

という対称性が現れる35。その結果、エントロピー演算子 Ŝ(h) ≡ logD(Ĥ(h), h)の期待値 ⟨Ψ(t)|Ŝ(h(t))|Ψ(t)⟩
が保存する（D(E, h)：状態密度）。ここで、dt = ℏβdθと (40)を組み合わせれば、この対称性はまさ
に (36)の形をしていることがわかる：

θ → θ + η ⇐⇒ t→ t+ ηℏβ. (41)

このように、古典論に基づいて得られた「対称性によってエントロピーを特徴づける」という見方
は量子論でも成立する。だが、両者の定式化は大きく異なり、その関係性は明確ではない。もう一つ
注目すべきことは、(38)は任意の操作過程 h(t)に対して適用できることである。従って、それは非平
衡過程も表現できるので、この定式化から第二法則を調べられる可能性がある。

34ここで、熱力学的関係式 S = S(E, h)より、与えられた hの下で、E の代わりに S を独立変数にしてある。
35実は (38)は非自明な積分測度をもつが、準静的操作では (40)の下で不変である。
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7.2 蒸発するブラックホールのエントロピー

Hawkingは、星が重力崩壊しブラックホールになる過程の時空上で、量子場の時間発展を解いた
[6]。その時間変化する時空中で粒子が生成され、ブラックホールはエネルギーを放出することが示さ
れた（Hawking輻射）。注目すべきは、質量M のブラックホールの場合、その粒子数分布が温度

TH =
ℏc3

8πGM
(42)

のPlanck分布 (ただし graybody factorを含む)の形をしていることである36。つまり、ブラックホー
ルは同じ温度 TH の熱浴と平衡になる熱力学的物体であると考えられる。
いま、ブラックホールを熱浴中で可逆的に形成することを考える。その過程でブラックホールに蓄

えられるエントロピーは、Clausius関係式 δS = δQ
T を使い、δQ = d(Mc2)と解釈すれば、次のよう

に計算される：

SBH =

∫
dQ

T
= c2

∫ M

0

dM ′

TH(M ′)
= c2

8πG

ℏc3
M2

2
=

A

4l2p
. (43)

ここで、a = 2GM
c2
を Schwarzschild半径としたとき、A = 4πa2 はブラックホールの表面積であり、

lp =
√

ℏG
c3

∼ 10−35mは Planck長さである。従って、ブラックホールは３次元空間の物体であるにも
関わらず、その２次元表面積でエントロピーが与えられる（ホログラフィ性）。では、Boltzmannのエ
ントロピー (3)の立場から見た場合、その微視的起源は何だろうか？それは未だに明確な答えはない。
一般相対論は一般座標変換に対し不変な理論である。実は、定常なブラックホールのエントロピー

は、ホライズン上の特別な時間 vの変換37

v → v + ηℏβH (44)

に関するネーターチャージとして定式化することができる [7]。ここで βH はHawking温度 (42)の逆
温度である (βH = 1/TH)。この物理的な意味は未だにわからない。だが、注目すべきは、この対称性
(44)は本講義の結果である対称性 (36)と同じ形をしている点である。
さて、Hawking輻射の発見により、量子論的にはブラックホールは蒸発することがわかった。しか
し、これと「古典論的にはブラックホールはホライズンの存在によって特徴づけられる」を同時に考
慮すると問題が生じる。いま、物質の崩壊によりブラックホールが形成されたとする。従来の議論で
は、物質は自らの情報を保ったまま Schwarzschild半径を通り過ぎ、ホライズンが形成され、そして
Hawking輻射が放出される。このとき、エネルギーは出ていくが、中に入った情報はホライズンによ
り出てこられない。よって、輻射に初期状態が反映しない。もしそのまま完全に蒸発すると、情報は
消えてしまう（情報問題）。この意味で、ホライズンの存在は量子力学の原理と整合的ではない。
では、量子力学における“ブラックホール”とは一体何なのだろうか？そこで、我々は、量子力学

の枠組みで物質と時空の両方のダイナミクスを同時に考えて、物質が重力崩壊したら一体何ができる
のかをもう一度考えた [8, 9]。具体的には、半古典的Einstein方程式38を self-consistentに解き、４次
元球対称崩壊物質の時間発展を解析した。ここで重要なのは、時間依存した計量では粒子生成が一般
に生じるため、物質が崩壊している最中で、Hawking輻射がホライズン形成前に生じることである。
この蒸発により時空も時間変化すること（back reaction）を考慮しながら物質の運動を解析すると、

36ただし、この計算は pure state (真空状態) で行われているため、通常の thermal stateでの Planck分布ではない。
37v はホライズン上の Killingパラメータである。
38時空は古典的計量 gµν として、物質は量子場 ϕ̂として扱い、その時間発展方程式は Gµν = 8πG⟨T̂µν⟩とする近似。こ

こで、⟨T̂µν⟩はエネルギー運動量テンソル演算子のある状態での期待値である。これは一種の平均場近似である。

《講義ノート》 物性研究・電子版　Vol. 7, No. 2, 072218 （2018年11月号）



物質はそれ自身の Schwarzschild半径を決して通り過ぎないことがわかった39。その結果、物質はそ
のまま小さくなり、ホライズンも特異点もない半径R = a+ 2σ

a の高密度な星になり、そして蒸発す
る（図 3）。ここで σは Hawking輻射の強度を表すが、a ≫ 2σ

a であるために、外からこれを見ると
ほとんど従来のブラックホールのようにみえる。これが量子的なブラックホールの候補である。

図 3: 半古典的 Einstein方程式の self-consistentな解としての蒸発するブラックホール

その内部には崩壊物質とHawking輻射が詰まっており、最終的にはその情報は戻ってくると期待で
きる [9]。特に、熱浴中で可逆的に形成された定常なブラックホールの場合には、内部のエントロピー
密度 sを評価することができ、それを内部の固有体積で積分すると、

S =

∫
V
dV s =

A

4l2p
(45)

となる。これは情報が内部に保存されていることを示唆している。
物質と時空のダイナミクスを同時に扱った結果 (45)と、(36)と (44)の類似性は、物質と時空のエ

ントロピーを対称性から統一的に定式化できる可能性を示唆しているのではないだろうか。
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