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1. Introduction

Bridgeland は [B1] で三角圏 D 上の安定性条件の概念を導入し, また D 上の
安定性条件の空間 Stab(D) が複素多様体の構造を持つことを示した. 特に D の
Grothendieck群 K(D), あるいはその数値的 Grothendieck群 N (D) が Z 上有限ラ
ンクなら, Stab(D) 局所的にベクトル空間 HomZ(K(D),C) (または HomZ(N (D),C)
)と同型となる. しかしながら,次数付き代数の次数付き加群の導来圏を考えたり, あ
るいは代数多様体が C∗-作用を持つときの C∗-同変連接層の導来圏を考えると, 上の
Grothendieck群が Z 上有限ランクであるという仮定は一般に満たされなくなり, 通
常の意味での Bridgeland安定性条件の空間はよく振る舞わないことがわかる. しか
しながらこういった場合は, Grothendieck群は Z上のランクは有限にならないもの
の, 適度な仮定の下で Laurent多項式環 R = Z[q, q− 1] 上のランクは有限になる. そ
こで, こういった状況での自然な Bridgeland安定性条件の拡張であると思われる, 著
者とその共同研究者の Yu Qiuが [IQ] の中で導入した q-安定性条件と言うものにつ
いて解説するのが本稿の目的である.

著者と Yu Qiuは純粋に表現論的な動機から 2重次数付きの Calabi-Yau代数の研
究の中でこの q-安定性条件を導入したが, このときは Weyl群をHecke環に変形する
パラメーターが一つ現れて来たのでそれを q と呼ぶことにした.その後気づいたこと
であるが, これは代数の導来圏が連接層の導来圏と圏同値になっている場合には, C∗-

同変連接層のGrothendieck群を取った時の同変パラメーターに対応していることが
わかった. なので q-安定性条件とは, 幾何学的なセッティングでは C∗-同変安定性条
件のようなものである.

2. Bridgeland安定性条件の空間

本稿を通して, 三角圏 D は体 k 上線形であるとする.

2.1. Bridgeland安定性条件の空間. ここではまず最初に, [B1]に従い三角圏のBridge-

land安定性条件の定義を確認し,その後に安定性条件の空間の構造に関するBridgeland

の基本定理について説明する.

D を三角圏とし, K(D) をその Grothendieck群とする. また, 三角圏対象 E ∈ D
に対して, その次数 n シフトを E[n] ∈ D と書く.
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Definition 2.1 ([B1]). D 上の Bridgeland 安定性条件 σ = (Z,P) とは, 中心電
荷と呼ばれる群準同型 Z : K(D)→ C と, スライシング と呼ばれる実数 φ ∈ R でパ
ラメトライズされた充満部分加法圏 P(φ) ⊂ D の族 P = {P(φ)} φ∈R であって, 以下
の公理 (a), (b), (c), (d) を満たすのもである.

(a) 対象 0 ̸= E ∈ P(φ) に対して, ある正の実数 m(E) ∈ R>0が存在して, その
中心電荷は Z(E) = m(E)eiπφ となる.

(b) 任意の φ ∈ R に対して, P(φ+ 1) = P(φ)[1] が成り立つ.

(c) φ1> φ2であるとき Ai ∈ P(φi) (i = 1, 2) に対して HomD(A1, A2) = 0 が成
り立つ.

(d) 対象 0 ̸= E ∈ D に対して, 完全三角形の列

0 = E0
!! E1

""☎☎
☎☎
☎☎
☎

!! E2

""☎☎
☎☎
☎☎
☎

!! . . . !! Em− 1
!! Em

##✂✂
✂✂
✂✂
✂

A1

$$✿
✿
✿
✿

A2

$$✿
✿
✿
✿

Am

%%❆
❆
❆
❆

= E

であって,

φ1> φ2> · · · > φm

と Ai ∈ P(φi) となるものが存在する.

スライシング P(φ) に含まれるゼロではない対象は, フェイズ φ の半安定対象と
呼ばれる. 言い換えると, 充満部分加法圏 P(φ) ⊂ D はフェイズ φ の半安定対象と
ゼロ対象から成る部分圏である. 上述の公理 (d) は, 任意の対象がフェイズの減少し
ていく半安定対象たちで分解できることを主張する公理である. この公理 (d) による
完全三角の列は, 対象 E に対するHarder-Narasimhanフィルトレーションと呼ば
れる.

ここで [KS]に従い, 安定性条件に対する台性質を導入する. 以下, K(D) が Z 上有
限ランクを仮定する. また, 有限次元ベクトル空間 K(D)⊗Z R 上のノルム ∥·∥を一
つ固定する. 安定性条件 σ = (Z,P) に対し, ある定数 C > 0 が存在して, 任意の半安
定対象 E に対して

(2.1) C · |Z(E)| > ∥[E]∥

が満たされる時, 安定性条件 σ は台性質を持つという.

ここで安定性条件の空間を考える. Stab(D) を D 上の安定性条件で, 台性質を持つ
もの全てを集めた集合とする. この集合 Stab(D) を D 上の安定性条件の空間と呼ぶ.

以下でBridgelandによる安定性条件の空間の構造に関する基本定理を述べる. ここで
K(D) が Z 上有限ランクという仮定から, 中心電荷が値を取る空間 HomZ(K(D),C)
は有限次元複素ベクトル空間であることに注意しておく.
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Theorem 2.2 ([B1], Theorem 1.2). 安定性条件の空間 Stab(D) には自然な位相が
存在し, 中心電荷を取る写像

Z : Stab(D)→ HomZ(K(D),C), (Z,P) '→ Z

は位相空間の局所同型写像になる. 特にこの写像 Z により,安定性条件の空間 Stab(D)

に複素多様体の構造が誘導される.

Remark 2.3. より正確には, 原論文 [B1]において Bridgelandは台性質を持つ安定
性条件ではなく, 局所有限性 [B1, Definition 5.7] を持つ安定性条件を考えている. こ
の局所有限性と台性質の関係性については, [BM, Appendix B]で詳しく調べられて
いる. 具体的には [BM, Proposition B.4]により, 安定性条件が局所有限かつ full[B2,

Definition 4.2] であることと, 台性質を持つことが同値であることが知られている.

2.2. 数値的安定性条件. 前節では三角圏 D のGrothendieck群 K(D) が Z 上有限ラ
ンクであるという仮定の下で安定性条件の空間 Stab(D) が有限次元複素多様体にな
ることを見たが, 一般にこの仮定が満たされるとは限らない. 例えばX を滑らかなC
上の射影代数多様体としたとき, その上の連接層の導来圏 Db(CohX) は一般にこの
仮定を満たさない. しかしながら, そういった場合も数値的Grothendieck群が有限ラ
ンクであれば, 数値的安定性条件を考えることで, 同様の定理が成り立つことについ
て説明する.

以下, 三角圏 D はHom-finite, すなわち任意の対象 E,F ∈ D に対して
∑

i∈Z
dimk HomD(E,F [i]) <∞

であると仮定する. K(D) 上のEuler 形式 χ : K(D)×K(D)→ Z を

χ(E,F ) :=
∑

i∈Z
(−1)i dimk HomD(E,F [i])

により定義する.

Definition 2.4. D の数値的Grothendieck群 N (D) を

N (D) := K(D)/K(D)⊥

により定義する. ここで

K(D)⊥ := { [F ] ∈ K(D) |任意の [E] ∈ K(D) に対して χ(E,F ) = 0 }

である. 特に N (D) が Z 上有限ランクの時, D は数値的有限であると言う.

数値的有限であるような三角圏の例として以下がある.
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Example 2.5. X を C 上の滑らかな射影代数多様体とし, D := Db(CohX) を X

上の連接層の導来圏とする. X がコンパクトなので D はHom-finiteになる. このと
き, chern指標

ch: K(D)→ H∗(X;Q)

を考えると,その kernelは K(D)⊥ で与えられる. これは例えばHirzebruch-Riemann-

Rochの定理を使えばわかる. よって, chern指標は同型

ch: N (D)⊗Z Q ∼−→ H∗(X;Q)

を与えるので, N (D) は Z上有限ランクであり, Dは数値的有限であることがわかる.

Definition 2.6. D上の安定性条件 σ = (Z,P) の中心電荷 Z : K(D)→ C が数値的
Grothendieck群N (D) を経由するとき, σ を数値的安定性条件と言う. D 上の数値
的安定性条件で, 台性質を持つもの全てを集めた集合を StabN (D) と書く.

すると, 先程と同様の以下の定理が成り立つ.

Theorem 2.7 ([B1], Corollary 1.3). D を数値的有限な三角圏とする. このとき, 数
値的安定性条件の空間 StabN (D) には自然な位相が存在し, 中心電荷を取る写像

Z : StabN (D)→ HomZ(N (D),C), (Z,P) '→ Z

は位相空間の局所同型写像になる. 特にこの写像 Z により, 安定性条件の空間
StabN (D) に複素多様体の構造が誘導される.

2.3. 安定性条件の空間への群作用. 安定性条件の空間には自然な C-作用と Aut(D)-

作用が存在する. これについて説明をする.

最初に C 作用について説明をする. 安定性条件 (Z,P) に対し, 複素数 s ∈ C の作
用 s · (Z,P) = (Z ′,P ′) が

Z ′ := e− iπsZ, P(φ)′ := P(φ+Re (s))

により定まる. 次に自己圏同値群 Aut(D) の作用について説明をする. 安定性条件
(Z,P) に対し, 自己圏同値 Φ ∈ Aut(D) の作用 Φ · (Z,P) = (Z ′,P ′) が

Z ′ := Z ◦Φ− 1, P(φ)′ := Φ(P(φ))

により定まる. 特に整数 n ∈ C の作用と整数シフト [n] ∈ Aut(D) の作用は定義から
一致することがわかり, Stab(D) 上への作用に関して

C ∩Aut(D) = Z

となることがわかる. この意味において安定性条件の空間に対する C-作用は, 次数シ
フトによる Z-作用の自然な拡張であると考えることが出来る. この視点は, q-安定性
条件を定義する際に重要となる. 　
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3. q-安定性条件の空間と誘導定理

この章では [IQ] に従い q-安定性条件を導入し, q-安定性条件の空間に対する基本
定理を述べる. また, q-安定性条件の具体的な構成法として有用である誘導定理を述
べる.

3.1. q-安定性条件の空間. R := Z[q, q− 1] とする. 三角圏 DW を以下の仮定を満たす
特別な自己圏同値 W を持つ三角圏とする. (原論文 [IQ] では W ではなく X がノー
テーションとして使われている.)

Assumption 3.1. DW のGrothendieck群 K(DW) に R-加群構造を

qk · [E] := [Wk(E)]

により定義した時, K(DW) は有限ランクのR-加群であり, 自由部分と捩れ部分のみ
から成る.

以下, k ∈ Z としてノーテーション E[kW] := Wk(E) を用いる. これは自己圏同
値 W が通常の次数シフト [1] とは別の新しい方向, W-方向に対する次数シフトと思
いたいからである. 実際にあとで出てくる例では, W は C∗-作用のウェイトのシフト
関手として与えられる.

Definition 3.2. DW をAssumption 3.1を満たす三角圏とする. DW 上の q-安定性条
件 (Z,P, s) とは, Definition 2.1 の意味での DW 上の Bridgeland安定性条件 (Z,P)

と複素数 s ∈ C の組で以下の公理 (e), (f) を満たすものである.

(e) 中心電荷 Z : K(DW)→ Cs はR-加群の準同型である. ここで Cs は複素数 C
に q = eiπs という特殊化を通して R-加群の構造を入れたものを表す.

(f) スライシング P は等式 P(φ)[W] = P(φ+Re (s)) を満たす.

この公理 (e), (f) は Section 2.3 の群作用を使うと, 条件

W · (Z,P) = s · (Z,P)

と同値であることがわかる. この意味において q-安定性条件の公理は, 関手 W を複
素数 s シフトと同一視していると思える.

q-安定性条件に対しても台性質が定義されるが, ここでは省略するので詳細は [IQ,

Definition 2.8] を参照されたい. QStabs(DW) で DW 上の q-安定性条件で特殊化の
複素数パラメーター s を持ち, 台性質を持つのも全体を集めた集合を表す. すると,

Bridgelandの基本定理と同様の次の定理が成立する.

Theorem 3.3 ([IQ], Theorem 2.10). q-安定性条件の空間 QStabs(DW) には自然な
位相が存在し, 中心電荷を取る写像

Zs : QStabs(DW)→ HomR(K(DW),Cs), (Z,P, s) '→ Z
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は位相空間の局所同型写像になる. 特にこの写像 Zs により, 安定性条件の空間
QStabs(DW) に複素多様体の構造が誘導される.

Remark 3.4. 三角圏 DW のGrothendieck群 K(DW) は Z 上無限ランクなので, 通
常の Bridgeland安定性条件の空間は次元が無限になってしまいあまりうまく機能し
ないが, q-安定性条件の空間を考えることで次元を有限に落とすことが出来ている. こ
のように q-安定性条件は, Grothendieck群が Assumption 3.1 を満たすような場合に
適切な定義になっていると考えられる.

3.2. 数値的 q-安定性条件. 代数幾何学的な設定では, 場合によっては K(DW) がR上
有限ランクにならない場合がある. このような場合は Section 2.2 と同様に数値的 q-

安定性条件を考えることでうまくいく場合がある. この章では三角圏 DW を特別な
自己圏同値 W を持ち, 次の仮定を満たすものとする.

Assumption 3.5.

• DW はW-Hom-finite, すなわち任意の E,F ∈ DW に対して
∑

i,j∈Z
dimk HomDW(E,F [i+ jW]) <∞

が成り立つ.

• 任意のゼロでないクラス [E] ∈ K(DW)に対して, {qk ·[E]} k∈Z の張るK(DW)

の部分R-加群は R と同型.

このとき, q-Euler形式 χq : K(DW)×K(DW)→ R を

χq(E,F ) :=
∑

i,j∈Z
(−1)iqj dimk HomDW(E,F [i+ jW])

により定義する. また, q-数値的Grothendieck群を Section 2.2 と同様にNq(DW) :=

K(DW)/K(DW)⊥ により定義する. Nq(DW) が R上有限ランクであり, 自由部分と
捩れ部分のみからなるとき, DW は q-数値的有限であると言う. 数値的 q-安定性条件
やその空間 QStabN ,s(DW) を前節までと同様に定義すると次が成立する.

Theorem 3.6. DW を q-数値的有限な三角圏とする. このとき, q-安定性条件の空間
QStabN ,s(DW) には自然な位相が存在し, 中心電荷を取る写像

Zs : QStabN ,s(DW)→ HomR(Nq(DW),Cs), (Z,P, s) '→ Z

は位相空間の局所同型写像になる. 特にこの写像 Zs により, 安定性条件の空間
QStabN ,s(DW) に複素多様体の構造が誘導される.

3.3. W-baric heart. この章では W -baric heartと呼ばれる DW に対する構造を導
入する. これは, C∗-作用に対する圏論的なウェイト分解と思えるものである.
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Definition 3.7. DW の充満三角部分圏 D0⊂ DW が以下の条件 (1), (2) を満たす
時, W-baric heart と呼ぶ.

(1) k1> k2であるとき Ai ∈ D0[kiW] (i = 1, 2) に対して HomDW(A1, A2) = 0

が成り立つ.

(2) 対象 0 ̸= E ∈ DW に対して, 完全三角形の列

0 = E0
!! E1

""☎☎
☎☎
☎☎
☎

!! E2

""☎☎
☎☎
☎☎
☎

!! . . . !! Em− 1
!! Em

##✂✂
✂✂
✂✂
✂

A1

$$✿
✿
✿
✿

A2

$$✿
✿
✿
✿

Am

%%❆
❆
❆
❆

= E

であって,

k1> k2> · · · > km

と Ai ∈ D0[kiW] となるものが存在する.

特に上の条件 (2) から直ちに

K(DW)
∼−→ K(D0)⊗Z R

がわかる. よって, ただちに次が従う.

Lemma 3.8. DW が W-baric heart D0⊂ DW を持つとする. このとき
• K(D0) が Z上有限ランクなら, K(DW) は R 上有限ランクであり, 自由部分
と捩れ部分以外は持たない.

• K(D0) が数値的有限なら, K(DW) は q-数値的有限となる.

3.4. 大域次元関数と誘導定理. この章では W -baric heart D0⊂ DW 上の安定性条件
を W -方向に貼り合わせることで, DW 上の q-安定性条件を構成する方法を説明する.

まず最初に, 大域次元関数と呼ばれる安定性条件の空間ン上の関数を導入しておく.

三角圏 D0上の安定性条件 σ = (Z,P) に対して, 大域次元を

gldimσ := sup{φ2− φ1 | HomD0(P(φ1),P(φ2)) ̸= 0 } ∈ [0,∞]

により定義する. すると, 大域次元は Stab(D0) 上の連続関数

gldim: Stab(D0)→ [0,∞]

を定める (連続性は [IQ]の Lemma 2.23 参照). この安定性条件の空間上の大域次元
関数は, これ自身が興味深いものであると思われる. 詳細は [Q] を参照.

次に, D0上の安定性条件の貼り合わせを考える. を
と書く.

Construction 3.9. D0⊂ DW をW -baric heart, σ̂ = (Ẑ, P̂) を D0上の安定性条件,

s ∈ C を複素数とする. このとき, R-加群の準同型 Z : K(DW) → Cs と φ ∈ R でパ
ラメトライズされた充満部分加法圏 P(φ) ⊂ DW の族を以下のように構成する.
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• Z は同型 K(DW) ∼= K(D0) ⊗ R から Ẑ : K(D0) → C に R をテンソルする
ことで誘導される写像

Ẑ ⊗ 1: K(DW)→ C[q, q− 1]

と q = eiπs という特殊化

qs : C[q, q− 1]→ C, q '→ eiπs.

の合成

Z := qs ◦(Ẑ ⊗ 1) : K(DW)→ C[q, q− 1]

により定義する.

• P は

P(φ) :=
〈
P̂(φ− kRe (s))[kW]

∣∣∣ k ∈ Z
〉

により定義する. ここで部分圏 S ⊂ DW に対して ⟨S⟩ は S の extension

closureを表す.

この構成により得られた (Z,P, s) が Definition 2.1 の (a), (b), (c) 及び Definition

3.2 の (e), (f) を満たすことは定義より直ちに従う. よって, (Z,P, s) が q-安定性条
件であるかどうかを見るには, Definition 2.1 の公理 (d) が満たされるかどうかを調
べる必要がある. これについては [W] と通常の次数シフトの合成が Serre関手となる
場合に, 大域次元関数を用いた以下の判定条件がある.

Theorem 3.10 ([IQ], Theorem 2.25). l ∈ Z として [l+W] が DW 上の Serre関手
であると仮定する. このとき, W-baric heart D0⊂ DW 上の安定性条件 (Ẑ, P̂) から
上述の Construction 3.9 により構成された (Z,P, s) が DW 上の q-安定性条件であ
ることと

l + Re (s) ≥ gldim σ̂ + 1

となることは同値である.

4. C∗-同変連接層の導来圏

ここではいくつかの具体例を見る. より一般に代数多様体に C∗-作用があるときの
baric 構造については, [H] を参照.

4.1. C∗-作用に関するノーテーション. M を C∗ の有限次元表現としたとき, M は
ウェイト分解M = ⊕l∈ZMl を持つ. ここで Ml は C∗-作用のウェイト l 表現であり,

t ∈ C∗ が m ∈ Ml にm '→ tl m により作用する. C∗ の表現 M に対して, そのウェ
イトを k シフトした表現 M{k} を M{k} l := Mk+l により定義する.
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特に, 以下では W をウェイト 1 シフト, すなわち W := {1} とする. C∗ の表現環
を KC∗(pt)とし, Cl を C∗ のウェイト l の 1 次元表現とする. するとW はウェイト
−1 の表現 C− 1をテンソルしていると思えるので, R = Z[q, q− 1] とK(pt) の間に

KC∗(pt)
∼−→ Z[q, q− 1], [C− l] '→ ql

という同型が得られる.

4.2. 代数多様体上のベクトル束の全空間への C∗-作用. X を C 上の滑らかな射影代
数多様体とし, E → X を X 上のランク r のベクトル束とする. E に自然なファイ
バーのスケーリングにより C∗-作用を定義する. これは具体的には x ∈ X とそのファ
イバー vx ∈ Ex に対して,

(x, vx) '→ (x, tvx) ( t ∈ C∗ )

により与えられる. DW := Db
X,C∗(CohE) を E 上の C∗-同変連接層の複体で, その

コホモロジーのサポートが X 上に乗っているものの成す有界導来圏とする. これは
前節で説明したようにC∗-作用のウェイト 1 シフトによる特別な関手 W = {1} を持
つ. また, i : X → E をゼロ切断埋め込みとし, 押し出し i∗ : Db(CohX)→ DW の本
質的像を D0と書くことにする.

Proposition 4.1. 関手 i∗ は充満忠実であり, 三角圏の圏同値 Db(CohX) ∼= D0が得
られる. また, D0は DW のW-baric heartを与える. よって特に数値的Grothendieck

群の間の関係
Nq(DW) ∼= N (D0)⊗Z R

が得られ, DW は q-数値的有限となる.

4.3. 局所Calabi-Yau多様体. 前節と同じく, X を C 上の滑らかな射影代数多様体
とし, E → X を X 上のランク r のベクトル束とする. E が ∧rE ∼= OX を満たす時,

E を局所Calabi-Yauと呼ぶ. この時実際 KE
∼= OE となり, E 標準束は自明にな

ることが知られている. このとき, 計算により次がわかる.

Proposition 4.2. DW = Db
X,C∗(CohE) 上の次数とウェイトのシフト関手 S :=

[d+ r + rW] はDW 上の Serre関手となる.

特に r = 1 の時は Theorem 3.10 が適用可能である. 一般の r の場合, あるいは
必ずしも W や次数シフトの合成が Serre関手とは限らない場合の誘導定理 Theorem

3.10 の改良については, 現在研究中である.

4.4. 有限部分群 G ⊂ SL(Cd) での商スタック. G ⊂ SL(Cd) を有限部分群とする. ま
た, Cd への自然な C∗-作用を考える. DW := D0,G× C∗(CohCd) を Cd 上の G × C∗-

同変連接層の複体で, そのコホモロジーのサポートが原点 {0} 上に乗っているものの
成す有界導来圏とする. また, Db(modG) を原点上の G-同変連接層の有界導来圏, す
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なわち G の有限次元表現の有界導来圏とする. すると i : {0} → Cd により前節まで
と同様に以下が成り立つ.

Proposition 4.3. i∗ は充満忠実であり, その本質的像を D0⊂ DW と書くと D0
∼=

Db(modG) である. また, D0は DW の W -baric heart を与え,

KG× C∗(Cd) ∼= KG(pt)⊗Z R

が得られる. またこのとき, DW 上の Serre関手は S = [d+ dW] で与えられる.
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