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概 要
Taking the quotient of the Jacobian Kummer surface Xocta of the octahe-

dral curve y2 = x(x4 − 1) by a Hutchinson-Göpel involution εH , we obtain
an Enriques surface Socta with action of the group T192 = (C3

2 ) ! S4 of or-
der 192 ([11]). The automorophism group of Socta is the semi-direct product
(C∗8

2 )!T192 of the free product of 8 involutions by T192. In particular AutSocta

is virtually free.

代数曲面の自己同型群は小平次元 0や有理曲面が最も面白そうに見える．一般型
(κ = 2)では有限であり、中間型 (κ = 1)や不正則線織面 (q ≥ 1)の自己同型群は実質
的に曲線的である．ここでは、κ = 0の一クラスであるEnriques曲面Sの場合を考察
する．自己同型群AutSは有限にも無限にもなりうるが、有限の場合はNikulin[14]

と金銅 [4]によって分類された．筆者的には無限位数の場合でもVinberg[16]レベル
でAutSをよく理解したいという動機で共著論文 [12]を書いた．これの続編を共著
者である大橋久典氏と準備中であるが、ここでは、この間に学んだことから時間と
紙数の許す範囲で説明したい．
なお、[12, Remark 5]に書いた実質的コホモロジー次元 (virtual cohomology di-

mension)と大きな枠組みとしての
予想 Enriques、Coble、または楕円K3曲面Sの自己同型群の実質コホモロジー次
元 vcd(AutS)は f : S → P1が Sの種数 1 fibrationを全て走るときのMordell-Weil

階数の最大値maxf MW-rk(f)に一致するだろう．
については言及を避けた．これらについては、9月の代数学シンポジウムの報告集
[10]を参考にされたい．
さて、論文 [12]では射影空間 P3内で斉次対称式で定義される 4次曲面

Xk,l : s
2
2 = ks4 + ls1s3, k + 16l ̸= 36, k ̸= 4, 4l + k ̸= 0, k, l ∈ C (1)

を考えた．ただし、siは斉次座標の i次基本対称式である．そして、これを標準的
なCremona変換

ε : (x1 : · · · : x4) &→
(

1

x1
: · · · : 1

x4

)
(2)
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で割ってえられる Enriques曲面の 2次元族 {Sk,l} と、半直積からの準同型写像

(C∗4
2 )!S4 → Aut(Sk,l), (3)

を定義した (§1)．ただし、C∗4
2 は 4個の位数 2の群 ⟨σ1⟩, . . . , ⟨σ4⟩の自由積 (free prod-

uct)である．次が主結果であった．

定理 1 l = 0のとき、準同型写像 (3)は同型である．

l ̸= 0のとき準同型写像 (3)がどうなるかについて一般的には未解決であるが、

(k − 4)(l − 4) = 16 (4)

が成立するとき、(3)は全射になれない（[12, Remark 4(1)]）．実際、(4)をみたす 4

次曲面Xk,lは位数 3の自己同型をもつKummer 4次曲面に他ならず、その自己双対
性のために、(3)とは独立な 4個の対合 σ5, . . . , σ8が新たに出現する．ここでは、(4)

の中でも最も対称性の高い (k, l) = (−4, 2)の場合を正 8面体的と呼び（注意 1）、こ
れを中心に説明する．この場合の 4次曲面は

Xocta = X− 4,2 : (x
2
1x

2
2 + x2

3x
2
4) + (x2

1x
2
3 + x2

2x
2
4) + (x2

1x
2
4 + x2

2x
2
3) + 2x1x2x3x4 = 0. (5)

と表され、Enriques曲面 Socta = S− 4,2は P3内の特異 6次曲面

S̄octa : x
2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 +
√
−1
(

1

x2
1

+
1

x2
2

+
1

x2
3

+
1

x2
4

)
x1x2x3x4 = 0. (6)

の正規化と同型である ([11])．主結果は次の通りである．

定理 2 正 8面体的 Enriques曲面 Soctaの自己同型群は半直積 (C∗8
2 ) ! H192と同型

である．ただし、C∗8
2 は 8個の位数 2の群 ⟨σ1⟩, . . . , ⟨σ8⟩の自由積で、位数 192の群

H192 = 23.S4 ≃ Aut(S̄octa ⊂ P3)は生成元 σ1, . . . , σ8に置換として作用する．

注意 1 i) よく知られているように、Kummer 4次曲面は種数 2曲線 Cの Jacobian

Kummer曲面である．この表示において、標準射C → P1の分岐が正 8面体の頂点
（標準的には 0,±1,±

√
−1,∞）となる場合がXocta = X− 4,2である．

ii) (k− 4)(l− 4) = 16のときの対合 (2)はHutchinson[3]が一般のKummer 4次曲
面に対して見つけたものの特別な場合である．

規約：代数多様体は全て複素数体C上で考える．
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§1 [12]の復習
(1)の対称 4次曲面Xk,lは 4個の座標点 (1 : 0 : 0 : 0), . . . , (0 : 0 : 0 : 1)で特異で
ある．標準Cremona変換 (2)が極小特異点解消Xk,lに導く対合を εで表す．(1)の 3

条件より、εは固定点をもたず、商曲面 Sk,l := Xk,l/εは Enriques曲面になる．
さて、座標点はXk,l ⊂ P3の 2重点なので、射影Xk,l → P2は 2重被覆である．こ
れの被覆対合 σ̃1, . . . , σ̃4は εと可換で、Sk,lの自己同型に降りる．これらを σ1, . . . , σ4

で表す．これらの自己同型と座標の置換によるS4作用が準同型写像 (3)を誘導する．
このように (3)の構成自体は自然なものであるが、(4)が成立すると、もはや自然

な近似ではなくなってしまう．次節ではKummerの原論文での表示を用いてこれを
説明しよう．

§2 Kummerの1864年論文 [6]

この論文は次のパラグラフではじまる．

Fresnelの波曲面は 4次曲面で 16個の特異点をもつ．そのうちの 4個は
実で主平面上にあり、8個は虚で別の 2枚の主平面上にある．そして、残
りの 4特異点は無限遠平面上にある．このように 16個の特異点をもつ 4

次曲面が実際に存在することがわかる．しかし、4次曲面は 16個より多
くの特異点をもつことはできない．一般の 4次曲面の射影双対は 36次で
あるが、特異点を 1個もつ毎にその次数が２づつ減少し、特異点が 16個
を超えるとその次数は２以下となって矛盾する．

これに続いて 16個の特異点をもつ 4次曲面の一般型を求めていくが、その結論は
我々がよく見かけるものとは異なる．しかし、今扱うEnriques曲面には最適なので
紹介する．
まず、P3内の 4次曲面の 4次元族

X : φ(x, y, z, t)2 = 16Kxyzt, K ∈ C (7)

を考えよう．ただし、φは 2次式

φ = x2 + y2 + z2 + t2 + 2a(xt+ yz) + 2b(yt+ xz) + 2c(zt+ xy), a, b, c ∈ C

である．Xは、4面体 xyzt = 0の 6辺と 2次曲面φ = 0の交わりに於て特異で、一般
に 12個の通常 2重点をもっている．（論文ではそうでないが、）天下り的に束縛条件

K = − det

⎛

⎜⎝
1 c b

c 1 a

b a 1

⎞

⎟⎠
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を課してえられる部分 3次元族を考える．このとき、新たに 4個の通常 2重点が生
じ、合計 16個の通常 2重点をもつ 4次曲面がえられる．これが、「Kummer 4次曲
面」と現在呼ばれるものの初出のようである．(4)をみたす我々のXk,lは、ここで、
さらに a = b = cとおいてえられる．（(7)のもつKlein 4元群の対称性はS4に拡大
される．）また、正 8面体的な Soctaは a = b = c = 0（よってK = −1）の場合、す
なわち、

(x2 + y2 + z2 + t2)2 + 16xyzt = 0 (8)

である．これの新たな 4特異点は (−1 : 1 : 1 : 1), . . . , (1 : 1 : 1 : −1)で、これらを座
標点とするような線形変換でもって

X− 4,2 : (x
2
1x

2
2 + x2

3x
2
4) + (x2

1x
2
3 + x2

2x
2
4) + (x2

1x
2
4 + x2

2x
2
3) + 2x1x2x3x4 = 0. (9)

とうつる．
次の二つがKummer 4次曲面の研究において決定的に重要である．

定義 1 Kummer 4次曲面上の 2次曲線 C ⊂ X ⊂ P3で、それの張る平面とX の交
わり ⟨C⟩ ∩Xが 2Cと一致するとき、Cは 2重 2次曲線 (trope)という．

2重２次曲線も丁度 16本あって、16個の通常 2重点とでもって (166)配置をなす．

定義 2 Kummer 4次曲面の 4個の通常 2重点の集合H はどの 3個をとってもそれ
らを通る 2重 2次曲線が存在しないとき、Göpel 4つ組 (Göpel tetrad)という．

注意 1にも記したように、Kummer 4次曲面は種数２の曲線の Jacobian Kummer

曲面と同型で、16個の通常 2重点は Jacobi曲面の 2分点の像である．この対応で、
4特異点が Göpel 4つ組になるのは、対応する 4個の 2分点がWeil pairingでもっ
てmaximal totally isotropicな部分群の剰余集合 (coset)になっていることと同値で
ある．
さて、表示 (7)においては、xyzt = 0の 6辺上にない、新たな 4特異点がGöpel 4

つ組になっている．これをHcanで表す．4本の 2重 2次曲線x = 0, y = 0, z = 0, t = 0

はHcanを通らない 2重 2次曲線の全てである．

§3 自己（射影）双対性と4個の新対合
4次曲面X ⊂ P3の射影双対、すなわち、点に対して、そこでの接平面を対応させ
る有理写像

P3 ⊃ X · · ·→ X̌ ⊂ P3,∗

の像 X̌が射影双対と呼ばれる．Kummer論文に言及されているように（§2）、一般
的には 36次であるが、Xが通常 2重点を 1個もつ毎に次数が２づつ減少する．よっ
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て、Kummer 4次曲面では、X̌は再び 4次曲面になる．元のXとの線形でない同型
写像が得られた．これがKummer 4次曲面の自己双対性と呼ばれるものである．こ
の際に、Kummer 4次曲面の 16個の通常 2重点と 16個の 2重 2次曲線が入れ替わ
ることに注意しよう．この理由でもって、この同型は switch と呼ばれる．
さて、この switchでもって、(7)の 4本の 2重 2次曲線 x = 0, y = 0, z = 0, t = 0

は X̌の 4個の通常 2重点にうつる．これらからの射影を用いて X̌、よって、Xの対
合が定まる．これらが、新対合 σ5, . . . , σ8である．σ1, . . . , σ4の switchによる共役に
外ならない．

§4 定理の証明について
S = Soctaとする．これの自己同型を定義式から直接構成してきたが、定理 2の証
明はそれのコホモロジー作用を用いて行う．10次元実ベクトルH2(S,R)内の錐を用
いても良いが、ここでは、原点を除いてR>0の定数倍で割ってえられる 9次元球（の
内部）B9の中で考える．自己交点数正 (x2) > 0のもの全体は二つの連結成分をもつ
が、この中で、豊富な因子類を含む方をΛ ⊂ B9で表す．これは 9次元Lobachevsky

空間（非Euclid空間のモデル）である．Enriques曲面の nef因子類はこれの閉包Λ

に入っている．それら全体のなす領域

Nef S ⊂ Λ (10)

を観察することが基本となる．定義では、nefは「すべての effective因子との交点数
が非負」であるが、Riemann-Roch型定理のおかげで、S上の (−2)P1との交点数で
確かめれば充分である．
[9]で観察された次の事実に注意しよう．
事実 1：対合 σ1, . . . , σ8は数値的に鏡映 (numerically reflective)である．すなわち、
自己交点数−2の因子類 ei ∈ H2(S,Z)f が存在し、コホモロジー作用

σ∗
i : H2(S,Z)f → H2(S,Z)f

は、eiに関する鏡映
x &→ x+ (x.ei)ei (11)

と一致する．ただし、H2(S,Z)f はH2(S,Z)を捩れ部分群で割ってえられる符号数
(1, 9)の格子（整数値対称双線形形式付の自由加群）である．

注意 2 数値的に鏡映な自己同型はKummer 4次曲面以外にもう 1種あって、E7型
のEnriques曲面と呼ばれる．こちらも４次曲面をCremona対合 (2)で割ってえられ
るが、16個の通常 2重点が、4個のD4型有理 2重点に置き換わる．これについては
[8]で周期写像を調べた．この中で位数 3の自己同型をもつものが (1)で l = 0をみ
たすものと一致する．
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次が定理 2の証明の鍵である．
事実 2：Nef領域内の 40面体 (tetracontahedron)P ⊂ Nef(S)でもって、

⋃

g∈AutS

g · P = Nef(S) (12)

をみたすものが存在する．
P は次の 40個の線形不等式で定義される．

• Kummer 4次曲面 (7)の通常 2重点で 4面体 xyzt = 0の辺上にある 12個は、
Enriques曲面 S 上の 6本の disjointな (−2)P1 を定める．また、x = 0, y =

0, z = 0, t = 0以外の 12本の 2重 2次曲線もS上の 6本の disjointな (−2)P1を
定める．これらとの交点数０以上．

• Kummer 4次曲面 (7)の標準的なGöpel４つ組Hcanとの共通部分が丁度 2個の
Göpel４つ組H ′が丁度 12個ある．ここまでは一般的に成立することであるが、
正 8面体的な場合の特徴は、これらが全て退化する．すなわち、4点H ′ ⊂ P3

の線形苞 ⟨H ′⟩が平面となる．そして、平面切断 ⟨H ′⟩ ∩Xは 2本の 2次曲線の
和となる．Cremona対合 εは、両者を入れ替えるので、S上の 12本の (−2)P1

が定まる．これらとの交点数が０以上．

• Göpel４つ組Hcanに属する通常 2重点の特異点解消でえられる 4本の (−2)P1

のSにおける像．同様に、4本の 2重 2次曲線 x = 0, y = 0, z = 0, t = 0のSに
おける像．合わせて 8本の (−2)P1が得られるが、これらとの交点数が０以上．

• 対合σ1, . . . , σ8のコホモロジー作用を鏡映 (11)として実現する因子類e1, . . . , e8 ∈
H2(S,Z)f は符号を除いて一意に決まっているが、豊富因子との交点数が正と
なるように符号を選んでおく．これらとの交点数が０以上．

事実 3：上の 40個の不等式がB9で定める領域は Λ = {(x2) ≥ 0} に入る。（線形
不等式から 2次不等式が従う．）
これは、上の 32(=12+12+8)個の (−2)P1と 8個の (−2)類の定める 40頂点グラ
フを見ることによって証明される．

• 最初の 12本の (−2)P1配置の双対グラフは正８面体グラフ（6頂点 12辺）の 2

部化 (bipartite double)1である．
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{•,◦}

{•,◦}

{•,◦}{•,◦}

{•,◦}

{•,◦}

• 2番目の 12本の (−2)P1配置の双対グラフは 2重完全グラフK [2]
4

•

•

••

の辺グラフ 2である．

• 残りの 8本の (−2)P1は完全グラフK [2]
8 をなす．

• 8個の (−2)類も完全グラフK [2]
8 である．

これら 4つのグラフを 12A, 12D, 8B, 8Cで表す．異なるグラフは 2を法として直交
している．40頂点グラフの極大放物部分グラフが次の 175個に分類される．

12頂点が adjacentなのは、色が異なって、しかも元のグラフで対応する 2頂点が adjacentのと
きと定める．

2新しいグラフの頂点 E は元のグラフでは辺 eである．2頂点 E1, E2 の間には、元のグラフで辺
e1, e2 が共有する頂点の数だけ、辺を結ぶ．
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番号 部分グラフ 12A 8B+8C 12D 個数
1) Ã3 + Ã3 8

+Ã1 + Ã1 4 3

2) Ã3 + Ã3 4 4

+Ã1 + Ã1 2 2 24

3) Ã5 + Ã2 6 3

+Ã1 2 64

4) D̃4 5

+Ã1 + Ã1 2 2

+Ã1 + Ã1 4 12

5) D̃5 6

+Ã3 4 24

6) D̃6 7

+Ã1 1 1

+Ã1 1 1 48

上の放物グラフが全て極大階数 (=8)であることと、4重線で結ばれる場合の処理を
することによって、40頂点グラフが（精密化された）Vinberg判定法 [15]をみたす
ことがわかる．よって事実 3が成立する．

注意 3 [12]におけるAut Sk,0の決定もこの節と同様の議論でなされるが、使うP が
金銅 [4]の 20面体で新しくないことと、P1配置におけるある幸運を使っている（よっ
て一般化できない）点で異なる．

注意 4 一般の (k− 4)(l− 4) = 16の場合は、|Hcan ∩H ′| = 2をみたす 12個のGöpel

４つ組H ′のうち、4個が退化し、8個は非退化である．前者の場合は線形な対合が、
後者の場合はCremona対合がえられ、それらでもってAut Sk,lが生成される．

§5 自己同型群が実質的に自由なEnriques曲面–現状
序文に述べたように、自己同型群が有限な Enriques曲面はNikulin[14]と金銅 [4]

によって分類された．（複素数体C上では）次の問題として、自己同型群が実質的自
由 (virtually free)となるものの分類が考えられる．この条件はEnriques曲面の楕円
ペンシルのMordell-Weil階数の最大値（簡単のため、Enriques曲面のMW階数と
呼ぶことにする）が 1であることと同値だろうと予想されている．この予想解決の
アプローチとして、MW階数 1のEnriques曲面に対して自己同型群を調べて、実質
的自由性を示しているのが現状である．もちろん、分類によらない一網打尽的な証
明（あるいは、反例の構成）が望まれる．
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今回扱ったEnriques曲面は [12]に次いで簡単な場合である．講演では、両者に共
通する性質として「2を法として凝縮する樹木構造」を説明し、それがみたされる
（そして実質的自由が示せる）場合を列挙したが、ここでは割愛する．
残念ながら実質的自由が期待される場合でも、この構造をもたない場合が多い．
その一例が、3次曲面のHessianである．対称 4次曲面 (1)は (k, l)を非斉次座標と
する射影平面P2でパラメータ付けられていることに注意しよう．そして、この座標
系において無限遠直線がパラメータ付けている対称 4次曲面族

Xk:l : ks4 + ls1s3 = 0, (k : l) ̸= (1; 0), (0 : 1), (16 : −1), (4 : −1) (13)

を考えよう．これは、
5∑

1

xi = 0, l
4∑

1

x3
i − kx3

5 = 0

で定義される3次曲面のHesse 4次曲面である（一般の場合については [2]を見よ）．こ
の場合に、(k : l) = (1 : −1)を除いて 3、(3)が同型であることがAllcock-Dolgachev[1]

によって示された．証明にはCoble曲面 への退化、Coble曲線への作用と 3進数体
Q 3上の幾何を用いる．
やはり実質的に自由と予想される場合で、Jacobian Kummer曲面Km Cを割って
えられるEnriques曲面の別の例を挙げておく．よく知られているように、Km C は
5次元射影空間内の 3つの対角的 2次超曲面の完全交差

Km C :
6∑

1

x2
i =

6∑

1

λix
2
i =

6∑

1

λ2
ix

2
i = 0 ⊂ P5 (14)

という綺麗な表示をもつ．ただし、λ1, . . . ,λ6 ∈ P1 は C : y2 =
∏6

i=1(x − λi)の
Weierstrass点の座標である．この表示では、座標のうちの 3個の符号を替えるとい
う自己同型が、§3で説明した switchである．この表示を、位数 3の自己同型をもつ
場合に制限して考えよう．種数 2曲線はCa : y2 = (x3 − 1)(x3 + a3)と、Kummer曲
面は

Ya := Km Ca

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x2
0 + x2

1 + x2
2 = y20 + y21 + y22

x2
0 + ωx2

1 + ωx2
2 = −a(y20 + ωy21 + ωy22)

x2
0 + ωx2

1 + ωx2
2 = a2(y20 + ωy21 + ωy22)

⊂ P5 (15)

と表される．この Yaを対合

sw : (x0 : x1 : x2 : y0 : y1 : y2) &→ (x0 : x1 : x2 : −y0 : −y1 : −y2) (16)

で割ってえられる Enriques曲面を Ta := Ya/swで表す（Godeaux型 4次 Enriques

曲面の特別な場合）．さらに特別な場合 a = 1としてえられるC1 : y2 = x6 − 1には
3(k : l) = (1 : −1)の場合は金銅の V I 型で、自己同型群はS5 である．
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位数 12の 2面体群D12が作用する．[7, Example (0.4) no 8]でも観察されたように、
K3曲面 Y1には、位数 192の群 T192 = (C4

2) ! D12が symplecticに作用する．よっ
て、2面体的Enriques曲面 T1にも T192が（semin-symplecticに）作用する．表示は
異なるが、Soctaに作用する T192と同じ群である．このとき、Soctaと同じように、準
同型写像

(C∗8
2 )!H192 → Aut(T1), (17)

が定まる．これの同型性についての結果が期待される．Soctaのように、Λ9内の良い
40面体が構成できるが、2を法として凝縮していないために現時点では手が届かな
い所にある．

§6 最後に
正 8面体的と 2面体的な場合を取り上げたが、この選択の理由は良い 40面体の存
在にある．金銅 [4]では、分類で絞り込んだ 7種の Enriques曲面が有限個しか自己
同型をもたないことを示すために、9次元 Lobachevsky空間 Λ9内の 2個の 12面体
と 5個の 20面体が構成されている．有限から実質的自由に進むことによって 3個の
40面体が発見され、その二つがここで取り上げたものである．残りの 40面体は、大
橋氏との別の共著 [13]で構成された、6次交代群 A6の作用する Enriques曲面に出
現する．これは、正 8面体的な Soctaと同じく 2を法として凝縮しているので、全自
己同型群を求めることができる（が、ここでは説明を略す）．

注意 5 一般のKummer 4次曲面の自己同型群は金銅 [5]によって生成元が求められ
ている．そこでは、16次元Lobachevsky空間Λ16内の 316面体が用いられているが、
上に出現する 3つの 40面体は全てこれの 9次元面である．
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