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1 序

保型形式を具体的に構成することは難しい問題として知られている.アイゼンシュ
タイン級数の理論により,一般の保型形式の構成は尖点形式の場合に帰着される.
肝心の尖点形式を構成する方法は,ポァンカレ級数,テータ対応,跡公式,降下法な
ど幾つか知られている.ポアンカレ級数として構成された尖点形式は取り扱いが
難しく具体的なことは分からない.志村対応,斉藤黒川リフティング,ボーチャー
ズ積など興味ある例がテータ対応により構成されているが,そのような例は相当
限られており,高次のジーゲル尖点形式は構成できない.跡公式は保形表現の存
在や重複度など興味深い情報を与えるが,具体的に構成する方法は一切示唆しな
い.降下法は未だ発展途上であるが,現時点では主に生成的保形表現の構成に応
用され,正則保型形式への応用は未開である.

今世紀の初めに,池田保氏が一変数尖点形式のデータから高次のジーゲル尖点
形式を造りだす,池田リフティングを具体的にフーリエ展開まで与えて構成するこ
とに成功し,高次正則保型形式の理論の新しい発展が切り開かれた.そのときの構
成法は他の群の正則保型形式にも応用されたものの (それらについては [8, 21, 12]
を参照), 一般化の余地に乏しかった.しかしその後,池田氏は新たな手法を開発
してヒルベルトージーゲル尖点形式の構成にも成功した.約8年前の話であるが,
この研究は今日まで殆ど顧みられることはなかった.最近筆者により,フーリエ
展開が与えられて見易くなり証明も簡略化されたので,本稿で報告する.

1.1 設定

本稿では F は常に次数 d の総実代数体とし,そのアデール環を \mathrm{A}=\mathrm{A}_{\infty}\cdot \mathrm{A}_{\mathrm{f}} と表

す.ここで, \mathrm{A}_{\infty}=F\otimes_{\mathbb{Q}}\mathbb{R} であり, \mathrm{A}_{\mathrm{f}} は F の有限アデール環である. F の素点
v に関する完備化を罵 と書く.ドイツ文字 \mathrm{p} は F の有限素点を表すことにする.
\mathfrak{S}_{\infty} を F の d 個の実素点の集合とする. m 次対称行列の空間を

\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{m}=\{z\in \mathrm{M}_{m}|^{t}z=z\}

と書く. 2n 次元の非退化交代形式付きベクトル空間 W_{m} を固定し,付随するシンプ
レクティック群を Sp(W_{m}) と表す.一方で, W_{m} のWitt 基底を固定して Sp(W_{m})
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を下記の行列群と同一視する:

Sp_{m}=\{g\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{2m} g\left(\begin{array}{ll}
0 & -1_{m}\\
1_{m} & 0
\end{array}\right) {}^{t}g= \left(\begin{array}{ll}
0 & -1_{m}\\
1_{m} & 0
\end{array}\right)\}
二つの準同型 \mathrm{m}:\mathrm{G}\mathrm{L}_{m}\rightarrow Sp_{m} と \mathfrak{n}:\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{m}\rightarrow Sp_{m} を以下で定義する:

\mathrm{m}(a)= \left(\begin{array}{ll}
a & 0\\
0 & {}^{t}a^{-\mathrm{l}}
\end{array}\right), \mathfrak{n}(b)= \left(\begin{array}{ll}
1_{ $\tau$ n} & b\\
0 & 1_{7n}
\end{array}\right).
メタプレクティック群 \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\mathrm{A}}\rightarrow Sp_{m}(\mathrm{A}) とは,シンプレクティック群のアデー
ル群の非自明な二重被覆群である.切断 Sp_{m}(F)\rightarrow \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\mathrm{A}} が唯一つ存在する
ことが知られている.この切断により Sp_{m}(\mathrm{F}) は \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\mathrm{A}} の(離散的) 部分群
と見徹される.無限アデール Sp_{m}(\mathrm{A}_{\infty}) , 有限アデール Sp_{m}(\mathrm{A}_{\mathrm{f}}) や \mathrm{S}_{\mathrm{p}\mathrm{m}}(F_{v}) の逆
像をそれぞれ \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\infty}, \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\mathrm{f}} や \mathrm{M}_{\mathrm{p}}(W_{m})_{v} のように書くことにする.

準同型 \mathrm{e}_{\infty} : \mathbb{C}^{d}\rightarrow \mathbb{C}^{\times} を \displaystyle \mathrm{e}_{\infty}(\mathcal{Z})=\prod_{v\in 6_{\infty}}e^{2 $\pi$\sqrt{-1}\mathcal{Z}_{v}} のように定義し,アデー
ルの加法指標  $\psi$=\displaystyle \prod_{v}$\psi$_{v} を \mathrm{A}_{\infty} への制限が \mathrm{e}_{\infty} と一致し,主アデールへの制限が
自明になる (つまり \mathrm{A}/F の) 唯一の指標であるとする.更に F 上の m 次対称行列

 $\xi$ に対して指標  $\psi$_{\mathrm{f}}^{ $\xi$}=\mathrm{H}_{v\not\in 6_{\infty}}$\psi$_{v}^{ $\xi$} : \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{ $\tau$ n}(\mathrm{A}_{\mathrm{f}})\rightarrow \mathbb{C}^{\times} を $\psi$_{\mathrm{f}}^{ $\xi$}(z)=\displaystyle \prod_{\mathrm{p}}$\psi$_{\mathfrak{p}}(\mathrm{t}\mathrm{r}( $\xi$ z_{\mathrm{p}}))
のように定義する.ヴェイユ定数とは t\in F_{v}^{\mathrm{x}} に対して等式

\displaystyle \int_{F_{v}} $\phi$(x_{v})$\psi$_{v}(tx_{v}^{2})\mathrm{d}x_{v}= $\gamma$($\psi$_{v}^{t})|2t|_{v}^{-1/2}\int_{F_{v}}\mathcal{F} $\phi$(x_{v})$\psi$_{v}(-\frac{x_{v}^{2}}{4t}) \mathrm{d}x_{v}
が全てのシュヴァルツ関数  $\phi$ に関して成り立つような1の8乗根  $\gamma$($\psi$_{v}^{t}) であった.
ここで \mathrm{d}x_{v} はフーリエ変換

\displaystyle \mathcal{F} $\phi$(y)=\int_{F_{v}} $\phi$(xの $\psi$_{v}(x_{v}y)\mathrm{d}x勿

に関する罵の自己双対測度である.ヴェイユ指数とは比 $\gamma$^{$\psi$_{v}}(t)= $\gamma$($\psi$_{v})/ $\gamma$($\psi$_{v}^{t})
のことである. F の総正元の全体を F_{+}^{\mathrm{x}} , 階数 m の正定値対称実行列全体を

\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{m}(\mathbb{R})^{+} , そして F 上の階数 m の総正定値対称行列全体を \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{m}^{+} と表す.
類体論により体拡大 F(諺)/F に対応するイデール類群の指標好 =\displaystyle \prod_{v} 鵡が

存在する.その有限イデール厚への制限を \hat{ $\chi$}_{\mathrm{f}}^{t} と書く.実数の組 \ell\in \mathbb{R}^{d} に対し
て |t|^{1}=\displaystyle \prod_{v\in 6_{\infty}} |t |\ell倉 とおく.

1.2 ヒルペルト‐ジーゲル尖点形式

楕円保型形式の総実体への一般化はヒルベルト保型形式と呼ばれる.ジーゲル保
型形式やエルミート保型形式は楕円保型形式の高次元化であり,その総実体への
一般化をヒルベルトージーゲル保型形式,ヒルベルトーエルミート保型形式と呼ぶこ
とにする.これらはヒルベルト保型形式の自然な高次元化であるが,その定義が
少々複雑なこともあり,知名度が高いとは言えない.本節でヒルベルトージーゲル
保型形式の定義を筆者の研究結果が述べ易い形で見直そう.

各実素点  v\in \mathfrak{S}_{\infty} に関して,実リー群 \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{v} はジーゲル上半空間

\mathcal{H}_{m}=\{\mathcal{Z}\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{m}(\mathbb{C})|\Im \mathcal{Z}\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{m}(\mathbb{R})^{+}\}
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にシンプレクティック群 Sp_{m}(F_{v}) を経由して作用する.即ち , \tilde{g}_{v} の実シンプレク

ティック群 Sp_{m}(F_{v}) への射影を (_{C_{v}}^{A_{v}} DB砂

のように書けば,

\tilde{g}Z=(A_{v}\mathcal{Z}+B_{v})(C_{v}\mathcal{Z}+D_{v})^{-1}.

実メタプレクティック群の保型因子 g:\mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{v}\times \mathcal{H}_{m}\rightarrow \mathbb{C}^{\mathrm{x}} は,その平方が

フ (\tilde{g}_{v}, \mathcal{Z}_{v})^{2}=\det(C_{v}\mathcal{Z}_{v}+D_{v})

のようにシンプレクティック群の保型因子となるものである. d 個の整数の組  $\kappa$ に

対して,保型因子  J_{ $\kappa$/2} : \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\infty}\times \mathcal{H}_{m}^{d}\rightarrow \mathbb{C}^{\mathrm{x}} を積

J_{ $\kappa$/2}(\displaystyle \tilde{g},Z)=\prod_{v\in 6_{\infty}}g(\tilde{g}_{v}, \mathcal{Z}_{v})^{$\kappa$_{\mathfrak{B}}}
として定義する. d 個の半整数の組 \displaystyle \ell\in\frac{1}{2}\mathbb{Z}^{d} と \tilde{g}\in \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\infty} と上半空間 \mathcal{H}_{m}^{d} 上
の関数 \mathcal{F} に対して,新たな関数 \mathcal{F}|_{\ell}\tilde{g} を関係式

\mathcal{F}|_{l}\tilde{g}(\mathcal{Z})=\mathcal{F}(\tilde{g}Z)J_{\ell}(\tilde{g},\mathcal{Z})^{-1}

により定義する.上半空間 \mathcal{H}_{m}^{d} の原点及び実メタプレクティック群の標準的極大
コンパクト部分群を下記のように定義する:

\mathrm{i}_{m}=(\sqrt{-1}1_{m}, \ldots, \sqrt{-1}1_{m})\in \mathcal{H}_{m}^{d},
\tilde{\mathcal{K}}_{m}=\{\tilde{g}\in \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\infty}|\tilde{g}(\mathrm{i}_{m})=\mathrm{i}_{m}\}.

定義1.1 (ヒルベルトージーゲル尖点形式).次数 m
, 重さ \ell\in \displaystyle \frac{1}{2}\mathbb{Z}^{d} のヒルベルージー

ゲル尖点形式 \mathcal{F} とは,次式の対称性と下記の (正則及び急減少) 条件を満たすメ
タプレクティック群 \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\mathrm{A}} 上の滑らか関数である:

\mathcal{F}( $\gamma$\tilde{g}\tilde{k})=\mathcal{F}(\tilde{g})J_{\ell}(\tilde{k}, \mathrm{i}_{m})^{-1} ( $\gamma$\in Sp_{m}(F),\tilde{9}\in \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\mathrm{A}}, k\in\tilde{\mathcal{K}}_{m})

\tilde{\mathcal{K}}_{m} に関する性質により,各有限アデールム \in \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\mathrm{f}} に対して,上半空間上の
関数 \mathcal{F}_{ $\Delta$}- : \mathcal{H}_{m}^{d}\rightarrow \mathbb{C} を以下で定義できる:

\mathcal{F}_{ $\Delta$}-|_{\ell}\tilde{g}(\mathrm{i}_{m})=\mathcal{F}(\tilde{g}\tilde{ $\Delta$}) , \tilde{g}\in \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\infty}.

この関数 \mathcal{F}_{ $\Delta$}- が以下のようなフーリエ展開を持つ正則関数であるとする:

\displaystyle \mathcal{F}_{\tilde{ $\Delta$}}(Z)=\sum_{ $\xi$\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}}森 |\mathrm{d}e\mathrm{t} $\xi$|^{\ell/2}\mathrm{w}_{ $\xi$}(\mathrm{A},\mathcal{F})\mathrm{e}_{\infty}(\mathrm{t}\mathrm{r}( $\xi$ \mathcal{Z}))

ここで, \mathrm{w}_{ $\xi$}(\mathcal{F}) は有限アデール群 \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\mathrm{f}} 上の滑らか関数である.

次数 m で重さ \ell のヒルベルージーゲル尖点形式の空間を  $\epsilon$\ell
( m) と表す.有限ア

デール群 \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\mathrm{f}} はこの空間に右移動で作用する.次の問題は基本的である:
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(Q) \mathbb{C}_{1}^{(m)} が \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{ $\gamma$ n})_{\mathrm{f}} のどのような既約表現の直和に分解するか?

非常に高度な跡公式の理論を開発して,アーサー [1] は,保型形式の空間 (我々
のヒルベルトージーゲル尖点形式の空間￠(切 よりも一般的なものである) の分解
を内視論の視点から記述した.次節で構成するヒルペルトージーゲル尖点形式は,
最も退化した内視的尖点形式であり,その存在や重複度はアーサー跡公式からも
証明できるはずである.しかし,存在定理だけでは数論への応用に不十分である.
具体的に構成された楕円保型形式のフーリエ係数の明示的計算が数論に重要な役
割を果たすことを思えば,高次元の保型形式にそのような具体例が欠如している
ことは物足りない.

ついでにヒルベルト尖点形式の定義も復習しておく.

\mathcal{K}_{1}=\{g\in \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{A}_{\infty})|g(\mathrm{i}_{1})=\mathrm{i}_{1}\}

とおく.リー群 \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{A}_{\infty}) の単位元の連結成分

\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{A}_{\infty})^{+}:= { 9=(g_{v})\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{A}_{\infty})| \det g_{v}>0 for all v\in \mathfrak{S}_{\infty} }

は上半平面 \mathcal{H}_{1}^{d} に

g\mathcal{Z}=(Z)_{v\in 6_{\infty}}, g_{v}Z_{v}=(a_{v}\mathcal{Z}_{v}+b_{v})(c_{v}\mathcal{Z}_{v}+d_{v})^{-1}
のように作用し,上半平面上の関数 \mathcal{F} の空間にも

\mathcal{F}|_{ $\kappa$}g(\mathcal{Z})=\mathcal{F}(gZ)J_{ $\kappa$}(g, \mathcal{Z})^{-1}, J_{ $\kappa$}(g, \displaystyle \mathcal{Z})=|\det g|^{- $\kappa$/2}\prod_{v\in \mathfrak{S}_{\infty}} (c_{v}Z_{v}+d_{v})^{$\kappa$_{v}}

のように作用する.ここで g の v 成分を \left(\begin{array}{ll}
a_{v} & b_{v}\\
c_{v} & d_{v}
\end{array}\right) と書いた.

イデール類群 F^{\times}\backslash \mathrm{A}^{\times} のユニタリ指標  $\omega$ を固定する.  $\omega$ の \mathrm{A}_{\infty}^{\times} への制限を $\omega$_{\infty}

と書き,  $\omega$ の \mathrm{A}_{\mathrm{f}}^{\times} への制限を $\omega$_{\mathrm{f}} と書く ことにする. $\omega$_{\infty}^{2}=1 を仮定する.

定義1.2 (ヒルベルト尖点形式).重さ  $\kappa$\in \mathbb{Z}^{d} , 中心指標  $\omega$ のヒルベルト尖点形式
\mathcal{F} とは \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{A}) 上の次式の対称性と以下に述べる条件を満たす滑らか関数である:

\mathcal{F}(z $\gamma$ gk)= $\omega$(z)\mathcal{F}(g)J_{ $\kappa$}(k, \mathrm{i}_{1})^{-1} (z\in \mathrm{A}^{\mathrm{x}},  $\gamma$\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(F), g\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{A}), k\in \mathcal{K}_{1})

\mathcal{K}_{1} に関する性質より各  $\Delta$\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{A}_{\mathrm{f}}) に対して,関数 \mathcal{F}_{ $\Delta$} : \mathcal{H}_{1}^{d}\rightarrow \mathbb{C} を関係式

\mathcal{F}_{ $\Delta$}|_{2 $\kappa$}g(\mathrm{i}_{1})=\mathcal{F}(g $\Delta$) , g\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{A}_{\infty})^{+}.

により定義できる.この関数 \mathcal{F}_{ $\Delta$} は次の形のフーリエ展開を持つ正則関数とする:

\displaystyle \mathcal{F}_{ $\Delta$}(Z)=\sum_{t\in F_{+}^{\mathrm{x}}}|t|^{ $\kappa$/2}\mathrm{w}_{t}( $\Delta$,\mathcal{F})\mathrm{e}_{\infty}(tZ)
.

ここで \mathrm{w}_{t} (\mathcal{F}) は \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{A}_{\mathrm{f}}) 上の滑らか関数である.

重さ  $\kappa$ , 中心指標  $\omega$ のヒルベルト尖点形式の空間を (喫 と書く.  $\omega$ が自明な指

標の時, \mathrm{P}\mathrm{G}\mathrm{L}_{2} 上のヒルベルト尖点形式ということにする. 0 でない \mathrm{P}\mathrm{G}\mathrm{L}_{2} 上のヒ

ルベルト尖点形式の重さは偶数の組である.重さ  2 $\kappa$ のPG玩上のヒルベルト尖
点形式の空間を \mathrm{C}_{2 $\kappa$} と書く.
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1.3 主結果

一般射影群 \mathrm{P}\mathrm{G}\mathrm{L}_{n} の表現は一般線形群 \mathrm{G}\mathrm{L}_{n} の表現で自明な中心指標を持つもの
と同一視される.PGL2(Af) の既約許容的ユニタリ生成的表現 $\pi$_{\mathrm{f}} を以下固定す
る. \mathrm{P}\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{A}_{\mathrm{f}}) はPGL2(馬) の制限直積なので, $\pi$_{\mathrm{f}} はPGL2(Fp) の既約許容的ユ
ニタリ生成的表現 $\pi$_{\mathrm{P}} の制限テンソル積 \otimes_{\mathfrak{p}}'$\pi$_{\mathfrak{p}} である.技術的理由から $\pi$_{\#} はいず
れも超尖点的ではないとする.即ち F の各有限素点 \mathfrak{p} に関して,乗法群 F_{\mathfrak{p}}^{\mathrm{X}} の指
標 $\mu$_{\mathfrak{p}} が存在して, $\pi$_{\mathrm{f}} は主系列表現鴎 I($\mu$_{\mathfrak{p}},$\mu$_{\overline{\mathfrak{p}}^{1}}) の唯一の既約部分表現として実

現される.当然殆ど全ての素点で仰は不分岐であり,有限イデール群 \mathrm{A}_{\#}^{\mathrm{X}} の指標

$\mu$_{\mathrm{f}} が $\mu$_{\mathrm{f}}(t) = 垣 \mathfrak{p}$\mu$_{\mathfrak{p}} (tp) により定義される.

局所メタプレクティック群 \mathrm{M}_{\mathrm{P}}(W_{m})\mathfrak{p} の退化主系列表現蔚 ($\mu$_{ $\theta$}) とは,下記の
性質を持つ \mathrm{M}_{\mathrm{P}}(W_{m})_{\mathrm{P}} の滑らか関数妬の空間に右移動の作用により得られる表
現である:

‐

h_{\mathfrak{p}}((\mathrm{m}(a)\mathfrak{n}(b),  $\zeta$)\tilde{9})=$\zeta$^{rn}$\gamma$^{$\psi$_{\mathfrak{p}}}(\det a)^{m}$\mu$_{\mathfrak{p}}(\det a)|\det a|_{\mathfrak{p}}^{(m+1)/2}h_{\mathfrak{p}}(g)
( $\zeta$\in\{\pm 1\}, \mathrm{a}\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{m}(F_{\mathfrak{p}}), \mathrm{z}\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{\mathrm{m}}(F_{\mathfrak{p}}), \tilde{g}\in \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\mathfrak{p}}) .

この表現はジーゲルアイゼンシュタイン級数の観点から既に [13, 18] に相当詳しく

研究されている.制限直積 I_{m^{\mathrm{f}}}^{ $\psi$}($\mu$_{\mathrm{f}})=\otimes'I_{m}^{$\psi$_{\mathrm{p}}}($\mu$_{\mathfrak{p}}) は唯一つの既約部分表現 A_{m^{\mathrm{f}}}^{ $\psi$}($\mu$_{\mathrm{f}})
を持つ.これは \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\mathrm{f}} の生成的で § 緩増加でもないが,ユニタリ表現である.
本稿では,次の問題に解答を与える.

(Q1) A_{m^{\mathrm{f}}}^{ $\psi$}($\mu$_{\mathrm{f}}) は,いつ \mathrm{C}_{p}
(m) の分解に現れるか?

(Q2) それが現れるとき,埋め込み A_{m^{\mathrm{f}}}^{ $\psi$}($\mu$_{\mathrm{f}})\mapsto \mathrm{C}_{p}^{(m)} はどのように記述されるか?

定理1.3 ([10]) \bullet  A_{m^{\mathrm{f}}}^{ $\psi$}($\mu$_{\mathrm{f}}) の \mathbb{C}_{(2 $\kappa$+m)/2}^{(m)} での重複度は高々 1である. A_{m^{\mathrm{f}}}^{ $\psi$}($\mu$_{\mathrm{f}}) が

\text{￠_{（}2 $\kappa$+m)/2}^{( $\tau$ n)} に現れるためには $\pi$_{\mathrm{f}} が \mathbb{C}_{2 $\kappa$} の分解に現れ,符号条件 (-1)^{$\Sigma$_{v $\epsilon$ 6_{\infty}}$\kappa$_{v}}$\mu$_{\mathrm{f}}(-1)=
1 を満たすことが必要かつ十分である.

注意1.4. (1) 重複度高々 1の証明は池田保氏の着想であり,目が眩むような代
数的技巧を駆使している.

(2) 符号条件はアーサー予想に適合している.アーサー予想に関しては [1, 2] や

[3], 或いは [7] の14章などを参照すると良い.極小ウェイト \pm 2$\kappa$_{v} の離散系
列を D_{2$\kappa$_{w}} と書く と  $\epsilon$(1/2, D_{2$\kappa$_{v}})=(-1)^{$\kappa$_{v}} であり,全ての有限素点で恥が
既約主系列表現のとき,符号条件はルート数が1であることを意味する.

単に A_{m}^{ $\psi$ \mathrm{r}}($\mu$_{\mathrm{f}}) が尖点形式の空間に現れるかどうか知るだけでは数論的応用に不

十分である.一体どのようにして \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\mathrm{f}}‐同変な埋め込み  A_{m^{\mathrm{f}}}^{ $\psi$}($\mu$_{\mathrm{f}})\mapsto ￠( m)
(2 $\kappa$+m)/2

が得られるのか分からなければ片手落ちである.この問題に答えるために退化主
系列表現の退化Whittaker模型についてまず述べる.

メタプレクティック群はユニポテントな部分群上では分裂するので,有限部分
Mp (W_{m})_{\mathrm{f}} の許容表現 II_{\mathrm{f}} のジャッケ加群や Whittaker 模型を考えることができ
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る.準同型 \mathfrak{n} のメタプレクティック群への持ち上げを同じ記号で表し,各 F 上の
m 次非退化対称行列  $\xi$ に関して指標  $\psi$_{\mathrm{f}}^{ $\xi$} による退化 Whittaker 空間

\mathrm{W}\mathrm{h}_{ $\xi$}(II_{\mathrm{f}})=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{m}} (\mathrm{A}_{\mathrm{f}})(II_{\mathrm{f}}\mathrm{o}\mathfrak{n}, $\psi$_{\mathrm{f}}^{ $\xi$})
を考える.退化主系列表現はWhittaker模型を持たないが,退化Whittaker模
型を唯一つ持つことが知られている.即ち \mathrm{W}\mathrm{h}_{ $\xi$}(I_{m^{\mathrm{f}}}^{ $\psi$}($\mu$_{\mathrm{f}})) は一次元ベクトル空間
である (詳しくは[11] を参照). m 次対称行列の空間の \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{m}(\mathrm{A}_{\mathrm{f}}) のハール測度
db =\otimes_{\mathrm{P}}\mathrm{d}妬を固定すれば 局所退化 Whittaker 空間

\mathrm{W}\mathrm{h}_{ $\xi$}(I_{m}^{ $\psi$}, ($\mu$_{\mathfrak{p}}))=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{m}} ( F_{\mathrm{p}})(I_{m^{ $\theta$}}^{ $\psi$}($\mu$_{\mathfrak{p}})\circ \mathfrak{n},$\psi$_{\mathfrak{p}}^{ $\xi$})
の基底をジャッケ積分

w_{ $\xi$}^{$\mu$_{\mathrm{P}}}(h_{\mathrm{P}}) =

Sym.(馬)
h_{\mathrm{P}} ( (\left(\begin{array}{ll}
0 & 1_{m}\\
-1_{m} & 0
\end{array}\right) \mathfrak{n}(b_{\mathfrak{p}}), 1)) \overline{$\psi$_{\mathfrak{p}}^{ $\xi$}(b_{\mathfrak{p}})}\mathrm{d}b_{\mathfrak{p}}

|\det $\xi$|_{\mathrm{p}}
(m+1)/4[(m+1)/2]

\times_{\overline{L(\frac{ $\iota$}{2},$\mu$_{\mathfrak{p}}\hat{ $\chi$}_{\mathrm{p}}^{\det $\xi$})}} \displaystyle \prod_{\dot{g}=1} L(2j-1,$\mu$_{\mathrm{p}}^{2})\times\left\{\begin{array}{ll}
1 & m \text{が奇数，}\\
L(\frac{m+1}{2}, $\mu$_{\mathfrak{p}}\hat{ $\chi$}_{\mathfrak{p}}^{\text{（-}1)^{m/2}}) & m \text{が偶数}
\end{array}\right.
として定義し,一次元空間 \mathrm{W}\mathrm{h}_{ $\xi$}(I_{m^{\mathrm{f}}}^{ $\psi$}($\mu$_{\mathrm{f}})) の基底 w_{ $\xi$}^{$\mu$_{\mathrm{f}}} を積

w_{ $\xi$}^{$\mu$_{\mathrm{f}}}(\displaystyle \otimes_{\mathfrak{p}}h_{\mathfrak{p}})=\prod_{\mathrm{p}}w_{ $\xi$}^{$\mu$_{\mathrm{P}}}(h_{\mathrm{p}})
として定義することができる. w_{ $\xi$}^{ $\mu$} � を定義する積分は収束しないが解析接続によ

り定義され,殆ど全ての素点で w_{ $\xi$}^{$\mu$_{\mathrm{P}}}(h_{\mathfrak{p}})=1 である.

定理 1_{\bullet}5 ([10]) \bullet $\pi$_{\mathrm{f}} が $\epsilon$_{2 $\kappa$} に現れ, (-1)^{$\Sigma$_{v $\epsilon$ 6_{\infty}}$\kappa$_{v}}$\mu$_{\mathrm{f}}(-1)=1 であるとき,複素
数の集合 \{c_{t}\}_{t\in F_{+}^{\mathrm{x}}} が存在して, \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\mathrm{f}} ‐同変な埋め込み鑑 : A_{m^{\mathrm{f}}}^{ $\psi$}($\mu$_{\mathrm{f}}\hat{ $\chi$}_{\mathrm{f}}^{ $\eta$}) \hookrightarrow

￠ (2 $\kappa$+m)/2(rn) はすべての m と  $\eta$ 欧  F_{+}^{\mathrm{x}} に対して下記のフーリエ級数で与えられる ;

i_{m}^{ $\eta$}(h)_{\overline{ $\Delta$}}(\displaystyle \mathcal{Z})=\sum_{ $\xi$\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{m}^{+}}|\det $\xi$|^{(2 $\kappa$+m)/4_{\mathcal{C}_{ $\eta$\det $\xi$}}}\mathrm{e}_{\infty} (tr( $\xi$ Z)) w_{ $\xi$}^{$\mu$_{\mathrm{f}}\hat{ $\chi$}_{\mathrm{f}}^{ $\eta$}}(A_{m}^{$\psi$_{\mathrm{f}}}(\tilde{ $\Delta$}, $\mu$_{\mathrm{f}}\hat{ $\chi$}_{\mathrm{f}}^{ $\eta$})h) .
注意1.6. (1) A_{1}^{$\psi$_{\mathrm{f}}}($\mu$_{\mathrm{f}}) は志村対旛の逆対応, A_{2}^{$\psi$_{ $\tau$}}($\mu$_{\mathrm{f}}) は斉藤黒川リフティング

である.両方ともテータリフティングである.志村対応は志村五郎により逆
定理を使って古典的保型形式の枠組みで証明された後,Waldspurger [19, 20]
により表現論の観点から徹底的に研究された.斎藤黒川リフティングは 斎
藤浴と黒川信重が独立に予想し,Maass, Andrianov, Zagierにより証明され
た後,Piatetski‐Shapiro [16] により表現論の枠組みから詳しく研究された.
定理1.5は,Duke‐Imamoglu と伊吹山知義が独立に予想し 池田保氏が構成
したリフティングの一般化である.池田氏の論文 [7] では, F が有理数体, m

が偶数全ての素数 p で $\mu$_{p}\hat{ $\chi$}_{\mathrm{p}}
( -)^{m/2} は \mathbb{Q}_{p}^{\mathrm{x}} の不分岐ユニタリ指標であると

きを扱っている. m が奇数のときは,[4] で扱われている.その証明は一般化
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の余地に乏しかったが,その後池田氏 [9] は,表現論の手法を駆使してもっと
一般的な方法を編み出した.しかし,[9] は難解で具体的でもなかったので長
らく無視されて来た.それが今回の池田氏との共同研究で具体的かつ簡明
になったのが定理1.5である.紆余曲折あれど,歴史は繰り返すようである.

(2) 定数碗は半整数のヒルベルト尖点形式のフーリエ係数であり,コーネンーザ
ギエの結果より,その平方と中心特殊値 L(\displaystyle \frac{1}{2}, $\pi$_{\mathrm{f}}\otimes\hat{ $\chi$}_{\mathrm{f}}^{t}) の間に関係式が知ら
れている (例えば,[5] の定理12.3を読むと良い).

(3) 定理1.5のフーリエ級数の形は斉藤黒川リフティングを特徴付けるマース
関係式の面影が認められる.

(4) 同じ係数 \{\mathrm{q}\} を持つ類似のフーリエ係数により偶数次シンプレクティック
群の内部形式の正則尖点形式を与えることもできる.しかし,重複度1や
定理1.3の必要性の類似は,この場合には証明できていない.詳しくは著者
と池田氏の論文 [10] を読んで欲しい.特に m=2 のときは斉藤黒川リフ
ティングの移送であり,Wee Teck Gan [3], Waldspurger [20], 織田 [15], 菅

野[17] などで考察されている.

(5) 次数 m が偶数のとき,これらのフーリエ級数は自然に similitude 群

\{g\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{2m}|g\left(\begin{array}{ll}
0 & -1_{m}\\
1_{m} & 0
\end{array}\right){}^{t}g=$\lambda$_{m}(g)\left(\begin{array}{ll}
0 & -1_{m}\\
1_{m} & 0
\end{array}\right) $\lambda$_{m}(g)\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{1}\}
の尖点形式に拡張される. m が奇数のときは,状況が異なるようで興味深い.

2 証明

2.1 ヴエイユ表現

z\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{m-1} と x, y\in F^{m-1} に対して,以下の記法を用いる:

\mathrm{u}(x,y;z)= ( 1_{m_{0_{0}^{-1}}} x1 z_{1_{m_{ $\dagger$}-1}^{-y^{t_{X}}}}-\mathrm{i}x $\Phi$ 010y ) .

このような行列からなる Sp_{m} の部分群をノグと書く.以下の埋め込みにより \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}
を Sp_{m} の部分群と見徹す :

\left(\begin{array}{ll}
a' & b'\\
c' & d
\end{array}\right)\mapsto \left(1_{m-1} & a'c' & \mathrm{l}_{m-\mathrm{l}} & b'd'\right).
半直積ノ =\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}\ltimes ノグは  Sp_{m} のヤコビ群と呼ばれる.
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X=\mathrm{A}^{m-1}, \mathrm{A}_{\infty}^{m-1}, \mathrm{A}_{\mathrm{f}}^{m-1} であるとき,Xのシュヴァルツ関数の空間を \mathcal{S}(\mathrm{X})
と表す.総正定値対称行列 R \in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{m-1}^{+} を固定し,次のようなヴェイユ表現

$\omega$_{R}^{ $\psi$} : \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{1})_{\mathrm{A}}\ltimes J(\mathrm{A}) 〆 $\Gamma$*\mathscr{S}(\mathrm{A}^{rn-1}) を考える:

($\omega$_{R}^{ $\psi$}(\mathrm{u}(x, y;z)) $\varphi$)(u)= $\varphi$(u+x) $\psi$(\mathrm{t}\mathrm{r}(Rz)+2{}^{t}uRy) ,

($\omega$_{R}^{ $\psi$}(\left(\begin{array}{ll}
t & bt^{-1}\\
0 & t^{-\mathrm{l}}
\end{array}\right) $\varphi$))(u)= $\psi$(b\mathrm{b}Ru)$\gamma$^{ $\psi$}(t)^{m-1}\hat{ $\chi$}^{\det R}(t)|t| (m-1)/2_{ $\varphi$(ut)},

( $\varphi$\in S(\mathrm{A}^{m-1}), u\in \mathrm{A}^{m-1}, t\in \mathrm{A}^{\mathrm{x}}, b\in \mathrm{A}) .

シュヴァルツ関数 $\varphi$_{R}^{\infty}\in \mathcal{S}(\mathrm{A}_{\infty}^{m-1}) をGaussian の積 $\varphi$_{R}^{\infty}(x)=\mathrm{e}_{\infty}(\sqrt{-1}^{t}xRx) とし

て定義する.局所定数コンパクト台関数  $\phi$\in \mathcal{S}(\mathrm{A}_{\mathrm{f}}^{m-1}) に対して関数 $\phi$_{R}\in S(\mathrm{A}^{m-1})
をテンソル積  $\phi$_{R}=$\varphi$_{R}^{\infty}\otimes $\phi$ により定義する.和

 $\Theta$( $\varphi$)=\displaystyle \sum_{x\in F^{m-1}} $\varphi$(x)
は \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(F)\times.\parallel(\mathrm{F})‐不変な汎函数  $\Theta$ :  S(\mathrm{A}^{m-1})\rightarrow \mathbb{C} を定め,群ノ(A) 上のテー

タ関数  $\Theta$($\omega$_{R}^{ $\psi$}(v\tilde{g}')$\phi$_{R}) を与える.

2.2 フーリエーヤコビ係数

定理1.5のフーリエ級数が絶対収束し,ジーゲル方物型部分

P_{rn}=\{\mathrm{m}(a)\mathfrak{n}(b)|a\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{m}, b\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{m}\}

の F 有理点で左不変な \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\mathrm{A}} 上の関数を与えることは容易に分かる.群

Sp_{m}(\mathrm{F}) は P_{m}(\mathrm{F}) と \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(F) で生成されるので,そのような P_{m}(F)\backslash \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{m})_{\mathrm{A}} 上

の関数 \mathcal{F} が離散部分群 Sp_{m}(\mathrm{F}) で不変であることを示すには,全ての R\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{m-1}^{+}
に対して部分フーリエ係数

\mathcal{F}^{R}(\tilde{g})=
Sym, -1(F)\backslash \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{m-1}(\mathrm{A})^{\mathcal{F}}((\left(\begin{array}{ll}
z & 0\\
0 & 0
\end{array}\right), 1)\tilde{g})\overline{$\psi$^{R}(z)} &

が離散部分群 \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(F) に関して左不変であることを示せば十分である.さらに
\mathcal{F}^{R} が \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(F) に関して左不変であることは全ての局所定数コンパクト台関数

 $\phi$\in S(\mathrm{A}_{\mathrm{f}}^{m-1}) に対してフーリエヤコビ係数

\displaystyle \mathcal{F}_{ $\phi$}^{R}(\tilde{g}')=\int_{\mathrm{r}(F)\backslash \mathscr{N}(\mathrm{A})}\mathcal{F}(v\tilde{g}')\overline{ $\Theta$($\omega$_{R}^{ $\psi$}(v\tilde{g}')$\phi$_{R})(0)}\mathrm{d}v
が \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{F}) に関して左不変であることと同値である.

2.3 定理1.5の証明

池田氏 [7] の最初の証明では,アイゼンシュタイン級数が用いられているが,今回
の証明には全く現れない.退化主系列表現の表現論を駆使し,主として局所的議
論を用いて証明されることに特徴があり,[7] の証明と比べても簡明である.
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次の積分は絶対収束しないが解析接続により意味を持ち, A_{m}^{$\psi$_{\mathrm{p}}}($\mu$_{\mathfrak{p}})\otimes\overline{$\omega$_{R}^{$\psi$_{l}}} から

A_{1}^{$\psi$_{\mathrm{r}}}($\mu$_{\mathfrak{p}}\hat{ $\chi$}_{\mathfrak{p}}^{\det R}) への J\mathrm{r}(F_{\mathfrak{p}})‐不変かつ \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{1})_{\mathfrak{p}}‐同変な全射準同型を与える:

$\beta$_{R}^{$\psi$_{\mathfrak{p}}}(\displaystyle \tilde{g}_{\mathfrak{p}}';h_{\mathfrak{p}}\otimes\overline{ $\phi$}_{\mathfrak{p}})=\prod_{j=1}^{[(m-1)/2]}L(m'+2j, $\mu$_{\mathfrak{p}}^{2})
\displaystyle \times\int_{F_{\mathfrak{p}}^{m-1}}\int_{\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{m-1}(F_{\mathrm{p}})}h_{\mathfrak{p}} ((\left(\begin{array}{lll}
1 &  & \\
1_{m-1} & -\mathrm{l}_{m-\mathrm{l}} & 1
\end{array}\right)\mathrm{u}(x, 0;z), 1)\tilde{g}_{\mathrm{p}}')

\mathrm{x}\overline{($\omega$_{R}^{$\psi$_{\mathfrak{p}}}(\mathrm{u}(x,0;z)\tilde{g}_{\mathrm{p}}')$\phi$_{\mathrm{P}})(0)} dzdx \times\{
1 m 力埼数のとき,

L(\displaystyle \frac{m+1}{2}, $\mu$_{\mathfrak{p}}\hat{ $\chi$}_{\mathfrak{p}}^{(-1)^{m/2}}) m が偶数.

これを用いて,ノグ (\mathrm{A}_{\mathrm{f}})‐不変かつ \mathrm{M}\mathrm{p}(W_{1})_{\mathrm{f}}‐同変な全射準同型

$\beta$_{R}^{$\psi$_{\mathrm{f}}}:A_{m}^{$\psi$_{\mathrm{f}}}($\mu$_{\mathrm{f}})\otimes\overline{$\omega$_{R}^{$\psi$_{\mathrm{f}}}}\rightarrow A_{1}^{$\psi$_{\mathrm{f}}}($\mu$_{\mathrm{f}}\hat{ $\chi$}_{\mathrm{f}}^{\det R})
をテンソル積

$\beta$_{R}^{$\psi$_{\mathrm{f}}}(\displaystyle \otimes_{\mathrm{p}}(h_{\mathrm{p}}\otimes\overline{ $\phi$}_{\mathfrak{p}}))=\prod_{\mathfrak{p}}$\beta$_{R}^{$\psi$_{ $\phi$}}(h_{\mathfrak{p}}\otimes\overline{ $\phi$}_{\mathfrak{p}})
により定義する.右辺の無限積は実質的に有限積である.

定理1.5の証明は,次式により m=1 の場合に帰着される:

 $\iota$_{m}^{ $\eta$}(h)_{ $\phi$}^{R}=$\iota$_{1}^{ $\eta$\det R}($\beta$_{R}^{$\psi$_{\mathrm{f}}}(h\otimes $\phi$
 m= 1 の場合は,Waldspurger [19, 20] の志村対応の理論そのものなので,証明
は完結する.上の関係式から埋め込み A_{m^{\mathrm{f}}}^{ $\psi$}($\mu$_{\mathrm{f}})\mapsto \mathrm{C}_{(2 $\kappa$+m)/2}^{(m)} が存在すれば,その

フーリエーヤコビ係数が埋め込み A_{1}^{$\psi$_{\mathrm{f}}}($\mu$_{\mathrm{f}})\rightarrow \mathrm{C}_{(2 $\kappa$+1)/2}^{(1\text{）}} を与える.故に定理 L3の

必要条件が従う.

注意2.1. 次式はジャッケ積分の変数変換からすぐに従う:

w_{ $\xi$}^{$\mu$_{\mathrm{f}}}\mathrm{o}\mathrm{m}(a)=$\mu$_{\mathrm{f}}(\det a)^{-1}w_{{}^{t}$\alpha \xi$ a}^{ $\mu$ \mathrm{r}}, a\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{m}(F) .

特に 媛 a= $\xi$ のとき

 w_{ $\xi$}^{$\mu$_{\mathrm{f}}}\circ \mathrm{m}(a)=$\mu$_{\mathrm{f}}(\det a)^{-1}w_{ $\xi$}^{$\mu$_{\mathrm{f}}}.
符号条件の必要性はこのことからも容易に分かる.

重複度1も(重さ半整数の) ヒルベルト形式の重複度1定理から R を動かした
ときのフーリエヤコビ係数のフーリエ係数の間に様々な関係式が得られ,結局定
理1.5のような係数に限られることから証明される.
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3 ヒルベルトーエルミート尖点形式へのリフティング

ヒルベルトーエルミート尖点形式に関してもヒルベル \mathrm{k} ‐ジーゲル尖点形式の場合
に類似したリフトを構成することができる.ヒルベルト‐ジーゲル尖点形式のフー
リエ係数が F 上の正定値二次形式により配列されるのに対して,ヒルベルトーエル
ミート尖点形式のフーリエ係数は CM 拡大 E/F に関する正定値エルミート形式
により配列される.エルミート形式の理論が二次形式の理論に比べて簡単なこと
はよく知られているが,実はリフティングの場合もヒルペルトーエルミート尖点形
式へのリフティングの方が断然簡単である.現状,ヒルベルトージーゲル尖点形式
へのリフティングには制限があり,超尖点的表現を局所表現に持たない場合にし
か適用できないが,ヒルペルトーエルミート尖点形式へのリフティングはすべての
ヒルベルト尖点形式に適用可能である.このことを説明して本稿を終える.

3.1 ヒルベルトーエルミート尖点形式

ヒルベルトーエルミート尖点形式の定義はヒルベルトージーゲル尖点形式の定義
にそっく りであるが,ここではユニタリ群 \mathrm{U}(n, n) ではなく,そのsimilitude群

\mathrm{G}\mathrm{U}(n, n) 上の尖点形式を考える.敢えて \mathrm{G}\mathrm{U}(n, n) を考えること定理3.2の定式
化する上で重要な意味がある.

E をCM 体,即ち総実体 F の総虚二次拡大とし,そのアデール環を \mathrm{E}, E の F

上非自明自己同型を a\mapsto a^{ $\tau$} , 二次拡大 E/F に対応する F のイデール類群の位数
2の指標を $\epsilon$_{E/F}= H. $\epsilon$_{E_{v}/F_{v}} と表す. n 次エルミート行列の空間を

\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{n}=\{z\in \mathrm{R}_{F}^{E}\mathrm{M}_{n}|^{t}z^{ $\tau$}=z\}
と書く.ヴェイユの係数制限を \mathrm{R}_{F}^{E} と書いた.下記の行列群を考える:

\mathrm{G}\mathrm{U}(n, n) (3.1)

= { g\in \mathrm{R}_{F}^{E}\mathrm{G}\mathrm{L}_{2n}|g\left(\begin{array}{ll}
0 & -1_{m}\\
1_{m} & 0
\end{array}\right) {}^{t}g^{ $\tau$}=$\lambda$_{n}(g)\left(\begin{array}{ll}
0 & -1_{m}\\
1_{m} & 0
\end{array}\right), $\lambda$_{n} ( g)\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{1} }.
準同型 $\lambda$_{n} : \mathrm{G}\mathrm{U}(n, n)\rightarrow \mathrm{G}恥の核は,準分裂なユニタリ群 \mathrm{U}(n, n) である.二つ
の準同型 \mathrm{m}:\mathrm{R}_{F}^{E}\mathrm{G}\mathrm{L}_{n}\rightarrow G_{n} と \mathrm{n}:\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{n}\rightarrow G_{n} を以下で定義する:

\mathrm{m}(A)= \left(\begin{array}{ll}
A & 0\\
0 & {}^{t}(A^{-1})^{ $\tau$}
\end{array}\right) ) \mathrm{n}(z)= \left(\begin{array}{ll}
1_{n} & z\\
0 & \mathrm{l}_{n}
\end{array}\right).
E 上の n 次エルミート行列 B に対して指標 $\psi$_{\mathrm{f}}^{B}=\displaystyle \prod_{\mathfrak{p}}$\psi$_{\mathfrak{p}}^{B} : \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{n}(\mathrm{A}_{\mathrm{f}})\rightarrow \mathbb{C}^{\mathrm{x}}

を $\psi$_{\mathfrak{p}}^{B}(z)=$\psi$_{\mathfrak{p}}(\mathrm{t}\mathrm{r}(Bz_{\mathfrak{p}})) のように定義する. n 次正定値複素エルミート行列全体
を \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{n}(\mathbb{R})^{+} , そして E 上 n 次総正定値エルミート行列全体を \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{n}^{+} と表す.

各実素点 v\in 6_{\infty} に関して, \mathrm{G}\mathrm{U}(n, n;F_{v}) の単位元の連結成分を \mathrm{G}\mathrm{U}(n, n;F_{v})^{+}
と書く.この実リー群はエルミート上半空間

\hslash_{m}=\{Z\in \mathrm{M}_{n}(\mathbb{C}) |\sqrt{-1}(^{t}Z^{ $\tau$}-Z)\in \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{7l}(F_{v})^{+}\}

に推移的に作用する.即ち, g_{v}= (_{C_{v}}^{A_{v}} D_{v}B_{v}ノ のように書けば,

g_{v}Z_{v}=(A_{v}Z_{v}+B_{v})(C_{v}Z_{v}+D_{v})^{-1}.
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整数の組 \mathrm{J}i\in \mathbb{Z}^{d} に対して, \mathbb{E}_{\infty}^{\mathrm{x}} の指標 $\epsilon$^{ $\chi$} を

$\epsilon$^{x}(a)=\displaystyle \prod_{v\in 6_{\infty}}(\frac{a_{v}}{a_{v}^{ $\tau$}})^{$\kappa$_{v}}
により定義する.さて, \displaystyle \mathrm{G}\mathrm{U}(n, n;\mathrm{A}_{\infty})^{+}=\prod_{v\in 6_{\infty}}\mathrm{G}\mathrm{U}(n, n;F_{v})^{+} と書き,保型因
子 j_{1}^{ $\kappa$} :GU(n, n;\mathrm{A}_{\infty} ) +\mathrm{x}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{n}^{d}\rightarrow \mathbb{C}^{\times} を g,c,\ell\in \mathbb{Z}^{d} に対して,積

j_{l}^{x}(g, Z)=$\epsilon$^{x}(\displaystyle \det g)\prod_{v\in 6_{\infty}}\det(C_{v}Z_{v}+D_{v})
砺

として定義する. g\in \mathrm{G}\mathrm{U}(n, n;\mathrm{A}_{\infty})^{+} と上半空間環上の関数 \mathcal{F} に対して,新た
な関数 \mathcal{F}|_{f}^{ $\kappa$}g を関係式

\mathcal{F}|_{\ell}^{x}g(Z)=\mathcal{F}(gZ)j_{\ell}^{x}(9, Z)^{-1}

により定義する.上半空閥鰍の原点及び \mathrm{U}(n, n;\mathrm{A}_{\infty}) の標準的極大コンパクト
部分群を下記のように定義する:

\mathrm{i}_{n}=(\sqrt{-1}l_{n}, \ldots, \sqrt{-1}1_{n})\in fl_{n}^{d},
K_{n}=\{g\in \mathrm{U}(n,n;\mathrm{A}_{\infty})|g(\mathrm{i}_{n})=\mathrm{i}_{n}\}.

定義3.1 (ヒルベルトーエルミート尖点形式).次数 n
, 重さ \ell\in \mathbb{Z}^{d} , 指標 $\epsilon$^{ $\kappa$} のヒル

ベルーエルミート尖点形式 \mathcal{F} とは,次式の対称性と下記の (正則及び急減少) 条件
を満たす群 GU (n, n;\mathrm{A}) 上の滑らか関数である:

\mathcal{F}( $\gamma$ gk)=\mathcal{F}(g)j_{l}^{ $\kappa$}(k, \mathrm{i}_{n})^{-1} ( $\gamma$\in \mathrm{G}\mathrm{U}(n, n;F), g\in \mathrm{G}\mathrm{U}(n, n;\mathrm{A}), k\in K_{n})

K_{n} に関する性質により,各有限アデール  $\Delta$\in \mathrm{G}\mathrm{U}(n, n;\mathrm{A}_{\mathrm{f}}) に対して,上半空間
上の関数 \mathcal{F}_{ $\Delta$} : \hslash_{n}^{d}\rightarrow \mathbb{C} を以下で定義できる:

\mathcal{F}_{ $\Delta$} ぽg(\mathrm{i}_{m})=\mathcal{F}(9^{ $\Delta$}) , g\in \mathrm{G}\mathrm{U}(n, n;\mathrm{A}_{\infty})^{+}.

この関数 \mathcal{F}_{ $\Delta$} が以下のようなフーリエ展開を持つ正則関数であるとする:

\displaystyle \mathcal{F}_{ $\Delta$}(Z)=\sum_{B\in \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{n}^{+}}|\det B|^{l/2}\mathrm{w}_{B} (
 $\Delta$

)  F) \mathrm{e}_{\infty}(\mathrm{t}\mathrm{r}(BZ))

ここで, \mathrm{w}_{B}(\mathcal{F}) は有限アデール群 \mathrm{G}\mathrm{U}(n, n;\mathrm{A}_{\mathrm{f}}) 上の滑らか関数である.次数 n,

重さ \ell\in \mathbb{Z}^{d} , 指標 $\epsilon$^{ $\chi$} のヒルベルーエルミート尖点形式の空間を \mathbb{C}_{l}^{n, $\kappa$} と表す.

3.2 ヒルベルトーエルミート尖点形式の構成

まず F のイデール類群のヘッケ指標  $\omega$ を固定し,前と同じように  $\omega$_{\infty}^{2}=1 を仮定
する.さらに  $\omega$ を  E のイデール類群のヘッケ指標  $\chi$ に拡張する.そのような拡張
は存在するが,一意的ではない.どれでもよいので,  $\chi$ を固定しよう.  $\chi$ の無限イ
デール \mathrm{E}_{\infty}^{\mathrm{x}} への制限を $\omega$_{\infty} , 有限イデール \mathrm{E}_{\mathrm{f}}^{\mathrm{x}} への制限を $\omega$_{\mathrm{f}} と書くことにする.  $\omega$
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の仮定より整数の組  x( $\chi$)\in \mathbb{Z}^{d} が存在して, $\chi$_{\infty} は $\epsilon$^{ $\kappa$(\mathrm{X})} のように表される.さて,
$\pi$_{\mathrm{f}}\simeq 鴎恥を \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{A}_{\mathrm{f}}) の既約許容的ユニタリ生成的表現であり,  $\omega$ を中心指標に
持つものとする. \mathrm{G}\mathrm{U}(1,1) は直積 \mathrm{R}_{F}^{E}\mathrm{G}\mathrm{L}_{1} \times \mathrm{G}\mathrm{L}_{2} の対角部分群 \mathrm{G}\mathrm{L}_{1} による商な
ので,テンソル積 $\chi$_{\mathrm{f}}^{-1} 図 $\pi$_{\mathrm{f}} をGU ( 1, 1; \mathrm{A}_{\mathrm{f}}) の既約表現と見徹すことができる.

以下では常に n は奇数とする. \mathrm{G}\mathrm{U}(n, n) の放物型部分群の中で,そのLevi 部
分群が直積 (\mathrm{R}_{F}^{E}\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}) (n-1) /2\times \mathrm{G}\mathrm{U}(1 ,

1) に同型となるもの撃。を選ぶ.このよう
な放物型部分群は,共役の差を除けば一意的である.有限アデール群 \mathfrak{P}_{\mathrm{e}}(\mathrm{A}_{\mathrm{f}}) のモ

ジュラス指標を $\delta$_{\mathfrak{P}_{\mathrm{a}}} と書く.ガロア捻り  $\tau \chi$ は,‐に共役写像  a\mapsto a^{ $\tau$} を合成した
ものである.次の誘導表現は,唯一つの既約部分表現羅を持つ:

\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathfrak{P}_{ $\epsilon$}(\mathrm{A}_{\mathrm{f}})}$\delta$_{\mathfrak{P}_{\mathrm{e}}}\otimes\{($\chi$_{\mathrm{f}}^{-1}\otimes$\pi$_{\mathrm{f}}^{E})^{\otimes}\mathrm{G}\mathrm{U}(n,n;\mathrm{A}_{\mathrm{f}})-1/4 $\tau$ (  n-1)/2_{\otimes($\chi$_{\mathrm{f}}^{-1}} 図 $\pi$_{\mathrm{f}}

ここで, $\pi$_{\mathrm{f}}^{E}=\otimes_{\mathrm{P}}'$\pi$_{\mathfrak{p}}^{E_{\mathfrak{p}}} は  $\pi$ \mathrm{f} の \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{E}_{\mathrm{f}}) への二次基底変換である.

(Q3) いつ埋め込み II_{\mathrm{f}}, $\mu$_{\mathrm{f}}^{n}) \mapsto 6_{\ell}^{n, $\kappa$} が存在するか?

(Q4) 存在するとき,どのように与えられるか?

各次節で B\in \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{n}^{+} に関する退化 Whittaker 模型 3_{B}^{$\chi$_{\mathrm{f}}} : II_{\mathrm{f}}\rightarrow \mathbb{C} を具体的に構
成する.さらに組 \{3_{B}^{$\chi$_{\mathrm{f}}}\}_{B\in \mathrm{H}\mathrm{e}$\Gamma$_{n}^{+}} を,全ての z\in \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{n}(\mathrm{A}_{\mathrm{f}}) ,  $\xi$\in F_{+}^{\mathrm{x}}, A\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(E) ,

B\in \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{n}^{+} に対して次の条件を満足するように選ぶことができる:

3_{B}^{\mathrm{X}\mathrm{r}}\circ II_{\mathrm{f}}(\mathrm{n}(z)\mathrm{d}( $\xi$)\mathrm{m}(A))=$\epsilon$^{-\approx( $\chi$)}(\det A) $\psi$(\mathrm{t}\mathrm{r}(Bz))3_{$\xi$^{-1t}A^{ $\tau$}BA}^{$\chi$_{\mathrm{f}}} . (3.2)

定理3.2 ([22]). n は奇数であり, $\pi$_{\mathrm{f}} は重さ  $\kappa$ のヒルベルト尖点形式の空間喫の
ある既約成分に同型であるとする.  pr=\displaystyle \frac{1}{2}( $\kappa$+n-1+pr(\mathrm{X})) とおく.このとき,
次のフーリエ級数

J_{ $\kappa$}^{R}(f)_{ $\Delta$}(Z)=\displaystyle \sum_{B\in \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{n}^{+}}|\det B|^{( $\kappa$+n-1)/2}3_{B}^{$\chi$_{\mathrm{f}}}(II_{\mathrm{f}}( $\Delta$)f)\mathrm{e}_{\infty}(\mathrm{t}\mathrm{r}(B\mathrm{Z}))
は,次数 n

, 重さ  $\kappa$+n-1 , 指標 $\epsilon$^{x} のヒルベルトーエルミート尖点形式である.

定理3.2は池田保氏のリフティング  $\ddagger$ 8] を特別な場合として含んでいる.

3.3 退化 Whittaker模型の構成

線形汎関数 3_{B}^{ $\chi$ \mathrm{r}} は,局所表現の汎関数 ]_{B}^{\mathrm{X}\mathrm{p}} のテンソル積として構成される.以下, F

の有限素点 \mathfrak{p} を固定し,局所的設定に切り替える.即ち, F=F_{\mathfrak{p}},  $\chi$=$\chi$_{\mathfrak{p}},  $\pi$=$\pi$_{\mathfrak{p}},

II=II_{\mathfrak{p}} , etc.

本節では \mathrm{G}\mathrm{U}(n, n) を 2n 次の分裂歪エルミート形式付きベクトル空間 (W_{n}, \langle, \rangle)
のsimditude 群と見徹す.一方, W_{n} のWitt 基底 e_{1} , . . . , e_{n}, f_{1} , . .. , f_{n} を固定し
て,行列表示 (3.1) も利用する. \mathrm{G}\mathrm{U}(n, n) は W_{n} の等方部分空間に作用する.ジー
ゲル放物型部分群

{ \mathrm{d}( $\xi$)\mathrm{m}(A)\mathrm{n}(z)| $\xi$\in F^{\mathrm{x}}, A\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{n} (E) , z\in \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{n} }
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は e_{1} ,
.. .

, e_{n} が生成する等方部分空間の安定部分群である、そのべき単根基を
N_{n}=\{\mathrm{n}(z)|z\in \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{n}\} と書く.各 1\displaystyle \leq i\leq\frac{n-1}{2} に対して \mathfrak{X}_{21} を次の等方ベクト
ルで生成される W_{n} の部分空間とする:

e_{1}, f_{2}, e_{3},f_{4}, \cdots, e_{2i-1}, f_{2i}.

放物型部分群 \mathfrak{P}_{\mathrm{e}} を,次の等方部分空間からなる旗

\mathfrak{X}_{2}\subset \mathfrak{X}_{4}\subset\cdots\subset \mathfrak{X}_{n-1}\subset X_{n-1}\oplus Ee_{n}

の安定部分群となるように選ぶ.
\mathcal{W}( $\pi$) を  $\pi$ の  $\psi$ に関する Whittaker 模型,すなわち次の性質を持つ \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(F)

上の関数の空間の部分空間で, \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{F}) の右移動による作用が  $\pi$ と同型になるも
のである:

 f(\left(\begin{array}{ll}
1 & x\\
0 & 1
\end{array}\right)g) = $\psi$(x)f(g) .

このような空間は一意的であることが知られている.同様に \mathcal{W}($\pi$^{E}) を $\pi$^{E} の

 $\psi$\circ \mathrm{T}\mathrm{r}_{F}^{E} に関する Whittaker 模型とする.II を次の空間の唯一つの既約部分表現
と見徹すことにする:

\mathrm{J}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathscr{X}$\delta$_{\mathfrak{P}_{\mathrm{e}}}\otimes\{($\chi$^{-1}\otimes \mathcal{W}($\pi$^{E}))4 図 (n-1)/2_{\otimes($\chi$^{-1}\mathbb{H}\mathcal{W}( $\pi$))\}}.

n 次の分裂エルミート行列を次のように定義する:

H_{n}= ( ) \in \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{n}.

退化 WhittaJoer 模型 3_{H_{n}}^{ $\chi$} : II\rightarrow \mathbb{C} を以下の積分で定義する:

3_{H_{n}}^{ $\chi$}(f)=\displaystyle \int_{N_{n}\cap \mathfrak{P}_{\mathrm{e}}\backslash N_{n}}f(\mathrm{n}(z))\overline{ $\psi$(\mathrm{t}\mathrm{r}(H_{n}z))}\mathrm{d}z.
この積分が収束し,II 上 0 でないことは初等的フーリエ解析から容易に分かる.次
の不変性は重要である.

命題3 \cdot 3. もし $\xi$^{-1}{}^{t}A^{ $\tau$}H_{n}A=H_{n} であれば,

3_{H_{n}}^{ $\chi$}\circ II(\mathrm{d}( $\xi$) $\iota$ \mathrm{n}(A))= $\chi$($\xi$^{(1-n\rangle/2}\det A)3_{H_{n}}^{ $\chi$}.
注意3.4. E = F\oplus F のとき, \mathrm{U}(n, n) \simeq \mathrm{G}\mathrm{L}_{2n}(\mathrm{F}) であり,上の性質を持つ
Whittaker 模型は Shalika 模型と呼ばれる.
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\mathrm{G}\mathrm{U}(n, n) を考え, n を奇数にしたのは,次の事実を利用するためである:

補題3.5 (Landherr). n が奇数のとき,任意の B \in \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{n}\cap \mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(\mathrm{E}) に対して,
 $\xi$\in F^{\mathrm{x}} と A\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(E) が存在して, B=$\xi$^{-1}{}^{t}A^{ $\tau$}H_{n}A.

定義3.6. B \in \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{n}\cap \mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(\mathrm{E}) に対して,  $\xi$ \in  F^{\mathrm{X}} と A \in \mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(E) を B =

$\xi$^{-1}{}^{t}A^{ $\tau$}H_{n}A となるように選び, 3_{B}^{ $\chi$} : II\rightarrow \mathbb{C} を次式で定義する:

]_{B}^{ $\chi$}:= $\chi$($\xi$^{(1-n)/2}\det A)^{-1}\mathrm{I}_{H_{n}}^{ $\chi$}\circ II(\mathrm{d}( $\xi$)\mathrm{m}(A)) .

この定義は命題3.3より  $\xi$ と  A の選び方に依存しない.

定義3.6より自動的に (3.2) が成立する.
実は  $\pi$ が超尖点的でなければ,II や  3_{B}^{ $\chi$} をもつと簡単に記述することができ

る.乗法群 E^{\mathrm{X}} の指標  $\nu$ と  F^{\mathrm{X}} の指標  $\mu$ に対して, \mathrm{G}\mathrm{U}(n, n) の退化主系列表現
ろ ( $\nu$,  $\mu$) とは,下記の性質を持つ GU (n, n) の滑らか関数 h の空間への右移動作用
により得られる表現である:

h(\mathrm{d}( $\xi$)\mathrm{m}(A)\mathrm{n}(z)g)= $\mu$( $\xi$) $\nu$(\det A)|$\xi$^{-n}\mathrm{N}_{F}^{E}(\det A)|^{n/2}h(g)
( $\xi$\in F^{\times}, A\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(E), z\in \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{n}(F), g\in \mathrm{G}\mathrm{U}(n, n)) .

以前と同様ジャッケ積分 w_{B}^{ $\chi$} : J_{n}( $\nu$,  $\mu$)\rightarrow \mathbb{C}

w_{B}^{ $\nu$}(h)=|\displaystyle \det B|^{n/2}\prod_{j=1}^{n}L(j, $\nu$^{\uparrow}$\epsilon$_{E/F}^{n+j})\int_{\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{n}(F)}h(\left(\begin{array}{ll}
0 & 1_{n}\\
-1_{n} & 0
\end{array}\right)\displaystyle \mathrm{n}(z))\overline{ $\psi$(\mathrm{t}\mathrm{r}(Bz))}\mathrm{d}z
(詳しくは[11] を参照).指標  $\nu$ の  F^{\mathrm{X}} へ制限して得られる指標を  $\nu \dagger$ と書いた.

命題3.7.  $\pi$ が主系列表現  I( $\mu,\ \mu$^{-1} $\omega$) の部分表現であるとき,II は退化主系列表
現 J_{n}(^{ $\tau$}$\chi$^{-1}\cdot $\mu$\circ \mathrm{N}_{F}^{E}, $\mu$^{-n}$\omega$^{(n+1)/2}) の唯一つの既約部分表現に同型であり, ]_{B}^{\mathrm{X}} は

ジャッケ積分  $\mu$(\det B)^{-1^{ $\tau$}x^{-1}\cdot $\mu$ \mathrm{o}\mathrm{N}_{F}^{E}}w_{B} に対応する.

2.2節のように z\in \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{n-1} と x, y\in E^{m-1} に対して,以下の記法を用いる:

\mathrm{v}(x,y;z)= ( 1_{n\mathrm{t}-1} x1 z-y^{t_{X^{ $\tau$}}}1_{m-1}-x?\displaystyle \int^{ $\tau$}0^{0}1^{y} ) .

このような行列からなる GU(n, n) の部分群を \mathcal{N} と書く.以下の埋め込みにより

\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{F}) を \mathrm{G}\mathrm{U}(n, n)の部分群と見徹す:

g'= \left(\begin{array}{ll}
a' & b'\\
\mathrm{C}' & d'
\end{array}\right) \mapsto \left(1_{m-1} & a'c' & (\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}g')1_{m-\mathrm{l}} & b'd'\right) .

ヤコビ群 U(1,1)\ltimes \mathcal{N} は半直積 J=\mathrm{G}\mathrm{U}(1,1)\ltimes \mathcal{N} の部分群である.
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非退化エルミート行列 S\in \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}_{m-1} を固定する.そのユニタリ群とsimilitude
群を以下で定義する:

\mathrm{U}(S)=\{A\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{n-1}(E)| {}^{t}A^{ $\tau$}SA=S\},
\mathrm{G}\mathrm{U}(S)=\{A\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{n-1}(E)|{}^{t}A^{ $\tau$}SA=$\lambda$_{S}(A)S, $\lambda$_{S}(A)\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{1}\}.

直積群 \mathrm{G}\mathrm{U}(S)\mathrm{x}\mathrm{G}\mathrm{U}(l, 1) の次の部分群を考える:

R_{S}=\{(A,g')\in \mathrm{G}\mathrm{U}(S)\times \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(F)|$\lambda$_{S}(A)=\det g\}.

ヤコビ群のヴェイユ表現は R_{S}\ltimes \mathcal{N} の表現 $\Omega$_{S}^{ $\chi$} に拡張することができる.

]_{B}^{\mathrm{X}} は,フーリエーヤコビ加群に関してもある種の性質を持っていて,定理3.2の
証明に重要な役割を果たす.次の積分は U_{S}\ltimes \mathcal{N}‐不変な II\otimes$\Omega$_{s}^{ $\chi$} の汎関数を与え
ることが容易に分かる:

\displaystyle \int_{E^{n-1}}3_{S\oplus 1}^{ $\chi$}(II(\mathrm{m}(\left(\begin{array}{ll}
1_{n-1} & x\\
0 & 1
\end{array}\right)))f)\displaystyle \overline{ $\phi$(x)} \mathrm{d}x .

従って, \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{F}) 上の関数 W を以下のように定義することができる:

W(g)=\displaystyle \int_{E^{n-1}}]_{S\oplus 1}^{\mathrm{X}}(II(\mathrm{m}(\left(\begin{array}{ll}
1_{n-1} & x\\
0 & 1
\end{array}\right)))(A,g)f)\displaystyle \overline{($\Omega$_{s}^{ $\chi$}(A,g) $\phi$)(x)} dx.

ここで, A\in \mathrm{G}\mathrm{U}(S) を \det g=$\lambda$_{8}(A) となるように選んだ. \mathrm{U}_{S}‐不変性より,右辺
は A の取り方によらない.以上の設定で次の命題が成立する:

命題3.8. W\in \mathcal{W}( $\pi$) .

注意3.9.  $\pi$ が超尖点的でなければ,命題3.7を使って命題3.3と命題3.8を直接
証明することができる.実は,  1_{B}^{ $\chi$} はある留数的保型表現の B に関するフーリエ係
数の分解に現れる.  $\pi$ が超尖点的であるときは,  $\pi$ を \mathrm{G}玩の尖点的保型表現に局
所因子として埋め込んで,この事実を利用して命題3.3と命題3.8を証明する.
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