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1. Introduction

バナッハ空間の幾何学的性質に関する研究の起源をたどれば,Jordan‐von Neu‐

mann [12] による内積空間の特徴づけ,及び,Clarkson [5] による一様凸性の概念に

まで遡る. L_{p} 空間の一様凸性が Clarkson 不等式を用いて証明されたように,空間の
幾何学的性質の多くはノルム不等式を用いて記述される.他方 バナッハ空間 Xの幾

何学的性質の度合いを記述する際,von Neumann‐Jordan 定数 C_{NJ}(X) やJames定

数 J(\mathrm{X}) を用いる方法がある. C_{NJ}(X)=1 は内積空間を特徴づけ ([12]), J(X) <2

は uniform non‐squareness を特徴づける ([9]). その後,様々な幾何学的定数が導
入され それらの定数を用いた幾何学的性質の特徴づけ,あるいは定数間の関係な
どが考察されてきた (cf. [1, 2, 3, 8, 13, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 26, 30

本研究では,James 定数の一般化である James 型定数 J_{t}(\mathrm{X}) を考察する. J_{t}(X)
はTakahashi [16] により導入され,2010年頃からCYang を中心に精力的に研究さ

れている (cf. [19, 23, 24, 27, 28, 29 具体的な空間でみ(X) の値が求められては

いるが,ここでは極めて簡単な計算方法を紹介する.また, J_{t}(\mathrm{X}) と J(\mathrm{X}) との関係

などについても詳細に考察する.これにより,これまで個別に議論された一連の幾
何学的定数を統一的に扱うことが可能となる.既知の結果の理解が深まると共に,
更なる一般化が期待できる.

以下,Xを2次元以上の実バナッハ空間とし,その閉単位球を B_{X} , 単位球面を

s_{x} で表す.James 定数 J(X) , von Neumann‐Jordan 定数 CNJ(X), James 型定数

J_{t}(X) (-\infty\leq t<\infty) は次のように定義される.

J(X) = \displaystyle \sup\{\min(\Vert x+y \Vert x-y : x, y\in S_{X}\} , (1)

C_{NJ}(X) = \displaystyle \sup\{\frac{\Vert x+y\Vert^{2}+\Vert x-y\Vert^{2}}{2(||x||^{2}+||y\Vert^{2})}: x\in S_{X}, y\in B_{X}\} , (2)

J_{t}(X)=\displaystyle \sup\{(\frac{\Vert x+y\Vert^{t}+\Vert x-y\Vert^{t}}{2})^{1/t}: x, y\in S_{X}\} . (3)

ただし, J_{0}(X)=\displaystyle \sup\{\sqrt{\Vert x+y\Vert\Vert x-y\Vert}: x, y\in S_{X}\}, J_{-\infty}(X)=J(X) .
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2. Fundamental properties of the constant J_{t}(X)

バナッハ空間 XのJames 型定数 J_{t}(X) に関する基本的な結果を紹介する (cf.
[16, 29

(i) \sqrt{2}\leq J_{t}(X)\leq 2 if t\leq 2 , and 2^{1-1/t}\leq J_{t}(X)\leq 2 if t\geq 2.

(ii) J_{t}(X) is non‐decreasing in t\in(-\infty, \infty) .

(iii) There exists a Banach space X such that J_{t}(X) is strictly increasing in

t\in(-\infty, \infty) .

J(X) <2 のとき,Xはuniformly non‐square と言う.

(iv) X : uniformly non‐square \Leftrightarrow  J_{t}(X) <2 for all (some)  t\in (-\infty, \infty) .

(v) X : uniformly non‐square \Leftrightarrow  J(X)<J_{t}(X) for some t\in(-\infty, \infty) .

(vi) For each  t\in (-\infty, \infty) ,
there exists a uniformly non‐square Banach space

X such that J_{t}(X)=J(X) .

(vii) X : Hilbert space \Rightarrow  J_{t}(X)=2^{1-1/r} , where r=\displaystyle \max(2, t) .

(viii) X : Hilbert space \Leftrightarrow  J_{2}(X)=\sqrt{2}.

次の結果は,一様凸空間 Xの J_{t}(\mathrm{X}) を計算する際用いられる (Examples参照).
(ix) If J_{S}(X)=2^{1-1/S} for some s\geq 2 , then J_{t}(X)=2^{1-1/t} for all t\geq s.

3. The constant J_{t}(X) and modulus of convexity

バナッハ空間 Xのmodulus of convexity $\delta$_{X}( $\epsilon$) , characteristic of convexity $\epsilon$_{0}(\mathrm{X})
は次のように定義される :For 0\leq $\epsilon$\leq 2

$\delta$_{X}( $\epsilon$)=\displaystyle \inf\{1-\Vert\frac{x+y}{2}\Vert : x, y\in S_{X}, \Vert x-y\Vert= $\epsilon$\},
$\epsilon$_{0}(X)=\displaystyle \sup\{ $\epsilon$\in [0, 2] : $\delta$_{X}( $\epsilon$)=0\}.

$\epsilon$_{0}(X) = 0 のとき,X は uniformly convex と言う.また, $\epsilon$_{0}(X) < 2 のとき,
X はuniformly non‐square と言う.

J_{t}(\mathrm{X}) の計算にはmodulus of convexity $\delta$_{X}( $\epsilon$) を用いる方法がある (cf. [23, 29

J_{t}(X)=\displaystyle \sup\{ (\displaystyle \frac{$\epsilon$^{t}+2^{t}(1-$\delta$_{X}( $\epsilon$))^{t}}{2})^{1/t} :  $\epsilon$\in[0 ,
2 (4)

ただし, J_{0}(X)=\displaystyle \sup\{\sqrt{2 $\epsilon$(1-$\delta$_{X}( $\epsilon$))}:  $\epsilon$\in [0, 2]\} \geq\sqrt{2$\epsilon$_{0}(X)} (cf. [1]).

J(X)=J_{-\infty}(X)=\displaystyle \sup\{\min( $\epsilon$, 2(1-$\delta$_{X}( $\epsilon$))) :  $\epsilon$\in[0, 2]\}\geq$\epsilon$_{0}(X) .
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James 定数 J=J(\mathrm{X}) は,方程式  2(1-$\delta$_{X}( $\epsilon$))= $\epsilon$ の解として求められる.つまり,
 2(1-$\delta$_{X}(J))=J (cf.[4]).

一般に, $\delta$_{X}( $\epsilon$) を求めるのは容易ではないが, $\epsilon$_{0}(\mathrm{X}) は比較的簡単に分かる.

(4) 式に  $\epsilon$=$\epsilon$_{0}(\mathrm{X}) を代入して

J_{t}(X)\displaystyle \geq (\frac{$\epsilon$_{0}(X)^{t}+2^{t}}{2})^{1/t}=2^{1-1/t}[1+($\epsilon$_{0}(X)/2)^{t}]^{1/t}
Theorem 1. Let -\infty<s<\infty . Then for any Banach space  X

J_{s}(X)\geq 2^{1-1/s}[1+(\in 0(X)/2)^{s}]^{1/s} (5)

Moreover, if equality holds in the above inequality, then

J_{t}(X)=2^{1-1/t}[1+($\epsilon$_{0}(X)/2)^{t}]^{1/t} (6)

for all t\geq s.

この定理の重要なところは後半部分にある.Xがuniformly non‐square でな

いとき,すなわち, $\epsilon$_{0}(X) = 2 のときは自明である.また,Xが一様凸,すなわ
ち, $\epsilon$_{0}(X)=0 のときは(ix) が成り立つことを意味する.なお,この定理は  s=-\infty

のときも成立する.この場合,不等式 (5) は  J(X) = J_{-\infty}(X) \geq $\epsilon$_{0}(\mathrm{X}) であり,

$\epsilon$_{0}(X)=2 のときに限り等号が成立する.

具体的な空間 Xに対し,それまでに知られた結果を用いて J_{t}(\mathrm{X}) の値が簡単に

求まることがある.そのためには,これまでに導入された幾何学的定数とみ(X) と

の関係を確認しておく必要がある.

J_{-\infty}(X)=J(\mathrm{X})

は当然であるが,

J_{0}(X)=T(X)=\sqrt{2C_{Z}'(X)}([1 , 16 J_{1}(X)=A_{2}(\mathrm{X}) ([3]),

J_{2}(X)=\sqrt{E(X)/2}=\sqrt{2C_{NJ}'(X)}\leq \sqrt{2C_{NJ}(X)}([2, 8, 16])
などがある.以下に,既知の結果と定理1を用いて J_{t}(\mathrm{X}) が簡単に求められる例を
紹介しよう.

X=L_{p} のとき, C_{NJ}(X) はClarkson 不等式を用いて計算される ([5, 6 1 <

p<\infty, 1/p+1/p'=1, u=\displaystyle \min(p,p') とするとき C_{NJ}(X)=2^{2/u-1} である.同様
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の方法でみ (X)=2^{1/u} (t\leq u') が示される. J_{u'}(X)=2^{1-1/u'} が成り立つことか

ら, t>u' のときは(ix) を用いてみ (X)=2^{1-1/t} が得られる.

X=(L_{p}(L_{q})) の場合も, u=\displaystyle \min(p,p', q, q') とするときTakahashi‐Kato [17] の

結果を用いて, J_{t}(X) = 2^{1/u} (t \leq u') が示される.したがって t > u' のときは

J_{t}(X)=2^{1-1/t} となる.これらは次のようにまとめられる.

Example 1. Let r=\mathrm{m} (p,p', t) . Then

J_{t}(L_{p})=2^{1-1/r}

Example 2. Let r=\displaystyle \max(p,p', q, q', t) . Then

J_{t}(L_{p}(L_{q}))=2^{1-1/r}

この例は部分空間を考えることにより,Sobolev Besov Triebel‐Sobolev などの

重要な関数空間に適用できる (cf. [17]).

同様の方法で 次の例も示される.

Example 3. Let X=L_{p_{n}}(L_{p_{n-1}}(\ldots(L_{p_{1}})) . Then

J_{t}(X)=2^{1-1/r},

where  r=\displaystyle \max (p_{1} , pí, p_{2},p_{2}', p_{n},p_{n}', t) .

これらの例は一様凸空間であることから,(ix) を用いた.次に,一様凸でない例
を紹介する.

Example 4. For 2 \leq p< \infty and  1 \leq  $\lambda$ \leq  2^{1/p} let X_{ $\lambda$,p} be the space \ell_{p} with

the norm

\displaystyle \Vert x\Vert_{ $\lambda$,p}=\max\{\Vert x\Vert_{p},  $\lambda$\Vert x\Vert_{\infty}\}.

Then, J_{t}(X_{ $\lambda$,p}) =  $\lambda$ 2^{1-1/p} if t \leq  p , and J_{t}(X_{ $\lambda$,p}) = 2^{1-1/t}[1+($\lambda$^{p}-1)^{t/p}]^{1/t} if

t\geq p.

前半部分,すなわち, t \leq  p のときは Kato‐Maligranda‐Takahashi [13] と全く

同様の方法で J_{t}(X_{ $\lambda$,p}) =  $\lambda$ 2^{1-1/p} が示される.問題は後半部分である.CYang‐
YWang [29] は,まず,modulus of convexity を求め,それを用いて J_{t}(X_{ $\lambda$,p}) を計算

した.既に述べたように,modulus of convexityを求めること自体が容易でない.
ここでは容易に分かる $\epsilon$_{0}(X_{ $\lambda$,p}) を用いた極めて簡単な計算を紹介する.

$\epsilon$_{0}(X_{ $\lambda$,p})\geq 2($\lambda$^{p}-1)^{1/p} が容易に分かるので,前半部分の結果から

J_{p}(X_{ $\lambda$,p})= $\lambda$ 2^{1-1/p}\leq 2^{1-1/p}[1+($\epsilon$_{0} (X_{ $\lambda$} )p)/2)^{p}]^{1/p}
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となる.定理1の前半部分から,等式が成り立つことが分かる.特に, $\epsilon$_{0}(X_{ $\lambda$,p}) =

2($\lambda$^{p}-1)^{1/p} . よって t\geq p のときは定理1の後半部分を用いて

J_{t}(X_{ $\lambda$,p})=2^{1-1/t}[1+($\epsilon$_{0}(X_{ $\lambda$,p})/2)^{t}]^{1/t}=2^{1-1/t}[1+($\lambda$^{p}-1)^{t/p}]^{1/t}
Example 5. Let X=\mathbb{R}^{2} with the norm defined by

\displaystyle \Vert x\Vert=\max\{|x_{1}|+(\sqrt{2}-1)|x_{2}|, |x_{2}|+(\sqrt{2}-1)|x_{1}|\} for x=(x_{1}, x_{2}) .

Then, J_{t}(X)=\sqrt{2} if t\leq 1 ,
and J_{t}(X)=2^{1-1/t}[1+(\sqrt{2}-1)^{t}]^{1/t} if t\geq 1.

この2次元空間 Xの単位球面 S_{X} は正八角形で, J(X)= 而であることはよく
知られている. t\leq 1 のとき, J_{t}(X)= 而もよく知られている (cf. [16]) また,明
らかに  $\epsilon$0(X) = 2(轟 -1 ) だから, J_{\mathrm{i}}(X)= 而 =1+$\epsilon$_{0}(X)/2 . よって t\geq 1 のと

き , 定理1により

J_{t}(X)=2^{1-1/t}[1+($\epsilon$_{0}(X)/2)^{t}]^{1/t}=2^{1-1/t}[1+(\sqrt{2}-1)^{t}]^{1/t}
これらの例に見られるように 既知の幾何学的定数の値と定理1を用いること

により,未知の J_{t}(\mathrm{X}) の値が簡単に求められることが分かった.これ以外にも定理

1を適用して J_{t}(\mathrm{X}) の値が容易に求められるようなバナッハ空間 Xの例として,
Day‐James 空間 l_{2^{-}}\ell_{1}, \ell_{\infty}-\ell_{1} などがある.

4. Relations between J_{t}(X) and J(X)

-\infty<t<\infty とする.  J(X)\leq J_{t}(\mathrm{X}) であるから, J_{t}(\mathrm{X}) を J(\mathrm{X}) で上から評

価することが問題となる. J_{1}(\mathrm{X}) と J(\mathrm{X}) の関係として

J_{1}(X)\leq 1+2(1-1/J(\mathrm{X})) (7)

が知られている ([18, 21 この不等式は C_{NJ}(X)\leq \mathrm{J}(X) の証明で重要な役割を果

たす.同様にして,

J_{0}(X)\leq 2\sqrt{2(\mathrm{i}-1}/J(X)) (8)

が示される.この結果の一般化として  0<t<\infty に対し

 J_{t}(X)\leq 2^{1-1/t}[1+2^{t}(1-1/J(X))^{t}]^{1/t} (9)

が示された ([19, 23 (9) で t=1 の場合が (7) である.ここでは J_{t}(\mathrm{X}) を J_{0}(\mathrm{X}) で

評価することにより,不等式 (9) の別証明を与えると共に,等号成立条件を考察する.
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Theorem 2. Let  0<t<\infty . Then for any Banach space  X

J_{t}(X)\leq 2^{1-1/t}[1+(J_{0}(X)/2)^{2t}]^{1/t}
where equality holds only when J_{0}(X)=\sqrt{2$\epsilon$_{0}(X)}.

この定理と (8) から,不等式 (9) が導かれる.(9) で等号が成立するための必要十分

条件は, J_{0}(X)=\sqrt{2$\epsilon$_{0}(X)} , かつ,(8) で等号が成立することである.Xがuniformly

non‐square でないときは,明らかに (9) で等号が成立するのであるが,uniformly
non‐square で等号が成立するようなXが存在するか否かは分かっていない.なお,
J_{0}(X) = \sqrt{2$\epsilon$_{0}(X)} が成り立つようなXの例としては,Day‐James 空間 \ell_{2^{-}}\ell_{1} があ

る(cf. [16]).
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